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ГЛАВА V. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 

Раздел I. Планиметрия 
 

§ 1. Аксиомы и основные определения абсолютной геометрии. 
Основные геометрические объекты и их свойства 

 

1.1. Основные понятия и отношения абсолютной геометрии 
 

Изучение форм, размеров предметов и их взаимного расположения со-

ставляет отдельную область человеческого знания, называемую геометрией. 

  Термин «геометрия» происходит от слияния двух древнегреческих слов 

γεω – «Земля» и μετρέω – «измеряю». Буквальный перевод звучит как «земле-

мерие». 

Геометрия изучает некоторые множества элементов, называемых точка-

ми и некоторые подмножества этого множества: прямые, плоскости, или, во-

обще говоря, фигуры. 

Фигурой на плоскости называется всякое множество точек этой плоско-

сти, содержащее хотя бы одну точку. Термин «фигура» происходит от латин-

ского слова figura, что означает образ, вид. 

Для того чтобы отображать одну фигуру на другую, вводятся некоторые 

операции, применимые к элементам множества точек. 

  Геометрию, изучаемую в средней школе, часто называют евклидовой – по 

имени древнегреческого математика Евклида (330-275 гг. до н.э.), написавшего 

один из первых курсов элементарной геометрии. Этот курс был изложен вместе 

с арифметикой в одиннадцати книгах и назван «Начала». 

Постулаты Евклида: 

1. Требуется, чтобы от всякой точки ко всякой другой точке можно было 

провести прямую. 

2. И чтобы каждую прямую можно было неограниченно продолжить. 

3. И чтобы от любого центра можно было описать окружность любого ра-

диуса. 

4. И чтобы все прямые углы были равны. 

5. Если прямая падает на две прямые и образует внутренние односторонние 

углы в сумме меньше двух прямых, то при неограниченном продолжении 

этих прямых, они пересекутся с той стороны, где сумма углов меньше двух 

прямых. 

Совокупность теорем, которые могут быть выведены из системы аксиом, 

если аксиому параллельных заменить противоположным утверждением, назы-

вается неевклидовой геометрией Лобачевского. 

Абсолютная геометрия – это геометрия, в основе которой лежат аксио-

мы евклидовой геометрии, за исключением аксиомы о параллельных, то есть, 

это общая часть геометрии Евклида и Лобачевского. 
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Основные понятия геометрии – геометрическое тело, поверхность, ли-

ния, точка. 

Геометрическое тело рассматривается вне физических свойств предме-

та. Считается, что оно может свободно перемещаться и изменять своѐ положе-

ние среди других тел, не меняя размера, формы и взаимного расположения сво-

их частей. 

Тело отделяется поверхностью от прилегающих к нему других тел. У 

геометрической поверхности нет толщины.  

При пересечении поверхностей образуется линия. У линии нет ширины. 

При пересечении двух линий образуется точка. Точка не имеет никакого 

размера. 

Простейшая из всех линий – прямая. Простейшая поверхность – плос-

кость.  

Прямую линию обычно представляют безгранично продолженной в обе 

стороны. Обозначение прямой – малая латинская или две большие латинские 

буквы, которые обозначают две какие-либо точки этой прямой.  

Часть прямой, все точки которой лежат по одну сторону от данной точки 

этой прямой – луч (полупрямая). Обозначение луча аналогично обозначению 

прямой.  

Часть прямой, ограниченная с обеих сторон точками, – отрезок. Обозна-

чение отрезка – две большие латинские буквы, поставленные при его концах. 

Два луча, выходящие из одной точки, образуют фигуру, которая называ-

ется углом.  

Сами лучи при этом называются сторонами угла, а их общее начало – 

вершиной угла. Обозначение угла – одна большая латинская буква ( A ), по-

ставленная при его вершине либо три большие латинские буквы, из которых 

одна – при вершине, а две другие обозначают две какие-либо точки сторон угла 

( BAC ). Иногда углы обозначают одной малой латинской буквой ( h ) или 

цифрой ( 1 ). 

Внутренняя область угла целиком содержит все отрезки, концы которых 

лежат на сторонах угла. Оставшаяся часть плоскости – внешняя.  

Углы называются прилежащими, если они имеют общую сторону, а их 

внутренние области не покрывают одна другую. На Рис. 1 это углы CAB  

и DAB . 

                    
Если у двух прилежащих углов не совпадающие стороны образуют одну 

прямую линию, то такие углы называются смежными. На Рис. 2 это углы 

COB  и AOB . 
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Угол называется развѐрнутым, если лучи, его образующие, составляют 
одну прямую. На Рис. 2 это угол AOC . 

Два угла называются равными, если они могут быть совмещены так, что 
совпадут их вершины и соответствующие стороны. 

Если смежные углы равны между собой, то каждый из них называется 
прямым. Иначе, прямой угол – это угол, равный своему смежному углу. Из 
этого следует, свойство: 
1

0
) Прямой угол равен половине развѐрнутого. 

Если два угла имеют общие вершину и одну сторону, а вторая сторона 
одного из углов лежит между сторонами другого угла, то говорят, что первый 
из этих двух углов меньше второго (второй угол больше первого). 

Прямые линии, образующие между собой прямой угол, называются вза-

имно перпендикулярными. Обозначение: CDAB  .  
Угол, меньший прямого угла, называется острым, больший прямого – 

тупым.  
В геометрии рассматриваются также нулевой и полный углы, у которых 

образующие их лучи совпадают. 
Различие этих углов показано на Рис. 3 (слева – нулевой угол, а справа –

полный угол). 

 
Углы называются вертикальными, если стороны одного из них служат 

продолжениями сторон другого. Так, на Рис. 4 EBA  и BCD  являются верти-
кальными. 
2

0
) Вертикальные углы равны между собой. 

Одной из важнейших фигур геометрии явля-
ется окружность. 

Если придать циркулю произвольный раствор 
и, поставив одну его ножку острием в какую-нибудь 
точку О плоскости (Рис. 5), будем вращать циркуль 
вокруг этой точки, то другая его ножка, снабженная 
карандашом или пером, прикасающимся к плоско-
сти, опишет на ней непрерывную линию, все точки 
которой будут одинаково удалены от точки О. Эта 
линия называется окружностью, а точка О – еѐ 
центром.  
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Отрезки ОА, ОВ,..., соединяющие центр с какими-нибудь точками окруж-

ности, называются радиусами.  

Очевидно свойство: все радиусы одной окружности равны между собой.  

Прямая (MN, Рис. 5), проходящая через какие-нибудь две точки окружно-

сти, называется секущей. 

Отрезок прямой (ЕР), соединяющий две какие-нибудь точки окружности, 

называется хордой. 

Всякая хорда (AD), проходящая через центр, называется диаметром. 

Очевидно свойство: диаметр равен сумме двух радиусов, и потому все 

диаметры одной окружности равны между собой. 

Какая-нибудь часть окружности (например, ЕmF) называется дугой. 

О хорде (EF), соединяющей концы какой-нибудь дуги, говорят, что она 

стягивает эту дугу. 

Не следует путать понятия «окружность» и «круг». Часть плоскости, ог-

раниченная окружностью, называется кругом.  

Часть круга, заключенная между двумя радиусами (часть СОВ, покрытая 

штрихами на Рис. 5), называется сектором, а часть, отсекаемая от круга какой-

нибудь секущей (часть EmF), называется сегментом. 

Угол (АОВ, Рис. 6), образованный двумя радиусами 

окружности, называется центральным углом; о таком 

угле и дуге, заключенной между его сторонами, говорят, 

что они соответствуют друг другу.  

Центральные углы по отношению к соответствую-

щим им дугам обладают следующими двумя свойствами.  

В одном круге или в равных кругах:  

3
0
) Если центральные углы равны, то и соответствую-

щие им дуги равны.  

4
0
) Если дуги равны, то и соответствующие им центральные углы равны. 

Представим себе, что какая-нибудь окружность разделена на 360 равных 

частей и ко всем точкам деления проведены радиусы. Тогда вокруг центра об-

разуются 360 центральных углов, которые, как соответствующие равным дугам, 

должны быть равны между собой. Каждая из полученных таким образом на ок-

ружности дуг называется дуговым градусом, а каждый из образовавшихся при 

центре углов называется угловым градусом. Значит, можно сказать, что дуговой 

градус есть 1
360

 часть окружности, а угловой градус есть центральный угол, 

соответствующий дуговому градусу. 

Градусы (дуговые и угловые) подразделяются еще на 60 равных частей, 

называемых минутами, а минуты подразделяются еще на 60 равных частей, 

называемых секундами). 

  Латинское слово gradus означает «шаг». Как заметили вавилонские жрецы, 

солнечный диск укладывается на пути, проходимым солнцем за день, 180 раз, 

т.е. солнце как бы делает 180 шагов. Обозначения градусов, напоминающие со-

временные, были введены Птолемеем около 100–178 г.г.  
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Замечание. 1) Употребительна также сотенная система мер углов и дуг; 

по этой системе за, град дуги принимают 1/100 четверти окружности, минуту 

принимают равной 1/100 града, секунду – 1/100 минуты. 2) Используется также 

и радианная мера угла. В этом случае один радиан приписывается централь-

ному углу, стороны которого заключают дугу окружности, равную радиусу. Та-

кой центральный угол называется угловым радианом, а соответствующая дуга 

– дуговым радианом. 

Для измерения углов употребляется 

особый прибор – транспортир. Этот при-

бор (Рис. 7) представляет собой полукруг, 

дуга которого разделена на 180°. Чтобы из-

мерить угол DCE, накладывают на него при-

бор так, чтобы центр полукруга совпадал с 

вершиной угла, а радиус СВ был расположен 

по стороне СЕ, Тогда число градусов, со-

держащееся в дуге, заключенной между сто-

ронами угла DCE, покажет величину его. 

При помощи транспортира можно также на-

чертить угол, содержащий данное число градусов. 

5
0
) Развѐрнутый угол имеет градусную меру, равную 180°. 

Обобщим понятия прямого, острого и тупого углов (с точки зрения их 

градусной меры). 

Угол в 90° (составляющий, следовательно, половину развернутого угла 

или четверть полного угла) есть прямой угол; угол, имеющий градусную меру, 

меньше 90°, есть острый угол, а угол, больший прямого, но меньший разверну-

того, есть тупой угол (Рис. 8). 

 
6

0
) Все прямые углы, как содержащие одинаковое число градусов, равны между 

собой. 

 Величину прямого угла иногда обозначают буквой d (начальная буква 

французского слова droit, которое означает «прямой»). 

7
0
) Смежные углы в сумме составляют развернутый угол, то есть сумма двух 

смежных углов равна 180° (иначе, она равна сумме двух прямых углов). 

8
0
) Если два угла равны, то и смежные с ними углы равны. 

Луч, который выходит из вершины угла и делит его на равные части, на-

зывается его биссектрисой. 
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  Термин «биссектриса» происходит от латинского слова bissectrix – «деля-

щая пополам». В старой математической литературе можно встретить другое 

название биссектрисы – «равноделящая». 

Итак, сочетание точек, поверхностей и линий, как-либо расположенных 

друг относительно друга, образует геометрическую фигуру.  

Геометрические фигуры разделяются на плоские и пространственные. У 

плоской фигуры все точки лежат на одной плоскости. Если не все точки фигу-

ры лежат на одной плоскости, то эта фигура – пространственная. Часть геомет-

рии, изучающая плоские фигуры, называется планиметрией, пространствен-

ные – стереометрией. 

Первичными отношениями в геометрии являются:  

 отношение принадлежности; 

 отношение лежать между; 

 совмещаться движением. 

В геометрии используются первичные понятия из других отделов матема-

тики: множество, элемент множества, соотношение и др. 

 

1.2. Система аксиом абсолютной геометрии.  
Аксиоматический метод её построения 

 

Теоретической базой в геометрии является система операций и аксиом. 

Аксиома – это утверждение, которое принимается без доказательства. 

 Термин «аксиома» впервые встречается у Аристотеля (384–322 г.г. до н.э.) 

и пришѐл в математику от древнегреческих философов. Происходит он от гре-

ческого слова  , которое переводится как «важность», «уважение», «автори-

тет». 

1 группа аксиом (аксиомы связи или принадлежности). В них определя-

ются свойства взаимного расположения точек, прямых и плоскостей, выражен-

ных словом «принадлежать». 

1-2. Существует единственная прямая, проходящая через две данные точки. 

3. Существуют три точки, не принадлежащие общей прямой. 

4-5. Три точки, не лежащие на одной прямой, определяют единственную плос-

кость. На плоскости существует по крайней мере одна точка. 

6. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то вся прямая принадлежит 

ей. 

7. Если две плоскости имеют одну общую точку, то они имеют и ещѐ одну об-

щую точку. 

8. Существуют четыре точки, не лежащие в одной плоскости. 

2 группа аксиом (аксиомы порядка). Они выражают свойства взаимного 

расположения точек на прямой, определяют термин «лежать между». 

1. Если точка В лежит между точками А и С, то она лежит между точками С и 

А. 

2. Для любых точек А и В существует точка С, такая, что В будет лежать между 

А и С. 
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3. Для любых точек А, В, С существует только одна точка, лежащая между дву-

мя другими. 

4. Аксиома Паша. Пусть точки А, В, С – три точки, не лежащие на одной пря-

мой и а – некоторая прямая в плоскости АВС, не содержащая ни одной из точек 

А, В, С. Если прямая а проходит через точку отрезка АВ, то она проходит также 

либо через точку АС, либо через точку отрезка ВС. 

3 группа аксиом (аксиомы равенства, конгруэнтности). 

1. Если А и В – две точки на прямой а и A  – точка на той же или на другой 

прямой a , то всегда можно найти по данную сторону прямой a
 
от точки A  

одну и только одну точку B , такую, что BAAB  . 

2. Если отрезки BA  и BA   конгруэнтны одному и тому же отрезку АВ, то они 

конгруэнтны друг другу. 

3. Пусть АВ и ВС – два отрезка на прямой а, не имеющие общих внутренних 

точек и пусть BA   и CB   – два отрезка на той же или на другой прямой a , тоже 

не имеющие общих точек. Если при этом BAAB  , CBBC  , то CAAC  . 

4. Пусть даны: угол между лучами h  и k  на плоскости  , прямая a  на этой же 

или другой плоскости  , задана определѐнная сторона плоскости  относи-

тельно прямой a . Пусть h  – это луч прямой a , исходящий из точки O . Тогда 

на плоскости   существует единственный луч k  , такой, что    khkh  ;;  и 

при этом все внутренние точки последнего угла лежат по заданную сторону от 

прямой a . 

5. Пусть А, В, С – три точки, не лежащие на одной прямой и A , B , C  – тоже 

три точки, не лежащие на одной прямой. Если при этом BAAB  , CAAC  , 

CABBAC  , то CBBC  , CBAABC  , BCAACB  . 

4 группа аксиом (аксиомы непрерывности). 

1. Аксиома Архимеда. Пусть АВ и СD – произвольные отрезки. Тогда на прямой 

АВ существует конечное число точек nAAA ,...,, 21 , расположенных так, что точка 

1A  лежит между А и 
2A , точка 

2A  – между 
1A и 3A , …, причѐм отрезки ,..., 211 AAAA  

конгруэнтны отрезку СD и точка В лежит между А и nA . 

2. Аксиома Кантора. Если существует бесконечная последовательность вло-

женных отрезков, то существует такая точка  , которая принадлежит всем от-

резкам. 

5 группа аксиом (параллельности). 

В плоскости, определяемой прямой а и не лежащей на ней точкой А су-

ществует не более одной прямой, проходящей через точку А и не пересекающей 

прямую а. 

Геометрия строится дедуктивно или аксиоматически. Это означает, что 

все теоремы (предложения) выводятся чисто логическим путѐм из нескольких 

предложений этой же теории, принятых за исходные (аксиомы). Аксиоматиче-

ский метод – наиболее характерный метод в математике. 
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§ 2. Параллельные и перпендикулярные прямые на плоскости.  
Теорема Фалеса 

 
Две прямые на плоскости называются параллельными, если они не име-

ют общих точек. Обозначение: а ‖ b. 

Кроме случая параллельности прямых могут быть ещѐ два случая взаим-

ного расположения двух прямых на плоскости: 

1) прямые могут иметь бесконечно много общих точек (т.е. совпадать), 

другими словами, каждая точка прямой a принадлежит прямой b и, наоборот, 

каждая точка прямой b принадлежит прямой a. В таком случае пишут: a b ; 

2) две прямые a и b на плоскости могут иметь одну общую точку, т.е. пе-

ресекаться.  

В связи с этим можно дать иное определение параллельных прямых: две 

прямые на плоскости называются параллельными, если они не пересекаются. 

 Пусть a и b – две пересекающиеся прямые (Рис. 9). 

При пересечении этих прямых образуются четыре угла. 

Пусть   – один из этих углов. Тогда любой из остальных 

трех углов будет либо смежным с углом  , либо вертикаль-

ным с углом  . Отсюда следует, что если один из углов 

прямой, то остальные углы тоже прямые. В этом случае мы 

говорим, что прямые пересекаются под прямым углом. 

Две прямые называются перпендикулярными, если они пересекаются под 

прямым углом. Обозначение: a b . 

Отметим свойство перпендикулярных прямых. 

1
0
) Через каждую точку прямой можно провести перпендикулярную ей прямую 

и притом только одну. 

Перпендикуляром к прямой называется отрезок 

прямой, перпендикулярной данной, имеющий концом 

точку их пересечения. Этот конец называется основа-

нием перпендикуляра. 

Пусть АВ – прямая. М – основание перпендику-

ляра, опущенного на неѐ из точки К; возьмѐм на АВ 

произвольную точку С, отличную от М, и соединим еѐ 

с точкой К. Полученная прямая образует с АВ угол, 

отличный от прямого, и называется наклонной. Точку 

С называют основанием наклонной, а отрезок СМ – 

проекцией наклонной.  

2
0
) Через точку К можно провести бесконечно много наклонных к АВ.  

3
0
) Если из данной точки К к одной и той же прямой АВ проведены перпенди-

куляр и наклонная, то наклонная длиннее перпендикуляра.  

4
0
) Из двух наклонных, проведѐнных из одной точки К к прямой АВ больше та, 

которая имеет большую проекцию. 

5
0
) Если две различные наклонные, проведѐнные к прямой АВ из одной и той же 

точки К равны, то их основания лежат по разные стороны от основания пер-
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пендикуляра, опущенного на АВ из той же точки, на равных расстояниях от 

него.  

6
0
) Пусть две равные наклонные проведены из точки К к прямой АВ. Проводя 

прямую через К и середину отрезка между основаниями наклонных, получим 

перпендикуляр к прямой АВ 

Отметим свойство параллельных прямых. 

7
0
) Две различные прямые на плоскости, порознь параллельные третьей пря-

мой, параллельны между собой.  

Рассмотрим пару параллельных прямых АВ и CD, а также какую-либо 

прямую m, не параллельную им (секущую). 

При пересечении двух параллельных прямых, лежащих в одной плоско-

сти, третьей прямой (Рис.11) образуется восемь углов: 

 

соответственные углы:  

  l и 5; 2 и 6; 4 и 8; 3 и 7; 

внутренние односторонние: 4 и 5; 3 

и 6; 

внешние односторонние: 1 и  8; 2 и 

7; 

внутренние накрест лежащие: 4 и 6; 

3 и 5; 

внешние накрест лежащие: 1 и 7; 2 

и 8. 

Имеют место свойства: 

8
0
) Соответственные углы равны, т.е.   l = 5; 2 = 6; 4 = 8; 3 = 7. 

9
0
) Внутренние накрест лежащие углы равны, т.е. 4 = 6; 3 = 5. 

10
0
) Внешние накрест лежащие углы равны, т.е. 1 = 7; 2 = 8. 

11
0
) Односторонние (как внутренние, так и внешние) углы в сумме составляют 

180°, т.е. 1 +  8 = 180°; 2 + 7= 180°; 4 + 5 = 180°; 3 + 6 = 180°. 

12
0
) Если внутренние накрест лежащие углы равны или сумма внутренних од-

носторонних углов равна 180°, то прямые параллельны. 

13
0
) Если две параллельные прямые пересечены третьей прямой, то внутрен-

ние накрест лежащие углы равны, а сумма внутренних односторонних углов 

равна 180°. 

14
0
) Биссектрисы внутренних односторонних углов при параллельных прямых и 

секущей перпендикулярны. 

15
0
) Различные прямые порознь перпендикулярные третьей прямой, параллель-

ны между собой.  

16
0
) Если прямая перпендикулярна одной из двух па-

раллельных прямых, то она перпендикулярна и дру-

гой прямой.  

Рассмотрим также свойства углов с параллельными 

или перпендикулярными сторонами:  

17
0
) Если стороны a и b одного угла соответственно 

параллельны сторонам c и d другого угла и одинако-
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во с ним направлены, то такие углы равны, т.е. если а ‖ b и b ‖ d, то A C   

(см. Рис 12). 

18
0
) Если стороны a и b одного угла со-

ответственно параллельны сторонам c 

и d другого угла, но противоположно 

направлены, то такие углы также рав-

ны, т.е. A C   (см. Рис 13). 

19
0
) Если стороны a и c параллельны и 

одинаково направлены, а стороны b и d 

противоположно направлены, то углы 

A  и C  дополняют друг друга до раз-

вѐрнутого угла, т.е. 0A C 180   .  

 

20
0
) Углы с соответственно перпенди-

кулярными сторонами либо равны, либо 

дополняют друг до развѐрнутого угла.  

Теорема (Фалеса). Если параллельные прямые, пересекающие стороны 

угла отсекают на одной его стороне равные отрезки, то они отсекают рав-

ные отрезки и на другой его стороне.  

Теорема (о пропорциональных отрезках). Параллельные прямые, пере-

секающие стороны угла, высекают на них пропорциональные отрезки.  

  Фалес Милетский (ок. 625– ок. 547 г. до н.э.) древнегреческий философ, 

математик и астроном, основатель геометрии. 

 
§ 3. Основные планиметрические фигуры, их признаки, свойства, 

метрические отношения в них 
 

Если на плоскости задано не-

сколько точек, не лежащих на одной 

прямой, то их можно последовательно, в 

произвольном порядке соединить отрез-

ками прямых линий. Совокупность этих 

орезков называется ломаной линией.  

Отрезки АВ, ВС, CD, DE (см. Рис. 14) – 

звенья ломаной. Точки A, B, C, D,E – вершины ломаной. 

Ломаная называется выпуклой, если все еѐ звенья лежат по одну сторону 

от каждого из них, если их неограниченно продолжить. Ломаная называется 

замкнутой, если еѐ начало и конец совпадают. 

Многоугольником на плоскости или одномерным многоугольником на-

зывается фигура, образованная плоской замкнутой ломаной. Звенья ломаной, то 

есть, отрезки, называются сторонами многоугольника. Смежные стороны 

имеют общую точку, которая не является внутренней точкой для этих отрезков. 

Эта общая точка называется вершиной. При каждой вершине многоугольника 

находится один из его углов. Вершины, принадлежащие одной стороне, назы-
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ваются смежными. Диагональ – это отрезок, соединяющий две несмежные 

вершины.  

Многоугольник на плоскости называется простым, если его стороны не 

пересекаются во внутренних точках и в вершинах сходятся лишь две стороны. 

Теорема Жордана. Всякий плоский многоугольник делит плоскость на 

две области, в одной из которых содержатся целые прямые (она называется 

внешней), в другой – не содержатся целые прямые (внутренняя). Соответствен-

но точки внешней и внутренней области называются внешними и внутренними. 

Двумерным многоугольником называется соединение одномерного мно-

гоугольника с множеством внутренних точек. При этом одномерный много-

угольник называется контуром двумерного. Для двумерного многоугольника 

имеют смысл понятия выпуклости и связности. 

Теорема. Сумма внутренних углов простого многоугольника равна  

 )2(2)2(1800  ndn . (3.1) 

Доказательство: проведѐм методом математической индукции 

1) Проверим для 3n : 000 1801180)23(180   – истинно. 

2) Пусть верно для kn  , то есть, если kk 1
, то   )2(180. 1

0 kуг . 

3) Рассмотрим многоугольник с числом сторон 1 kn . Его можно разбить 

на два простых многоугольника с числом сторон 
1n  и 

2n , где nn 1
 и nn 2

. 

Пусть kn 1
, kn 2

 и 221  nnn . Для этих двух многоугольников выполняется 

допущение и, следовательно, сумма внутренних углов искомого многоугольни-

ка: )2(180)42(180)4(180)2(180)2(180 00

21

0

2

0

1

0  nnnnnn .  

Что требовалось доказать.  

Многоугольник (как и вообще любая плоская фигура) может рассматри-

ваться как множество, состоящее из точек плоскости, и называется выпуклым, 

если вместе с любыми двумя точками он содержит соединяющий их отрезок. 

Иначе, многоугольник называется выпуклым, если он лежит по одну сторону 

от любой прямой, соединяющей его соседние вершины.  

На Рис. 15 слева изображѐн выпуклый многоугольник (точнее четырѐх-

угольник), а справа – невыпуклый. 
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Простой многоугольник называется правильным, если все его стороны 

одинаковы и все углы равны между собой. Существование правильных много-

угольников обеспечивается возможностью их построения делением окружности 

на равные части. 

Теорема. Всякий правильный многоугольник является выпуклым. 

Равноугольным или полуправильным называется многоугольник, у кото-

рого углы равны, а стороны равны через одну. 

Способ их построения – метод среза. 

Многоугольники классифицируются на виды в первую очередь в зависи-

мости от количества сторон. 

Треугольник – это многоугольник, у которого три стороны. Треугольник 

относится к простейшим геометрическим фигурам. Очевидно, всякий треуголь-

ник является выпуклой фигурой. 

  Свойства треугольника, изучающиеся в школе, за редким исключением, из-

вестны с античности. Дальнейшее изучение треугольника началось в XVII веке: 

была доказана теорема Дезарга (1636), открыты некоторые свойства точки Тор-

ричелли (1659). В XVIII веке была обнаружена прямая Эйлера и окружность 

шести точек (1765). В 1828 году была доказана теорема Фейербаха. В начале 

XIX века была открыта точка Жергонна. Над созданием совокупности фактов, 

называемых в настоящее время геометрией треугольника, работали Пифагор, 

Евклид, Архимед, Менелай, Чева, Дезарг, Торричелли, Паскаль, Лейбниц, Нью-

тон, Эйлер, Лагранж, Жергонн, Понселе и многие другие. 

Но его роль определяется разнообразием практических применений. Изу-

чение многих геометрических фигур осуществляется через разложение их на 

треугольники (триангуляцию) и раскрытие зависимостей между элементами 

этих треугольников. Известно, например, что всякий плоский многоугольник 

разлагается на треугольники (триангулируем) его диагоналями, причѐм все 

элементы многоугольника (стороны, углы, диагонали, площадь и т.д.) вполне 

определяются соответствующими элементами этих треугольников. В частно-

сти, выпуклый n-угольник разлагается на п-2 треугольника диагоналями, про-

ведѐнными из любой его вершины. 

Разложение на треугольники криволинейных фигур уже невозможно. Од-

нако в тех случаях, когда криволинейная фигура может быть получена через 

предельный переход от вписанного в неѐ многоугольника, разлагают на тре-

угольники этот многоугольник и через предельный переход устанавливают свя-

зи элементов криволинейной фигуры с деформирующимися (в процессе пре-

дельного перехода) элементами этих треугольников. В соответствии с этим при 

изучении треугольника актуальны понятия вписанной и описанной окружно-

стей. 

Так, например, поступают в геометрии при изучении круга и окружности. 

Эти криволинейные фигуры получаются через предельный переход от вписан-

ного в них правильного многоугольника при неограниченном увеличении числа 

его сторон; причѐм площадь круга оказывается равной пределу суммы площа-

дей треугольников, на которые разлагается вписанный многоугольник, а длина 
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окружности равна пределу суммы соответствующих сторон этих треугольни-

ков.  

В технической практике при сооружении различных конструкций из 

стержней учитывается ещѐ одна особенность треугольника: конструкции тре-

угольной формы, сделанные из стержней, обладают свойством «жѐсткости» и 

«устойчивости», тогда как конструкции в форме многоугольника легко дефор-

мируются. Именно это обстоятельство заставляет инженеров при сооружении 

различных арок, мостов, перекрытий для крыш и 

т.п. «разлагать» конструкции многоугольной формы 

на треугольные, внесением в них вспомогательных 

стержней-укосов (Рис. 16). 

Таким образом, как в теории, так и на практи-

ке треугольник служит существенным элементом 

геометрических фигур. Поэтому треугольник под-

робно изучается в геометрии. 

Итак, треугольники – это геометрические фи-

гуры, которые имеют три стороны, три угла и  их 

площадь ограничена тремя точками и тремя отрез-

ками, которые соединяют эти точки.  

 

§ 4. Треугольник и его основные элементы.  
Классификация треугольников 

 

В самом конце предыдущего пункта дано определение треугольника. 

Приведѐм иные определения треугольника: 

1) Замкнутая ломаная линия, состоящая из трех звеньев, называется тре-

угольником. 

2) Треугольник – это многоугольник, у которого три стороны. 

3) Треугольником называется фигура, которая состоит из трѐх точек, не 

лежащих на одной прямой, и трѐх отрезков, попарно соединяющих эти точки. 

При этом точки называются вершинами треугольника, а отрезки – сторонами 

треугольника. 

Основными элементами треугольника являются его стороны и углы. 

Треугольники различаются между собой, во-первых, по характеру углов, 

а во-вторых, по характеру сторон. 

По характеру углов выделяют следующие виды треугольников:  

1) остроугольный, если все его углы острые; 

2) прямоугольный, если один из его углов прямой; сторона, лежащая про-

тив прямого угла, называется гипотенузой, а стороны, образующие прямой 

угол, катетами;  

3) тупоугольный, если один из его углов тупой. 

По характеру сторон классифицируют следующие виды треугольников: 

1) разносторонний, если все его стороны имеют разную длину;  



[16] 

 

2) равнобедренный, если две его стороны равны между собой; сторона, не 

равная двум другим, называется основанием;  

3) равносторонний (правильный), если все три его стороны имеют оди-

наковую длину. 

Представим классификацию треугольников в виде схемы. 

 
К основным линиям треугольника относятся: медиана, биссектриса, вы-

сота и серединный перпендикуляр. 

Медиана треугольника – это отрезок, соединяющий вершину треуголь-

ника с серединой противолежащей стороны.  

Биссектриса треугольника – это отрезок биссектрисы угла, который со-

единяет вершину угла с точкой, которая лежит на противолежащей стороне 

треугольника.  

Высота треугольника – это перпендикуляр, который проведѐн из вер-

шины фигуры к прямой, содержащей противоположную сторону треугольника. 

Серединным перпендикуляром (медиатрисой) треугольника называют 

прямую, которая проходит через середину отрезка (стороны треугольника) пер-

пендикулярно ему. 
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§ 5. Углы треугольника. Сумма углов треугольника 
 

Углы, смежные с углами треугольника, называются его внешними угла-

ми. Каждый такой угол образован стороной треугольника и продолжением од-

ной из других сторон.  

По этой причине углы треугольника будем называть внутренними угла-

ми треугольника. 

Теорема 1. Сумма внутренних углов треугольника равна 180°. 

Доказательство. Пусть ABC  – произвольный треугольник. Продолжим 

стороны АВ и ВС (Рис.17). Через вершину В проведѐм 

прямую DE AC , тогда САВ = GBE , как соответст-

венные углы при параллельных прямых АС, DE и секу-

щей GA ; АВС = FBG , как вертикальные углы;  

ВСА = DBF, как соответственные углы при парал-

лельных АС и DE и секущей FC. Но углы DBF, FBG  и 
GBE  образуют все вместе развѐрнутый угол DBE, а по-

тому DBF FBG GBE   180°. Заменяя в последнем равенстве углы DBF, 
FBG  и GBE  соответственно равными им углами АСВ, АВС, ВАС, получим: 

ACB ABC BAC   180°.  

  Сумма углов любого треугольника равна 180° – это соотношение между 

углами треугольника, которое выражается формулой  (найде-

на греческим философом и математиком Фалесом (624-548 гг. до н.э.), доказана 

в III в до н.э. Евклидом). 

Следствие 1. Если один из углов треугольника прямой или тупой, то оба 

другие его угла острые.  

Следствие 2. Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних 

углов, с ним не смежных.  

Действительно, возьмѐм внешний угол АFB (Рис. 17):  

ABF ABD DBF    (1), но ABD BAC  (как накрест лежащие при секу-

щей АВ), DBF BAC   (как соответственные при секущей ВС), а потому, за-

мещая в равенстве (1) углы ABD и DBF соответственно равными им углами 

ВАС и ВСА, получим ABF BAC BCA   . 

Следствие 3. Внешний угол треугольника больше каждого из его внут-

ренних углов, с ним не смежных (так как сумма больше каждого из слагаемых). 

Следствие 4. Если два треугольника имеют по два равных угла, то и 

третьи их углы равны между собой.  

Следствие 5. Сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 

90°.  

Следствие 6. Сумма острых углов тупоугольного треугольника меньше 

прямого угла.  

Следствие 7. У каждого треугольника, по крайней мере, два острых уг-

ла. 

Следствие 8. У равностороннего треугольника все углы равны, каждый 

из них по 60°. 
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§ 6. Равнобедренный треугольник 
 

Теорема 1. В равнобедренном треугольнике углы при основании равны.  

Доказательство. Дан треугольник АВС; АВ = ВС (Рис.18). Требуется дока-

зать, что САВ = АСВ.  

Проведѐм биссектрису BD угла АВС и перегнѐм плос-

кость чертежа по линии BD так, чтобы правая еѐ часть совмес-

тилась с левой частью. При этом линия ВС совпадѐт с линией 

АВ, так как CBD =ABD. Точка С совпадѐт с точкой А, так 

как АВ = ВС. Следовательно, отрезок DC сольѐтся с отрезком 

DA, а потомуАСВ совместится с САВ. 

Поэтому АСВ=САВ. 

Следствие 1. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при вер-

шине служит осью симметрии треугольника. 

Действительно, так как при перегибании плоскости чертежа по биссек-

трисе CBD совмещается с ABD. 

Следствие 2. Углы при основании равнобедренного треугольника всегда 

острые; внешний угол при основании равнобедренного треугольника всегда ту-

пой. 

Теорема 2. Если в треугольнике два угла равны, то он равнобедренный.  

Теорема 3. В равнобедренном треугольнике медиана, проведѐнная к осно-

ванию, является биссектрисой и высотой. 

 

§ 7. Простейшие соотношения между сторонами 
 и углами треугольника 

 

Теорема 1. В треугольнике против большей стороны лежит больший 

угол. 

Доказательство. Дано: в треугольнике АВС сторо-

на ВС больше АВ (Рис. 19). Требуется доказать, что A  

больше C .  

Отложим на стороне ВС отрезок ВD = АВ и соеди-

ним точки А и D прямой линией. Треугольник АВD – 

равнобедренный, так как АВ = BD; следовательно, 

ADB= DAB  . Но угол ADB больше угла C (как внешний угол треугольника 

ADC), следовательно, и DAB больше C , а тогда и подавно угол ВАС больше 

угла С, или A  > C .  

Теорема 2 (обратная к Т1). В треугольнике против большего угла ле-

жит большая сторона. 

Доказательство. Дано: A  > C  (Рис. 19). Требуется доказать, ВС > АВ.  

АВ не может быть больше ВС, так как тогда, в силу Теоремы 1, угол С был бы 

больше угла А, что противоречит условию теоремы. Точно также АВ не может 

быть равно ВС, так как тогда  АВС был бы равнобедренным и в нѐм угол А и 

угол С были бы равны. Следовательно, АВ< ВС, или ВС >АВ. 
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Следствие 1. Угол, лежащий против меньшей стороны треугольника, 

всегда острый. 

Следствие 2. В тупоугольном треугольнике наибольшая сторона лежит 

против тупого угла. 

Следствие 3. В прямоугольном треугольнике гипотенуза всегда больше 

катета.  

Теорема 3. Каждая сторона треугольника меньше суммы двух других 

его сторон, но больше их разности. 

Доказательство. Дан  АВС (Рис. 20). Требуется доказать, что АВ + ВС > АС.  

Продолжим сторону АВ и отложим на еѐ продолже-

нии от точки В отрезок BD, равный ВС. Соединив точки С 

и D прямой линией, получим CBD. В нѐм BD = ВС и, 

следовательно, угол BCD равен углу BDC (см. 1.7.), а по-

тому угол ACD больше угла ADC. Следовательно, в тре-

угольнике ACD сторона AD > АС, но AD = АВ + BD, а так 

как BD = ВС, то AD = АВ + ВС. Значит, АВ + ВС > АС.  

Вычитая из обеих частей последнего неравенства ВС, 

получим: АВ > АС – ВС. 

Замечание. Можно дать иную формулировку Теоремы 3. У каждого 

треугольника сумма двух сторон больше третьей его стороны. 

Эта формулировка выражает условие существования треугольника. 

Точнее она задаѐт неравенство треугольника. Для всякого треугольника можно 

записать три неравенства треугольника: 
AB AC BC  , 
AC AB BC  , 
BC AB AC  . 

 

§ 8. Равенство треугольников. Признаки равенства треугольников 
 

Исходя из интуитивных представлений, можно утверждать, что два тре-

угольника считаются равными, если их можно совместить наложением друг на 

друга. Дадим более точное определение равных треугольников. 

Треугольники называются равными, если у них соответствующие сторо-

ны и соответствующие углы равны. 

Теорема 1 (I признак равенства треугольников). Если две стороны и 

угол между ними одного треугольника равны соответственно двум сторонам 

и углу между ними другого треугольника, то такие треугольники равны (Рис. 

21). 
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Теорема 2 (II признак равенства треугольников). Если сторона и два 

прилежащие к ней угла одного треугольника равны соответственно стороне и 

прилежащим к ней углам другого треугольника, то такие треугольники равны 

(Рис. 22). 

 
Теорема 3 (III признак равенства треугольников). Если три стороны 

одного треугольника соответственно равны трѐм сторонам другого тре-

угольника, то такие треугольники равны (Рис. 23). 

 
 

§ 9. Прямоугольный треугольник 
 

Напомним, что в параграфе 5. было дано следующее определение: тре-

угольник называется прямоугольным, если один из его углов прямой; сторона, 

лежащая против прямого угла, называется гипотенузой, а стороны, образую-

щие прямой угол, катетами. 

Сформулируем признаки равенства прямоугольных треугольников: 

Теорема 1. Если гипотенуза и острый угол одного прямоугольного тре-

угольника соответственно равны гипотенузе и острому углу другого прямо-

угольного треугольника, то такие треугольники равны.  

Теорема 2. Если катет и противолежащий ему угол одного прямоуголь-

ного треугольника соответственно равны катету и противолежащему углу 

другого прямоугольного треугольника, то такие треугольники равны. 

Теорема 3. Если гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольни-

ка равны соответственно гипотенузе и катету другого прямоугольного тре-

угольника, то такие треугольники равны. 

  В Древнем Египте для построения прямого угла следующий приѐм: брали 

гибкий шнур (верѐвку), на нѐм делали засечки в виде узелков на расстоянии 3 

ед., 4 ед. и 5 ед. длины. Затем этот шнур выкладывался на грунте, в который 

можно было вставить колышки. Треугольник, получаемый путѐм натяжения 

шнура около колышков (до замкнутой фигуры) получался прямоугольным (см. 

картинку ниже). 
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Треугольник со сторонами, кратными числам 3; 4; 5, т.е. имеющими дли-

ны 3k; 4k; 5k, называется египетским треугольником.  

Прямоугольный треугольник может быть равнобедренным. Отметим его 

свойства: 

 

1
0
) В равнобедренном прямоугольном треугольнике углы 

при основании равны по 45°. 

2
0
) Гипотенуза с прямоугольного равнобедренного тре-

угольника связана с катетом а этого треугольника по 

формуле  

c 2 a  . 

(см. Рис. 24) 

Стороны прямоугольного треугольника связаны с его острыми углами.  

Обозначим стороны прямоугольного треугольника малыми буквами ла-

тинского алфавита (катеты a, b), (гипотенузу с). Острые углы треугольника – 

малыми буквами греческого алфавита ,   (Рис. 25). 

Синусом острого угла прямоугольного треугольни-

ка называется отношение противолежащего катета к ги-

потенузе. Пишут: 
a

sin =
c

  или 
b

sin =
c

 . 

Косинусом острого угла прямоугольного треуголь-

ника называется отношение прилежащего катета к гипо-

тенузе. Пишут: 
b

cos =
c

  или 
a

cos =
c

 .  

Очевидно, sin =cos  , а также cos =sin  . 

Тангенсом острого угла прямоугольного треугольника называется отно-

шение противолежащего катета к прилежащему катету. Пишут: 
a

tg =
b

  или 

b
tg =

a
 . 

Котангенсом острого угла прямоугольного треугольника называется от-

ношение прилежащего катета к противолежащему катету. Пишут: 
b

ctg =
a

  или 

a
ctg =

b
 .  

Очевидно, имеют место равенства tg =ctg  , а также ctg =tg  . 
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3
0
) Катет, противолежащий острому углу прямоугольного треугольника 

равен произведению гипотенузы на синус соответствующего угла, т.е.  

 a c sin   , (9.1) 

 b c sin   . (9.2) 

4
0
) Катет, прилежащий острому углу прямоугольного треугольника ра-

вен произведению гипотенузы на косинус соответствующего угла, т.е.  

 b c cos   , (9.3) 

 a c cos   . (9.4) 

5
0
) Катет, противолежащий острому углу прямоугольного треугольника 

равен произведению второго катета на тангенс соответствующего угла, т.е.  

 a b tg   , (9.5) 

 b a tg   . (9.6) 

6
0
) Катет, лежащий против угла в 30°, равен половине гипотенузы.  

Теорема 4 (Пифагора). Квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 

катетов, т.е.  

 2 2 2c a b  . (9.7) 

Доказательство. Исходя из свойств 3
0
) и 4

0
), имеем: a c sin    и 

b c cos   , т.е.  

Взведѐм обе части каждого из равенств в квадрат, а затем сложим по-

членно полученные результаты. Тогда 
2 2 2 2 2 2a b c sin c cos      , 

или 

 2 2 2 2 2a b c sin cos     . 

Используя основное тригонометрическое тождество 2 2sin cos 1   , 

окончательно получаем 
2 2 2a b c  .  

 

§ 10. Основные теоремы, выражающие зависимости  
между сторонами и углами треугольника 

 

Зависимости между сторонами и углами треугольника выражаются в не-

скольких теоремах. Пусть дан произвольный треугольник АВС (Рис. 26). 
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Теорема (синусов). Во всяком треугольнике стороны пропорциональны 

синусам противолежащих углов. 

  Эта теорема была найдена индийским математиком Брахмагуптой (598-

660), доказана позднее азербайджанским учѐным Насирэддином (1201-1274). 

Замечание. Основная формулировка теоремы синусов может быть уточ-

нена: во всяком треугольнике отношение сторон к синусам противолежащих 

углов есть величина постоянная, равная диаметру описанной окружности, т.е. 

имеет место формула  

 
R

cba
2

sinsinsin



, (10.1) 

где R – радиус окружности, описанной около данного треугольника. 

Теорема (косинусов). Квадрат длины любой стороны треугольника ра-

вен сумме квадратов длин двух других сторон без удвоенного произведения длин 

этих сторон на косинус угла между ними. 

Таким образом, имеют место формулы: 
2 2 2a c b 2cbcos   ;  cos2222 abbac  ;  2 2 2b c a 2ca cos    . 

  Теорема косинусов была найдена выдающимся хорезмским учѐным-

математиком аль-Беруни (973-1048). 

Теорема косинусов позволяет легко осуществить классификацию тре-

угольников по углам. Известно, что 0cos90 0 , в таком теорему Пифагора 

можно воспринимать как следствие теоремы косинусов. Кроме того косинус 

тупого угла является отрицательным числом, а косинус острого угла – величина 

положительная. Если a,b,c  – стороны треугольника, то: 

 при 222 bac   треугольник прямоугольный; 

 при 222 bac   треугольник тупоугольный; 

 при 222 bac   треугольник остроугольный. 

Соотношения между углами и сторонами треугольника, выраженные в 

последних теоремах, называют основными. Эти соотношения выражают 

необходимые и достаточные условия, при выполнении которых положительные 

числа a, b, c выражают длины сторон некоторого треугольника, а 

положительные, меньшие , числа А, В, С выражают величины 

соответствующих углов этого треугольника. 

Замечание. В геометрии имеется и теорема тангенсов. Но еѐ обычно не 

относят к основным теоремам. Она используется как вспомогательный факт.  

Теорема (тангенсов). Разность двух сторон треугольника относится к 

их сумме, как тангенс полуразности противолежащих углов к тангенсу полу-

суммы этих углов: 
 

2

2

tga b

a b tg

 

 









. (10.2) 

Действительно, в силу теоремы синусов имеем: 
a

2R
sin

 , 
b

2R
sin

 . 
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Откуда получаем: a 2R sin  , b 2R sin  .  

Далее почленно сложим и вычтем обе части двух последних равенств, 

получим: 

 a b 2R sin sin     ;  a b 2R sin sin     . 

Выполнив преобразования разности и суммы синусов, будем иметь: 

a b 4R sin cos
2 2

    
   ; a b 4R sin cos

2 2

    
   . 

Разделив почленно эти равенства, получим доказываемую формулу: 

4R sin cos tg
a b 2 2 2
a b

4R sin cos tg
2 2 2

     

     

  



 

  


. 

  Эту формулу часто называют ещѐ формулой Региомонтана. Такое назва-

ние она получила в честь установившего еѐ немецкого математика и астронома 

Иоганна Мюллера (1436–1476), известного более под псевдонимом Региомон-

тан. 

 
§ 11. Периметр, полупериметр и площадь треугольника 

 

Для всякой плоской геометрической фигуры важными еѐ характеристи-

ками являются периметр и площадь. 

Под периметром геометрической плоской фигуры подразумевается сум-

марная длина еѐ границ. 

  Слово «периметр» ( ) образовано слиянием двух греческих слов 

  (около) и   (измерять). 

Так как границами треугольника являются его стороны, то периметр 

треугольника равен сумме длин всех его сторон. 

Периметр принято обозначать буквой Р. Таким образом, имеет место 

формула 

 P=a+b+c . (11.1) 

В геометрии очень часто приходится иметь дело с величиной, численно 

равной половине от периметра (полупериметром) фигуры. 

Полупериметром треугольника называется полусумма длин его сторон, 

т.е. 

 P a+b+c
p= =

2 2
. (11.2) 

1
0
) Имеет место «тождество полупериметра» 

      p-a + p-b + p-c =p . (11.3) 

Действительно, раскрывая скобки в левой части формулы и выполняя пе-

регруппировку слагаемых, получим  3p- a+b+c p  или 
a+b+c

3p-2 p
2

 
  
 

. 
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Видим, что в скобке образовалось выражение, равное полупериметру треуголь-

ника, тогда 3p-2p p . Это и доказывает справедливость тождества (11.3). 

Измерение площадей плоских фигур (в том числе и треугольников, мно-

гоугольников) происходит аналогично тому, как происходит измерение длин 

отрезков. За единицу измерения площадей принимается квадрат, сторона ко-

торого равна единице измерения отрезков. Площадь этого квадрата считается 

равной единице. Измерить площадь плоской фигуры – означает узнать, сколько 

раз единица измерения и еѐ части укладываются в данной фигуре. Это число и 

принимается за его площадь при данной единице измерения. Площадь фигуры 

обозначают символом S. 

В планиметрии, как, впрочем, и в стереометрии часто встречаются так на-

зываемые равновеликие фигуры. Под таковыми понимаются плоские (или про-

странственные) фигуры, имеющие равную площадь (объѐм). 

Под равносоставленными фигурами будем понимать такие фигуры, ко-

торые можно разрезать на одинаковое число соответственно равных частей. 

Это понятие обычно употребляют применительно только к многоугольникам 

(или многогранникам). Имеют место свойства, связывающие понятия «равно-

великость» и «равносоставленность» фигур: 

2
0
) Равносоставленные фигуры являются также и равновеликими.  

3
0
) Теорема (Бойяи–Гервина) Любые две простые равновеликие фигуры на 

плоскости (в том числе, равновеликие многоугольники) являются равносостав-

ленными. 

Замечание. Имеет место и иная формулировка теоремы Бойяи–Гервина. Если 

площади двух многоугольников равны, то любой из них можно разрезать на 

части, из которых можно сложить второй многоугольник. 

  К доказательству этого факта имеют отношение 

два исследователя: венгерский философ и матема-

тик Янош Бойяи (1802–1860), который показал 

справедливость этого утверждения в 1832 г., а так-

же немецкий офицер и любитель математики П. 

Гервин, который пришѐл к аналогичной мысли в 

1833 г. Из второй формулировки теоремы Бойяи–

Гервина, в частности следует, что путѐм разрезания 

любого многоугольника на части и их переклады-

ванием можно  превратить этот многоугольник в равновеликий ему квадрат.  

На этом основан «метод разбиения», который час-

то применяется для вычисления площадей плоских фи-

гур (особенно многоугольников). Согласно этому мето-

ду: параллелограмм «разрезанием и перекладыванием» 

можно перевести в прямоугольник, треугольник превра-

тить в параллелограмм и т.п.  

 В частности, треугольник АВЕ равносоставлен с 

параллелограммом ABCD, имеющим то же основание и 

вдвое меньшую высоту (Рис. 27). 
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Из истории математики известна так называемая задача Минковского (на-

звана в честь известного немецкого математика Германа Минковского (1864–

1909)), которая может служить хорошей иллюстрацией понятия площади про-

извольной фигуры.  

Пусть плоскость разбита на квадраты со стороной, равной единице изме-

рения отрезков. Вершины этих квадратов образуют так называемую целочис-

ленную решетку и называются узлами решетки (Рис. 28). Формулировка задачи 

Минковского: дана произвольная фигура, площадь которой (при выбранной 

единице измерения) меньше 1. Доказать, что эту фигуру можно расположить 

так, что ни один из узлов целочисленной решетки не попадет на фигуру. 

Для решения подобного рода задач удобно пользоваться теоремой, дока-

занной австрийским математиком, профессором университетов в Вене и Праге 

Георгом Александром Пиком (1859–1942). 

Теорема (Пика). Для любого простого (т.е. без самопересечений) много-

угольника Р на целочисленной решѐтке площадь вычисляется по формуле: S = 

В + 
2

Г
 – 1, где В – число узлов решѐтки, расположенных строго внутри фигу-

ры, Г – число узлов решѐтки, расположенных на еѐ границе (включая вершины). 

Рассмотрим теперь произвольный треугольник. Выберем одну из его сто-

рон и будем еѐ считать основанием, не смотря на то, что обычно это понятие 

связано с равнобедренным треугольником. Под словом «высота» условимся по-

нимать ту из высот треугольника, которая проведена именно к этому основа-

нию. Поскольку треугольник является фигурой, которая равносоставлена с па-

раллелограммом, у которого основание совпадает с основанием треугольника, а 

высота равна половине высоты треугольника (Рис. 27), то:  

4
0
) Площадь всякого треугольника равна половине произведения его основания 

на высоту. 
 1

S a h
2

  . (11.4) 

5
0
) Площадь любого треугольника равна половине произведения двух его сторон 

на синус угла между ними. 
1

S a bsin
2

  ; 
 1

S a csin
2

  ; 
 1

S b csin
2

  . 

3
0
) Справедлива формула Герона: 

    S p p a p b p c    . (11.5) 

Доказательство. Из теоремы косинусов 

2 2 2c b a
cos

2cb


 
 (11.6). Из 

формулы 
1 2S

S b csin sin
2 bc

     (11.7).  

Возведѐм в квадрат обе части равенств (11.6) и (11.7) и сложим: 
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2
2 2 2

2 c b a
cos

2cb


  
   
 

; 
2

2

2 2

4S
sin

b c
  . 

1=

2
2 2 2 2

2 2

c b a 4S

2cb b c

  
  

 
 или     

22 2 2 2 24 bc 16S c b a    . Откуда 

   
222 2 2 216S 4 bc c b a    .    2 2 2 2 2 2 216S 2bc b a c 2bc b a c        . 

     2 22 2 216S a b c b c a      .

       216S a b c a b c b c a b c a            . 

Так как 2p=a+b+c , то    216S 16 p p a p b p c     .  

Сокращая обе части последнего равенства на 16, и извлекая квадратный 

корень из оставшихся выражений, окончательно получим 

   S p p a p b p c    . 

  Формула (11.5) названа в честь греческого математика Герона Александ-

рийского, жившего во второй половине I века н.э. 

Получим ещѐ одну формулу, позволяющую находить площадь треуголь-

ника. Воспользуемся теоремой синусов, согласно которой, можем записать два 

соотношения: 
a sin

b=
sin






, 

a sin
c=

sin






. Далее подставим найденные b и c в фор-

мулу площади 
1

S b csin
2

  . 
21 a sin a sin a sin sin

S sin
2 sin sin 2sin

   


  

  
     . 

 
2a sin sin

S
2sin

 




  (*) 

Пусть в треугольнике известны сторона с и два, прилежащих к ней угла 

  и  , причѐм ctg ctg 0    (Рис. 29). Найдѐм площадь треугольника по 

имеющимся данным. Для этого сначала постро-

им высоту h к стороне с, которая разделит еѐ на 

два отрезка x и y. 

Очевидно, что x=h ctg , y h ctg  . Яс-

но, что c x y  , тогда  c h ctg ctg    . От-

куда 
c

h
ctg ctg 




.  Воспользуемся формулой 

1
S c h

2
  . Тогда 

21 1 c
S c h

2 2 ctg ctg 
  


.  

 

Окончательно:  
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 

2c
S

2 ctg ctg 



 (**) 

Получим теперь формулы, выражающие связи полупериметра треуголь-

ника с отдельными его сторонами, а также тригонометрическими функциями 

половинных углов треугольника. 

6
0
) 

   p b p c
sin

2 bc

   
  (11.8) 

Действительно, воспользуемся формулой 

2 2 2c b a
cos

2cb


 
 (11.6) и из-

вестной формулой половинного угла 
21 cos 2sin

2


   (11.9). Подставим ко-

синус из (11.6) в левую часть формулы (11.9), получим: 
2 2 2

2c b a
1 2sin

2cb 2

 
   или 

2 2 2
22cb c b a

2sin
2cb 2

  
 . 

Выделим полный квадрат разности в числителе последней дроби: 

 
22

2a b c
2sin

2cb 2

 
  или 

    2a b c a b c
sin

4cb 2

    
 . 

Далее: 
2

a b c a b c

2 2 sin
cb 2


   


 , 

2

a b c 2b a b c 2c

2 2 sin
cb 2


     


 . 

Замечаем, что в числителе дроби стоит полупериметр треугольника, тогда 

    2p b p c
sin

cb 2

  
 . Извлекая квадратный корень из обеих частей послед-

него равенства, окончательно получим формулу (11.8). 

7
0
) 

 p p a
cos

2 bc

  
  (11.10) 

Действительно, воспользуемся формулой 

2 2 2c b a
cos

2cb


 
 (11.6) и из-

вестной формулой половинного угла 
21 cos 2cos

2


   (11.11). Подставим ко-

синус из (11.6) в левую часть формулы (11.11), получим: 
2 2 2

2c b a
1 2cos

2cb 2

 
   или 

2 2 2
22cb c b a

2cos
2cb 2

  
 . 

Выделим полный квадрат разности в числителе последней дроби: 

 
2 2

2b c a
cos

4cb 2

 
  или 

    2b c a b c a
cos

4cb 2

    
 . 
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Далее: 
2

b c a a b c

2 2 cos
cb 2


   


 , 

2

b c a 2a a b c

2 2 cos
cb 2


    


 . 

Замечаем, что в числителе дроби стоит полупериметр треугольника, тогда 

  2p p a
cos

cb 2

 
 . Извлекая квадратный корень из обеих частей последнего 

равенства, окончательно получим формулу (11.9). 

8
0
) 

   
 

p b p c
tg

2 p p a

   


 
 (11.12) 

Действительно, т.к. 
sin

2tg
2

cos
2





 , заменим числитель дроби с помощью 

выражения из формулы (11.8), а знаменатель – по формуле (11.10). Тогда 

   

 

   
 

p b p c

p b p cbctg
2 p p ap p a

bc



  

  
 

  
. 

9
0
) 

sin
a2
p

cos cos
2 2



 




 (11.13) 

Действительно, исходя из формул (11.8) и (11.10), можем записать соот-

ношения:
   p b p c

sin
2 bc

   
 ; 

 p p b
cos

2 ac

  
 ; 

 p p c
cos

2 ab

  
 . 

Тогда 

   

   

2

2

p b p c
sin

a abc2
ppp p b p p ccos cos

2 2 ac ab



 

  

  
    

. 

Замечание. Запишем формулы, аналогичные формуле (11.13), заменив со-

ответствующие буквы: 

sin
b2
p

cos cos
2 2



 




     (11.14);  

sin
c2
p

cos cos
2 2



 




     (11.15). 

Приведѐм сводку формул (без доказательств): 

 
 
 

2 2

2

sin a b

sin c

 

 

 



 (11.16) 
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2 2 2

2 2 2

tg c a b

tg b c a





 


 
 (11.17) 

 

 

2 2 2a sin b sin c sin a b c

a b c
4cos cos cos

2 2 2

  

  

      


 
 

(11.18) 

 

      a sin b sin c sin 0               (11.19) 

 

 
     2 2 2a sin b sin c sin

0
sin sin sin

     

  

     
    (11.20) 

 

 
2

2 2 21 1 1 p
cos cos cos

a 2 b 2 c 2 abc

  
      (11.21) 

 

  2 2 2a b c 4S ctg ctg ctg         (11.22) 

 

  2 2 21
S b c a tg

4
      (11.23) 

 

 

cos
a b 2

c
sin

2

 






  (11.24) 

 

 

sin
a b 2

c
cos

2

 






  (11.25) 

 

Замечание. Формулы (11.24) и (11.25) называются формулами Мольвейде, 

названы они в честь немецкого математика Карла Брандана Мольвейде (1774–

1825). 

Ещѐ одним важным соотношением является так называемая теорема о 

проекциях, суть которой выражается формулами (11.26):  

 c=a cos +b cos ; a=b cos +c cos ; b=c cos +a cos            (11.26) 

Эта теорема может быть сформулирована и так: разность квадратов двух 

сторон треугольника равна разности квадратов их проекций на третью сто-

рону. 
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Приведѐм также несколько формул (без доказательств) для прямоугольно-

го треугольника: 

 
2

2

2b
sin2 tg

c
    (11.27) 

 

 2

2ab
sin2

c
   (11.28) 

 

 
2 2

2

b a
cos2

c



  (11.29) 

 

 
1 1 a c b

cos tg c b a 


  


 (11.30) 

Итогом всего разнообразия предложенных в параграфе формул может 

быть так называемый «ряд равных отношений»: 



2
cos

2
cos

2
cos2

sin
2

CBA

P

A

a
R 

CBA

S

sinsinsin
2

1






2
cos

sinsinsinsin

CB

CB

b

CB

h aa  

.

2
sin

2
sin

2
sin2sinsin2sin2

2

1 222 CBA

r

ACB

ma 



  

 

§ 12. Подобные треугольники. Признаки подобия треугольников 
 

Треугольники называются подобными, если они переводятся друг в друга 

преобразованием подобия.  

Преобразование фигуры F в фигуру F1, называется преобразованием по-

добия, если при этом преобразовании расстояния между точками изменяются в 

одно и то же число раз. 

Преобразование подобия с коэффициентом k есть композиция гомотетии 

с коэффициентом k и движения. 

Из свойств преобразования подобия следует, что треугольники являются 

подобными, если их соответствующие стороны пропорциональны, а углы, за-

ключенные между пропорциональными сторонами, равны. 

Признаки подобия треугольников 

1
0
) (Признак подобия по двум углам). Если два угла одного треугольника со-

ответственно равны двум углам другого, то треугольники подобны. 

2
0
) (Признак подобия по двум сторонам и углу между ними). Если две сто-

роны одного треугольника соответственно пропорциональны двум сторонам 

другого, а углы, образованные этими сторонами, равны, то треугольники по-

добны. 
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3
0
) (Признак подобия по трем сторонам). Если три стороны одного тре-

угольника соответственно пропорциональны трѐм сторонам другого, то тре-

угольники подобны. 

Площади подобных треугольников 

4
0
) Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффици-

ента подобия. 

5
0
) Если два треугольника имеют равные углы, то их площади относятся как 

произведения сторон, заключающих эти углы. 

Признаки подобия прямоугольных треугольников 

6
0
) (Признак подобия по одному острому углу). Если острый угол одного 

прямоугольного треугольника равен острому углу другого прямоугольного тре-

угольника, то такие треугольники подобны. 

Действительно, у прямоугольных треугольников всегда есть равные (пря-

мые) углы. Значит, треугольники подобны по признаку подобия по двум углам. 

7
0
) (Признак подобия по пропорциональности двух катетов). Если катеты 

одного прямоугольного треугольника пропорциональны катетам другого пря-

моугольного треугольника, то такие треугольники подобны. 

Справедливость этого признака следует из того факта, что углы между 

катетами прямоугольных треугольников равны 90° и, следовательно, треуголь-

ники подобны по признаку подобия по двум сторонам и углу между ними. 

8
0
) (Признак подобия по пропорциональности гипотенузы и катета). Если 

гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольника пропорциональны ги-

потенузе и катету другого прямоугольного треугольника, то такие треуголь-

ники подобны. 

Доказательство. Пусть треугольники АВС и 1 1 1A B C  таковы, что 

1 1AB=k A B , 1 1BC=k B C , где k – коэффициент пропорциональности, 
0

1 1 1BCA= B C A 90   . Тогда на основании теоремы Пифагора имеем:  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1AC= AB BC k A B B C k A C      . 

Тогда справедливость утверждения следует, например, из признака подо-

бия произвольных треугольников по трѐм сторонам. 
9

0
) Если провести прямую, пересекающую две стороны треугольника и парал-

лельную третьей его стороне, то она отсечѐт треугольник, подобный исход-

ному.  

10
0
) Если соединить основания двух высот треугольника, то получится тре-

угольник, подобный данному. 

Теорема. Два треугольника, стороны которых соответственно парал-

лельны или перпендикулярны, являются подобными (в этом случае углы обоих 

треугольников или равны, или составляют в сумме 180
0
). 
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§ 13. Медианы треугольника 
 

Медиана треугольника (от лат. mediana, что означает «средняя») – это 

отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей 

стороны. 

Стихотворение о медиане. 

Живѐт в том Углу очень странная да-

ма. 

Зовут эту даму мадам Медиана. 

Не медиум ли? То неведомо мне, 

Вот мчится она из Угла к Стороне, 

Дойдѐт (не поверите, Братцы, глазам!) 

Разделит еѐ, словно маг, пополам. 

 

Свойства медиан треугольника 

1
0
) В любом треугольнике можно постро-

ить три медианы.  

Медианы принято обозначать символами: a b cm ; m ;m , где индекс показывает, к 

какой из сторон треугольника проведена соответствующая медиана. 

Точка пересечения медианы со стороной треугольника называется основанием 

медианы (на Рис.30 это точки 1A ; 1B ; 1C ). 

2
0
) Три медианы треугольника пересекаются в одной точке G, которую назы-

вают центроидом треугольника (в физике чаще используется другой термин 

«центр тяжести»). 

3
0
) Медианы треугольника, пересекаясь в центроиде G, делятся этой точкой в 

отношении 2:1, считая от вершины. 

4
0
) Каждая медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника (т.е. 

у этих треугольников равные площади). 

Доказательство.  

Введѐм сначала обозначение 1CA A   , тогда  0
1BA A 180    (так как 

эти углы являются смежными).  

Тогда 
1AA C 1 1

1
S AA A C sin

2
   , а   

1

0
AA B 1 1

1
S AA A Bsin 180

2
    .  

Но так как  0sin 180 sin    и 1 1A C A B (т.к. по определению медиа-

на делится точкой 1A  пополам), то 
1 1AA C AA BS S  . Ч.т.д. 

5
0
) Три медианы, пересекаясь в точке G, делят данный треугольник на шесть 

равновеликих друг другу треугольников. 

6
0
) Если G – центроид треугольника АВС, то: 

 AGB AGC BGCS S S    .  

7
0
) Длины трѐх медиан любого треугольника всегда удовлетворяют неравен-

ству треугольника, т.е. выполняются неравенства:  
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a b cm m m  ; b a cm m m  ; c a bm m m  . 

8
0
) Медиана, проведѐнная к большей стороне разностороннего треугольника, 

имеет наименьшую длину по сравнению с двумя другими медианами. 

9
0
) Медиана треугольника, для которого известны длины его сторон (соот-

ветственно a, b, c), может быть найдена по формуле Аполлония: 

  2 2 2 2
1 1AB AC 2 AA BA    . (13.1) 

Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС (Рис. 30). Введѐм обозначение: 

1CA A   , тогда 0
1BA A 180    (так как эти углы являются смежными).  

Из треугольника 1CA Aпо теореме косинусов:  

 2 2 2
1 1 1 1AC AA CA 2AA CA cos    . (13.2) 

Из треугольника 1BA Aпо теореме косинусов: 

  2 2 2 0
1 1 1 1AB AA BA 2AA BA cos 180      . (13.3) 

Так как  0cos 180 cos    , то равенство (13.3) можно переписать в 

виде  

 2 2 2
1 1 1 1AB AA BA 2AA BA cos    . (13.4) 

Складывая почленно обе части равенств (13.2) и (13.4) и учитывая, что 

1 1CA BA , замечаем, что последние слагаемые взаимно уничтожаются, т.е. по-

лучаем 

 2 2 2 2 2
1 1 1AC AB 2AA CA BA    . (13.5) 

Ещѐ раз вспоминаем, что 1 1CA BA , тогда формула (13.5) примет вид:  

  2 2 2 2
1 1AC AB 2 AA BA   . (13.6) 

  Формула (13.6) названа в честь древнегреческого математика Аполлония 

Пергского (262 до н.э. – 190 до н.э.), одного из трѐх великих геометров Эллады 

(к числу которых причисляются также Евклид и Архимед).  

Доказать формулу Аполлония можно легче, если воспользоваться теоре-

мой Стюарта, о которой речь пойдѐт позже.  

Запишем теперь формулу (13.6), используя другие обозначения: 

 2
2 2 2

a

a
b c 2 m

4

 
    

 
. (13.6

*
) 

Очевидно, что формулу (13.6
*
) можно переписать в виде 

  2 2 2 2
a2b 2c 4m a   . (13.7) 

Из формулы (13.7) нетрудно получить, 
2 2 2

a

1
m 2c 2b a

2
   . 

Обозначим внутренние углы треугольника АВС, лежащие напротив сто-

рон a, b, c соответственно через , ,   . 
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Далее по теореме косинусов: 2 2 2a b c 2bc cos    . Подставим выра-

жение, стоящее в правой части этого равенства в формулу 

2 2 2
a

1
m 2c 2b a

2
   . Получим 

  2 2 2 2 2 2
a

1 1
m 2c 2b b c 2bc cos b c 2bc cos

2 2
            

Таким образом, приходим к следующему свойству. 

10
0
) Длины медиан любого треугольника вычисляются по формулам: 

2 2 2
a

1
m 2c 2b a

2
   , 

2 2 2
b

1
m 2a 2c b

2
   , 2 2 2

c

1
m 2a 2b c

2
    (13.8) 

Следствия: 
2 2

a

1
m b c 2bc cos

2
    ; 

2 2
b

1
m c a 2ac cos

2
    ;  

2 2
c

1
m b a 2ab cos

2
    . 

11
0
) Если a b cm ; m ;m  – медианы треугольника АВС, то длины сторон этого 

треугольника вычисляются по формулам:  

 2 2 2
b c a

2
a 2 m m m

3
     2 2 2

a c b

2
b 2 m m m

3
     2 2 2

a b c

2
c 2 m m m

3
   (13

.9) 

12
0
) Сумма квадратов медиан произвольного треугольника составляет 3/4 от 

суммы квадратов его сторон, т.е.  

  2 2 2 2 2 2
a b c

3
m m m a b c

4
      . (13.10) 

13
0
) Из отрезков, являющихся медианами какого-либо треугольника, можно 

построить треугольник, площадь которого будет составлять 3/4 от площади 

исходного треугольника, т.е.  

 
a b cm ,m ,m a,b,c

3
S S

4
 . (13.11) 

14
0
) Площадь треугольника АВС может быть найдена по трѐм известным его 

медианам a b cm ; m ;m с помощью формулы 

    ABC a b c

4
S m m m

3
        , где a b cm m m

2


 
 . (13.12) 

15
0
) Для того, чтобы произвольная ( ) Р принадле-

жала прямой, содержащей медиану AA1  ABC, не-

обходимо и достаточно, чтобы выполнялись два 

условия: 

1) APB APCS S  , т.е. чтобы треугольники AРB и 

AРC были равновелики; 

2) треугольники AРB и AРC были бы противопо-

ложно ориентированы (т.е. если обход вершин   
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АРВ выполняется по часовой стрелке, то обход вершин   АРС обязательно 

выполняется против хода часовой стрелки). 

16
0
) Для произвольной точки Q (Рис. 31), лежащей в плоскости треугольника 

АВС выполняется равенство: 

 2 2 2 2 2 2 23QG AG BG CG AQ BQ CQ      . (13.13) 

Замечание. 1) Формулу (13.13) называют формулой Лейбница.  

2) Из формулы Лейбница вытекает, что из всех точек плоскости центроид 

треугольника АВС является точкой, для которой сумма квадратов расстоя-

ний до его вершин имеет наименьшее значение. 

17
0
) Медина делит угол при вершине треугольника так, что произведение дли-

ны стороны и синуса угла между этой стороной и медианой есть величина по-

стоянная, т.е. выполняются равенства: 

17.1. 1 1AC sin ACC BC sin BCC     ;  

17.2. 1

1

sin ACC BC

sin BCC AC





. 

18
0
) Если в треугольнике АВС проведены отрезок, па-

раллельный одной из его сторон, а также медиана, 

исходящая из вершины, противолежащей этой сто-

роне, то точкой пересечения отрезок разделит-

ся пополам.  

Например, если DE ‖ FC, то DF FE  (Рис. 

32). 

19
0
) Если 

AL BN CK

LB NC KA
  , то точки пересечения 

медиан треугольников АВС и LNK совпадают 

(Рис. 33). 

Рассмотрим теперь свойства медиан в 

прямоугольном треугольнике.  

1
0
) Если медиана треугольника равна половине стороны, к которой она прове-

дена, то треугольник прямоугольный. 

2
0
) Медиана прямоугольного треугольника, проведѐнная из вершины прямого 

угла, равна половине гипотенузы. 

3
0
) Медианы всякого прямоугольного треугольника связаны соотношением 

 2 2 2
a b cm m 5 m    (13.14) 

Доказательство. Т.к. c

c
m

2
 , то cc 2 m  . Воспользуемся свойством (13.10), 

согласно которому  2 2 2 2 2 2
a b c

3
m m m a b c

4
      . Но треугольник является 

прямоугольным, следовательно, для него выполняется теорема Пифагора. Тогда 

2 2 2 2
a b c

3
m m m 2c

4
    . Подставим теперь cc 2 m   в последнее равенство, по-
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лучим  
22 2 2

a b c c

3
m m m 2m

2
     или 

2 2 2 2
a b c c

3
m m m 4m

2
    . Т.е. 

2 2 2 2
a b c cm m m 6 m    . Перенося слагаемое 2

cm из левой части в правую, полу-

чаем 2 2 2
a b cm m 5 m   . Ч.т.д. 

4
0
) Отношение квадрата гипотенузы любого прямоугольного треугольника к 

сумме квадратов его медиан есть величина постоянная, равная числу 1,5. Ина-

че говоря, имеет место тождество. 

 2 2 2 23
a b c 2

m m m c    . (13.15) 

Действительно, исходя из теоремы Пифагора: 2 2 2a b c   заменим в 

формуле (10):  2 2 2 2 2 2
a b c

3
m m m a b c

4
       сумму 2 2a b  в правом части на 

2c , получим 
2 2 2 2
a b c

3
m m m 2c

4
    . Тогда доказываемое тождество становится 

очевидным.  

Рассмотрим также свойства медиан равнобедренного и равностороннего 

треугольников.  

1
0
) Во всяком равнобедренном треугольнике две 

медианы, проведенные к равным сторонам, равны 

между собой, а третья медиана одновременно 

является ещѐ и биссектрисой и высотой (Рис.34). 

Верно также и обратное утверждение.  

2
0
) Если в треугольнике две медианы равны, то 

этот треугольник является равнобедренным 

(теорема Штейнера–Лемуса); третья медиана 

при этом является биссектрисой и высотой угла 

при соответствующей вершине. 

3
0
) Три медианы равностороннего треугольника со стороной а имеют равную 

длину, т.е.   

 

 
a b c

a 3
m m m

2
   . (13.16) 

 
§ 14. Средняя линия треугольника и её свойства.  

Дополнительный и антидополнительный треугольники 
 

Средней линией треугольника называют 

отрезок, соединяющий середины двух сторон этого 

треугольника.  

1
0
) Средняя линия треугольника всегда параллельна 

той стороне треугольника, с которой она не имеет 

общих точек, т.е. MN ‖ AC (Рис. 35). 
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2
0
) Средняя линия треугольника, соединяющая середины двух данных сторон, 

содержит половину от длины третьей стороы, т.е. 
1

MN AC
2

 . 

3
0
) Средняя линия отсекает треугольник, подобный данному  треугольнику, с 

коэффициентом подобия k = 0,5.   

Если попарно соединить точки, являющиеся 

основаниями медиан треугольника АВС, то получим 

новый треугольник 1 1 1A B C .  

4
0
) Всякий отрезок, соединяющий основания двух 

любых медиан треугольника АВС, является его 

средней линией (т.е. отрезки 1 1A B , 1 1A C , 1 1B C  – 

среднии линии ABC ) (Рис. 36). 

Треугольник 1 1 1A B C , вершинами которого яв-

ляются основания медиан данного ABC  (т.е. треугольник, у которого 

вершины – середины сторон треугольника ABC), называется дополнительным 

(или серединным) для исходного треугольника. 

4
0
) Три средние линии треугольника разделяют его на четыре равных 

треугольника, подобных данному, с коэффициентом подобия k = 0,5.   

 5
0
) Площадь любого из этх четырѐх треугольников (в том числе и серединного 

1 1 1A B C ) составляет 1
4

 от площади исходного треугольника. 

Треугольник 2 2 2A B C , стороны которого проходят через вершины 

треугольника ABC, и параллельны противолежащим его сторонам, называется 

антидополнительным для данного ABC . 

6
0
) Треугольник ABC является антидополнительным треугольником по 

отношению к своему серединному треугольнику. 

7
0
) Площади частей треугольника, на которые его делит средняя линия, 

относятся как 1:3 (т.е. MBN AMNCS : S =1:3 см. Рис. 35). 

 
§ 15. Биссектрисы треугольника 

 

Биссектрисой треугольника, проведѐнной из данной вершины, 

называется отрезок биссектрисы угла, соединяющий эту вершину с точкой, 

лежащей на противолежащей стороне.   

Определение биссектрисы угла дано в п. 1.1. Можно также определить 

биссектрису как геометрическое место точек внутри угла, равноудалѐнных от 

сторон этого угла. 

В старой учебной литературе можно встретить другое название 

биссектрисы – «равноделящая».  

Детям для лучшего запоминания понятия «биссектриса» можно 

предложить шуточное еѐ определение: 

Биссектриса – это такая крыса, которая бегает по углам, и делит их 

пополам. 
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Свойства биссектрис треугольника 

1
0
) У любого треугольника существуют три биссектрисы, соответствующие 

трѐм его вершинам.  

Биссектрисы принято обозна-

чать символами: a b cl ; l ;l , где индекс 

показывает, к какой из сторон тре-

угольника проведена соответст-

вующая биссектриса. 

Для каждого треугольника, 

кроме внутренних биссектрис 

(биссектрис внутренних углов тре-

угольника), можно построить и 

внешние биссектрисы (т.е. биссектрисы углов, смежных с внутренними угла-

ми треугольника). 

2
0
) Внешняя биссектриса треугольника перпендикулярна внутренней биссек-

трисе при той же вершине (Рис. 37). 

Доказательство.  

Пусть BD – внутренняя биссектриса, а ВЕ – внешняя биссектриса при 

вершине В треугольника АВС. Пусть 

ABD CBD x   ; EBK EBC y   . 

Тогда по свойству смежных углов: 02x 2y 180  . Тогда 0x y 90  . Это 

означает, что 0x y CBD EBC 90    .  

Сумма углов CBD  и EBC  даѐт угол DBE  между внутренней и 

внешней биссектрисами углов при вершине В, поэтому 0DBE 90  . 
3

0
) Три биссектрисы внутренних углов треугольника пересекаются в одной 

точке L, которая называется инцентром и является центром вписанной ок-

ружности. 

4
0
) Инцентр треугольника равноудалѐн от его сторон. 

5
0
) Биссектрисы одного внутреннего и двух внешних углов треугольника пере-

секаются в одной точке – центре вневписанной окружности этого тре-

угольника. 

6
0
) Внутренняя биссектриса треугольника 

делит противолежащую сторону на части, 

пропорциональные прилежащим сторонам. 

Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС 

и внутреннюю биссектрису ВК угла В. Через 

вершину С проведѐм прямую, параллельную 

BK (Рис. 38). Продолжим сторону АВ до пере-

сечения с этой прямой в точке М.  

Так как ВК – биссектриса, то ABK CBK  .   

KBC BCM   – накрест лежащие при па-

раллельных прямых ВК и СМ и секущей ВС. 

ABK BMC  , как соответственные при па-



[40] 

 

раллельных прямых ВК и СМ  секущей АМ. Значит, BCM MCB  , следова-

тельно, треугольник СВМ – равнобедренный. Тогда ВС = ВМ.  

По теореме о пропорциональных отрезках (см. §2.), имеем 
AK AB

KC BM
 . 

Так как ВМ = ВС, получаем  
AK AB

KC BC
 . 

Применяя свойство пропорции, получаем: 

AK KC

AB BC
 . 

Замечание. Внешняя биссектриса треуголь-

ника обладает аналогичным свойством.  

7
0
) Каждая из трѐх внутренних биссектрис 

треугольника делится инцентром в отно-

шении суммы прилежащих сторон к проти-

волежащей, считая от вершины, т.е. имеют 

место отношения (Рис. 39): 

1

AL AC AB

LL BC


 ; 

2

BL BC BA

LL AC


 ; 

3

CL CA CB

LL AB


 .  

Доказательство. Пусть точка L – инцентр треугольника АВС. Положим АВ=с, 

ВС=а, AC=b. Тогда 

1 1

1

1

BL L C a,

BL c
.

L C b

 






 

Решая эту систему, получим 1 1

ac ab
BL , L C

b c b c
 

 
. Так как BL – биссек-

триса внутреннего угла треугольника 1ABL , то 

ac
1 1 b c

AL AB c b c AC AB

LL L B a BC


 
    .  

Тем самым мы доказали справедливость первой из формул. Аналогично 

можно доказать две другие формулы. 
8

0
) Длины внутренних биссектрис треугольника могут быть вычислены с по-

мощью длин сторон треугольника a, b, c (и полупериметра p) по формулам: 

 
    

a

cb a b c c b a 2 cbp p a
l

c b c b

    
 

 
 (15.1) 

 

 
    

b

ac a b c a c b 2 acp p b
l

a c a c

    
 

 
 (15.2) 
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    

c

ab a b c a b c 2 abp p c
l

a b a b

    
 

 
 (15.3) 

9
0
) Длины внутренних биссектрис треугольника могут быть вычислены с по-

мощью длин сторон треугольника a, b, c и значений тригонометрических 

функций его углов по формулам:  

a

2

bc sin
l

a cos
 








  b

2

ac sin
l

b cos
 








  c

2

ab sin
l

c cos
 








 

 

10
0
) Длины внутренних биссектрис треугольника могут быть вычислены с по-

мощью длин сторон треугольника a, b, c и значений тригонометрических 

функций его углов по формулам:  

a

2

a sin sin
l

sin cos
 

 








  b

2

b sin sin
l

sin cos
 

 








  c

2

c sin sin
l

sin cos
 

 








 

 

11
0
) Длины внутренних биссектрис треугольника могут быть вычислены с по-

мощью длин сторон треугольника a, b, c и значений тригонометрических 

функций его углов по формулам: 

2
a

2bc sin
l

b c





  2

b

2ac sin
l

a c







  2
c

2ab sin
l

a b







 

 

12
0
) Длина любой внутренней биссектрисы треугольника равна произведению 

среднего гармонического длин сторон, заключающих еѐ, на косинус половины 

угла, который она делит пополам, т.е. имеют место формулы:  

2
a

2bc cos
l

b c





  2

b

2ac cos
l

a c







  2
c

2ab cos
l

a b







 

 

Замечание. Средним гармоническим нескольких чисел 1a >0 , 2a >0 ,…, na >0 на-

зывается величина 

n

n

aaa

n
H

1
...

11

21



 . Очевидно, что 

для сторон треугольника a, b эта 

формула принимает вид 

2 1 1
a b

2 2ab
H

a b
 

 
. Поэтому формулу 

для вычисления длины биссектрисы 

можно записать короче: 

c a,b 2
l H cos


  . 
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Рассмотрим треугольник АВС, в котором проведена биссектриса CD угла 

С (Рис. 40). Пусть точка D делит сторону АВ на отрезки BD и DA, которые 

имеют длины 1a  и  1b  соответственно. 

13
0
) Квадрат длины внутренней биссектрисы треугольника равен разности 

произведений длин сторон, заключающих еѐ, и длин отрезков, на которые она 

делит противолежащую сторону треугольника.  

Т.е. имеют место формулы:  

2
c 1 1l ab a b   

формула Лагранжа 
или c 1 1l ab a b     (15.4) 

Доказательство. По теореме косинусов из треугольника BCD:  
2 2 2

c 1 1 ca l a 2a l cos    . 

По теореме косинусов из треугольника ACD: 

 

 2 2 2 0
c 1 1 cb l b 2b l cos 180      . 

Так как  0cos 180 cos    , то последнее равенство можно перепи-

сать в виде 2 2 2
c 1 1 cb l b 2b l cos    . 

Очевидно, что имеют место два равенства, получаемые из ранее записан-

ных: 
2 2 2
c 1

c
1

l a a
2l cos

a


 
   и 

2 2 2
c 1

c
1

b l b
2l cos

b


 
  . 

Так как левые части этих равенств имеют одинаковый вид, то можно при-

равнять их правые части. Получим: 
2 2 2 2 2 2
c 1 c 1

1 1

l a a b l b

a b

   
 . 

По свойству пропорции перепишем последнее равенство в виде 
2 2 2
c 1 1
2 2 2

1c 1

l a a a

bb l b

 


 
. 

Но согласно свойству 6
0
) можем записать: 1

1

a a
k

b b
  . Откуда 

1 1a k a,b k b    . 

Значит, 
2 2 2 2
c
2 2 2 2

c

l k a a a

bb l k b

 


 
 или 

 
 

2 2 2
c

2 2 2
c

l a k 1 a

bb k 1 l

  


  
. Далее имеем: 

   2 2 2 2 2 2
c cb l a k 1 a b k 1 l         

   
. 

Тогда    2 2 2 2 2 2
c cbl ba k 1 ab k 1 al       . 

Осуществим группировку слагаемых  

   2 2 2 2 2 2
c cbl al ab k 1 ba k 1       . 
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Тогда 

     2 2
cl b a ab k 1 b a       . 

Сокращая обе части последнего равенства на суммуb a , получим 

 2 2
cl ab k 1   . 

Перепишем последнее равенство в виде  
2 2
cl ab k ab  . 

Но ранее мы получали, что 1 1a k a,b k b    , поэтому 2
1 1a b k a b   . 

Поэтому 2
c 1 1l ab a b  .  

Извлекая квадратный корень из обеих частей последнего равенства, по-

лучим иную форму его записи, а именно c 1 1l ab a b  . 

14
0
) Три внутренние биссектрисы углов треугольника, имеющие длины 

a b cl , l , l соответственно, удовлетворяют соотношению 

      
 

2 2 2
22 2 2

a b c

b c a c a b
l l l a b c

bc ac ab

  
     . (15.5) 

15
0
) Имеет место формула 

 
a 2

b 2

l sina c

b c l sin








 
. (15.6) 

Точку пересечения биссектрисы со стороной треугольника называют ос-

нованием биссектрисы. На Рис. 39 это точки 1, 2, 3L L L .  

16
0
) Если биссектрисы внешних углов треуголь-

ника не параллельны противолежащим сторо-

нам, то их основания лежат на одной прямой, 

которую называют осью внешних биссектрис. 

17
0
) Если точка О – ин-

центр треугольника АВС 

и ABC   , то 
0

2
AOC 90


   .  

Доказательство. Известно, что сумма внутренних углов 

любого треугольника удовлетворяет равенству 
0180     . Очевидно, что 0

2 2
AOC 180

     

(Рис. 41).  

Тогда    0 0 0 01 1
AOC 180 180 180 90

2 2 2


           .  

18
0
) Площади треугольников, на которые разбивает внутренняя биссектриса 

данный треугольник АВС, относятся как стороны, заключающие эту биссек-

трису (т.е. 
ABD

CBD

S AB

S BC





  см. Рис. 42). 
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Действительно, так как B
ABD 2

1
S AB BDsin

2
    и B

CBD 2

1
S BC BDsin

2
   , то со-

ставляя отношение площадей этих треугольников, получим: 

B
2ABD

BCBD
2

1
AB BDsinS AB2

1S BC
BC BDsin

2






 



, что и доказывает справедливость этого свойства.  

19
0
) Площадь треугольника, вершины которого находятся в серединах данного 

треугольника, вычисляется по формуле: 

, где р – полупе-

риметр треугольника АВС. 

20
0
) Если биссектриса внешнего угла тре-

угольника при вершине А (Рис. 43) пересека-

ет прямую ВС в точке , то =   

Рассмотрим также свойства 

биссектрис равнобедренного и равностороннего треугольников.  

1
0
) В любом равнобедренном треугольнике внутренняя биссектриса угла, про-

тиволежащего основанию треугольника, является медианой и высотой. 

2
0
) Во всяком равнобедренном треугольнике две биссектрисы, проведенные к 

равным сторонам, равны между собой. 

Верно также и обратное утверждение.  

3
0
) Если в треугольнике две биссектрисы равны, то 

этот треугольник является равнобедренным 

(теорема Штейнера–Лемуса). 

4
0
) Если треугольник равнобедренный, то внешняя 

биссектриса при его вершине (в которой сходятся 

равные стороны) параллельна основанию. 

Действительно, пусть A B x   , тогда 

внешний угол при вершине С, т.е. BCD 2x  , т.к. 

внешний угол треугольника равен сумме двух внут-

ренних углов, не смежных с ним. Очевидно, что 

биссектриса СЕ (Рис. 44) делит этот внешний угол 

пополам. Тогда CAB DCE  . Поэтому эти углы 

можно рассматривать как соответственные углы при параллельных прямых АВ 

и СЕ и секущей AD. Итак, CE ‖ AB. 

Отсюда непосредственно вытекает ещѐ одно свойство. 

5
0
) Если треугольник равнобедренный, то внешняя биссектриса при его 

вершине (в которой сходятся равные стороны) перпендикулярна высоте, 

проведенной из этой же вершины к основанию. 

6
0
) У равностороннего треугольника все три внутренние биссектрисы равны. 

7
0
) У равностороннего треугольника все три биссектрисы внешних углов па-

раллельны противоположным сторонам. 
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§ 16. Высоты треугольника 
 

Высота треугольника – это перпендикуляр, опущенный из любой его 

вершины к прямой, содержащей противолежащую сторону. 

В зависимости от вида треугольника: 

1) высота лежит внутри треугольника (остроугольный треугольник); 

2) высота совпадает с одной его стороной (прямоугольный треугольник); 

3) высота располагается вне треугольника (тупоугольный треугольник). 

 
1

0
) Высоты треугольника пересекаются в одной точке (Теорема Архимеда). 

Иначе: прямые, содержащие высоты треугольника, пересекаются в одной точ-

ке. 

Эту точку называют ортоцентром треугольника.  

Обозначим через a b ch ,h ,h длины высот, проведенных к сторонам a, b, c 

треугольника АВС соответственно. 

 Рассмотрим теперь, как располагается ортоцентр треугольника в зависи-

мости от его формы. 

Оформим записи в виде таблицы. 

Из представленных в таблице рисунков видно, что: 

2
0
) Высота треугольника, имеющая наименьшую длину по сравнению с другими 

высотами (минимальная высота) всегда располагается внутри этого тре-

угольника. 

Вид треугольника 

Остроугольный  Тупоугольный Прямоугольный 

 

 

 

Ортоцентр Н лежит 

внутри треугольника 

Ортоцентр Н лежит вне 

треугольника 

Ортоцентр Н совпадает 

с вершиной прямого угла 

треугольника 
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3
0
) Из двух высот треугольника больше та высота, которая проведена к его 

меньшей стороне. 

4
0
) Отрезок, соединяющий основания высот остроугольного треугольника, от-

секает от него подобный ему треугольник с коэффициентом подобия, равным 

косинусу общего угла этих треугольников. (На Рис. 46: 2 3H AH CAB ). 

Действительно, рассмотрим треугольники 3BH A и 

2CH A . У них A  – общий, 0
3 2H H 90   . Это 

означает, что эти треугольники подобны (по двум 

углам). Поэтому 2

3

AH AC

AH AB
 . А это равенство и на-

личие общего A  означает, что 2 3H AH CAB . 

5
0
) Ортоцентр Н треугольника АВС делит: 

а) высоту 2CH в отношении: 
2

CH cos

HH cos cos



 



; 

б) сторону АВ в отношении: 2

2

AH b cos

H B a cos









. 

6
0
) Три высоты треугольника, пересекаясь в ортоцентре H, делятся этой 

точкой на отрезки,  произведение которых постоянно, и для которых имеют 

место равенства (см. Рис. 48):  

 1 1 1AH HA BH HB CH HC     ; (16.1) 
 

1 1 1 1AA HA BA A C;    1 1 1 1BB HB AB B C;    1 1 1 1CC HC AC C B.    

 
7

0
) При пересечении трех высот треугольника в ортоцентре H образуются уг-

лы, удовлетворяющие равенствам (см. Рис. 47):  
0ABC AHC 180 ;    0BCA BHA 180 ;    0CAB CHB 180 .    

 

8
0
) Длину высоты треугольника, проведенной к одной из его сторон, можно 

найти по формуле 

 ah b sin c sin     . (16.2) 
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9
0
) Длина любой высоты треугольника может быть выражена через площадь 

треугольника и длину той его стороны, к которой проведена эта высота, т.е. 

имеют место формулы 

a

2S
h

a
   b

2S
h

b
   c

2S
h

c
 . 

Из последних формул можно заметить, что отношение длины стороны 

треугольника к величине, обратной длине соответствующей высоты, есть const, 

равная удвоенной площади этого треугольника. В связи с этим имеет место 

следующая формула: 

 

a b c

1 1 1
a :b : c : :

h h h
 . (16.3) 

Можно записать и другую формулу, непосредственно вытекающую из 

предыдущей: 

 
     a b c

1 1 1
h : h : h : : b c : a c : a b

a b c
     . (16.4) 

10
0
) Зная длины трех высот a b ch ,h ,h  треугольника АВС,  можно найти его 

площадь 

 

a b c a b c a c b b c a

1
S

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

h h h h h h h h h h h h


       

                 
       

. 
(16.5) 

11
0
) Зная длины трех высот a b ch ,h ,h  треугольника АВС,  можно найти длину 

любой из его сторон, например, 

 

a
a b c a b c a c b b c a

2
a

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
h

h h h h h h h h h h h h


       

                  
       

. 

(16.6) 

 

Рассмотрим теперь свойства высот в 

равнобедренном и равностороннем треуголь-

никах. 

1
0
) Длину высоты, проведенной к основанию 

равнобедренного треугольника, можно найти 

по формуле 
2 2

c

1
h 4a c

2
   (Рис. 48). 

2
0
) Высоты, проведенные к боковым сторо-

нам равнобедренного треугольника, равны. 

3
0
) Высоты равностороннего треугольника 

равны между собой и имеют длину 
a 3

h
2

 . 
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Стихотворение о высоте. 

 

Высота – это кошка, 

Она потрудится немножко. 

Зацепит лапами вершину. 

Растянется вся под прямым углом. 

До стороны дотянется хвостом.  

 

§ 17. Высота прямоугольного треугольника  
 

Рассмотрим теперь свойства, связанные с 

высотой прямоугольного треугольника, опу-

щенной на гипотенузу. По сути, она является 

единственной высотой прямоугольного тре-

угольника, ибо две другие высоты совпадают с 

катетами треугольника и по этой причине не 

представляют большого интереса. 

Введѐм обозначения: ch – высота, опу-

щенная из вершины прямого угла, ca и cb – проекции катетов a и b на гипотену-

зу с. Очевидно, что c cc a b  . 

1
0
) В прямоугольном треугольнике высота ch  разрезает его на два треуголь-

ника, подобные исходному и между собой.  

Т.е. CAD BCD; ABC  ACD; ABC  CBD  (Рис. 49). 

2
0
) Квадрат высоты, опущенной на гипотенузу, равен произведению проекций 

катетов.Т.е. имеют место формулы: 
2
c c ch a b   или c c ch a b  . (17.1) 

Доказательство.  

Согласно свойству 1
0
) ABC CBD : c

c c c

hAC CB b a b
;

CD DB h a a a
     (*). Ана-

логично, ABC ACD : c

c c c

bAC CB b a b
;

AD DC b h a h
    (#). Получается, что 

левые части равенств (*) и (#) абсолютно одинаковые, поэтому можно прирав-

нять их правые части. Тогда c c

c c

h b

a h
 , откуда по свойству пропорции 2

c c ch a b  . 

Извлекая корень квадратный из обеих частей последнего равенства, получим 

вторую форму записи этого свойства, т.е. c c ch a b  . 

3
0
) Квадрат катета равен произведению гипотенузы и проекции этого катета 

на гипотенузу. Т.е. имееют место соотношения: 
2

ca c a   или 2
cb c b  . 

Замечание. Знание свойства 3
0
) существенно облегчает доказательство знаме-

нитой теоремы Пифагора: квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов. 
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Действительно, сложим почленно два последних равенства, получим 

2 2 2
c c c c

c

a b c a c b c a b c
 
         
 
 


. 

4
0
) Длина высоты, опущенной из вершины прямого угла, равна отношению 

суммы катетов к гипотенузе. Т.е. имеет место формула 

 
c

a b
h

c


 . (17.2) 

5
0
) Высота, опущенная из вершины прямого угла, связана с катетами 

треугольника соотношением 

 
2 2 2
c

1 1 1

h a b
  . (17.3) 

Действительно, мы знаем, что 2
c c ch a b  . Кроме того 2

ca c a  и 

2
cb c b  . Тогда 

2

c

a
a

c
  и 

2

c

b
b

c
 . Подставим найденные выражения для ca и 

cb в формулу 2
c c ch a b  . Получаем, что 

2 2
2
c 2

a b
h

c
 . Или 

2

2 2 2
c

1 c

h a b
 . Далее вос-

пользуемся теоремой Пифагора. Тогда 
2 2

2 2 2
c

1 a b

h a b


 . Выполняя почленное де-

ление в правой части последнего равенства, окончательно получаем 

2 2 2
c

1 1 1

h a b
  . 

Замечание. Если в прямоугольном треугольнике построить одновременно вы-

соту, биссектрису и медиану, выходящие из вершины прямого угла, то ока-

жется, что биссектриса cl  разделит угол между ch и cm пополам.  

 
§ 18. Взаимное расположение треугольника и окружности 

 
Рассмотрим наиболее важные случаи взаимного расположения треуголь-

ника и окружности.  

I. Окружность, описанная около треугольника 

Известно, что точки перпендикуляра, проведѐн-

ного к отрезку в его середине, равноудалены от концов 

этого отрезка.  

Рассмотрим оси симметрии сторон треугольника 

АВС. Построим серединные перпендикуляры к сторо-

нам этого треугольника. Пусть они проходят через 

точки М, N и P, являющиеся серединами сторон тре-

угольника ВС, АС и АВ соответственно. Пусть сере-

динные перпендикуляры, проходящие через точки М и 
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N, пресекаются в точке О (Рис. 50). Очевидно, точка О одинаково удалена от 

вершин В и С треугольника АВС, так как лежит на оси симметрии стороны ВС. 

По той же причине можно утверждать, что она равноудалена и концов отрезка 

АС. Получается, что точка О равноотстоит от всех трѐх вершин треугольника. 

Это означает, что, если провести окружность радиусом, равным расстоянию 

этой точки от вершин треугольника, с центром в точке О, то она обязательно 

пройдѐт через все три вершины треугольника АВС. Такая окружность называет-

ся описанной около треугольника. А треугольник в таком случае называется 

вписанным в окружность.  

Обратно, если существует окружность, проходящую через вершины не-

которого треугольника АВС, то еѐ центр будет находиться на равных расстоя-

ниях от вершин треугольника, а потому принадлежать каждому из серединных 

перпендикуляров. 

Отметим два важных свойства: 

1
0
) Центр окружности, описанной около треугольника, находится в точке пе-

ресечения серединных перпендикуляров, построенных  к сторонам треугольни-

ка.    

2
0
) Вокруг данного треугольника можно описать окружность, и притом толь-

ко одну. 

Возможны только три случая взаимного расположения вписанного тре-

угольника и центра описанной окружности: 

   

а) Центр описанной ок-

ружности лежит внутри 

треугольника 

б) Центр описанной ок-

ружности лежит на сто-

роне треугольника (яв-

ляющейся еѐ диаметром) 

в) Центр описанной ок-

ружности лежит вне тре-

угольника 

Из этих трѐх случаев наиболее интересным является случай б). Известно, 

что вписанный угол, опирающийся на диаметр, равен 90
0
. Значит, в этом случае 

вписанный треугольник является прямоугольным.  

3
0
) Центр описанной около прямоугольного треугольника окружности лежит 

на середине его гипотенузы.  

Радиус описанной около треугольника окружности обычно обозначают 

буквой R.  

В таком случае имеет место формула.  

 c
R=

2
 (18.1) 
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Известно свойство: 

4
0
) В любом треугольнике сторона равна диаметру описанной окружности, 

умноженному на синус противолежащего угла.  

Это свойство непосредственно получается из теоремы синусов. 

В общем случае радиус описанной около треугольника окружности вы-

числяется по формуле 

 abc
R=

4S
 (18.2) 

Доказательство. Воспользуемся теоремой синусов, из которой можно по-

лучить соотношение 
a

R
2sin

 . Помножим числитель и знаменатель дроби на 

bc, получим 
1
2

abc abc abc
R

2bcsin 4 bcsin 4S 
  


. Откуда получаем формулу (18.2). 

Известно, что 
1

S a bsin
2

  . Из теоремы синусов следует, что 

a 2Rsin , b 2Rsin . Подставляя эти значения длин сторон a и b в формулу 

площади треугольника, получим  

21 1
S a bsin 2Rsin 2Rsin sin 2R sin sin sin

2 2
               .  

Выражая из последнего равенства R,  получим следствие. 

Следствие 1. Имеет место формула 

 S
R

2sin sin sin  


 
. (18.3) 

Воспользуемся ещѐ раз теоремой синусов, согласно которой можем запи-

сать цепочку следствий из неѐ a 2Rsin , b 2Rsin , c 2Rsin . 

Подставим найденные выражения сторон треугольника АВС в формулу 

полупериметра. Будем иметь 

a b c 2Rsin 2Rsin 2Rsin

2 2

     
 . 

Или  p R sin sin sin     . Откуда получаем  

Следствие 2. Имеет место формула 

 p
R

sin sin sin  


 
  или  

p
sin sin sin

R
     . (18.4) 

Замечание. Имеет место ещѐ одно интересное соотношение 

p
cos cos cos

2 2 2 4R

  
   . 

Из которого получаем  

 p
R

4cos cos cos
2 2 2

  


 

. 
(18.5) 
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II. Окружность, вписанная в треугольник 

Ранее мы установили, что три внутренние 

биссектрисы треугольника пересекаются в од-

ной точке, которую называют инцентром, и 

которая одновременно является центром впи-

санной в треугольник окружности.  

Обозначим через 1 2 3L , L , L  точки пересе-

чения внутренних биссектрис треугольника 

АВС с его сторонами. Рассмотрим сначала точ-

ку I  – точку пересечения двух биссектрис 1AL  

и 2AL . Она равноудалена от сторон АВ и АС, так как она лежит на биссектрисе 

A , и одинаково удалена от сторон АВ и ВС, как принадлежащая биссектрисе 

угла B . Значит, она одинаково удалена и от сторон АС и ВС, то есть принад-

лежит и третьей биссектрисе 3CL . Таким образом, в точке I  пересекаются три 

биссектрисы треугольника АВС. При этом точка I  одинаково удалена от сторон 

треугольника. Это означает, что три перпендикуляра: 1 2 3IP , IP , IP , опущенные 

из этой точки на стороны треугольника, равны между собой (Рис. 51). Постро-

им окружность с центром в точке I  радиуса r, равным длине этих перпендику-

ляров. Тогда эта окружность будет называться вписанной в треугольник.   

Итак, вписанная в треугольник окруж-

ность – это окружность, которая касается всех 

его сторон. 

5
0
) В данный треугольник можно вписать 

единственную окружность. 

6
0
) Пусть F, K, T – точки касания вписанной 

окружности соответственно со сторонами 

АВ=с, ВС=а, СА=b треугольника АВС. Тогда  

AF AT p a   ; BF BK p b   ; 

CK CT p c   , где р – полупериметр (Рис. 

52). 

7
0
) Радиус вписанной в треугольник окружно-

сти равен результату от деления его площади на полупериметр, т.е. 

 S
r=

p
. (18.6) 

Доказательство. Рассмотрим треугольники AIB, BIC, AIC (Рис. 52). Оче-

видно, что ABC AIB BIC AICS S S S      . Все эти треугольники имеют равную 

высоту, длина которой равна r. Поэтому можем записать: AIB

1
S a r

2
   , 

BIC

1
S b r

2
   , AIC

1
S c r

2
   .  
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Тогда  ABC

1 1 1 a b c
S a r b r c r r p r

2 2 2 2


 
          . Откуда следует, 

что 
S

r=
p

. 

Следствие 1. Имеет место формула 

    p a p b p c
r

p

  
 . (18.7) 

Действительно, т.к. 
S

r=
p

, то подставим в числитель этой дроби выраже-

ние площади треугольника из формулы Герона. Будем иметь 

   p p a p b p c
r=

p

  
. Внося р под знак радикала в виде 2p , и сокращая на 

р, получим формулу (18.7). 

Если на Рис. 52 сделать дополнительное построение, а именно соединить 

вершину А с инцентром I, то, очевидно, отрезок AI, будет лежать на внутренней 

биссектрисе A . Тогда треугольники AIF и AIT будут равны, например, по III 

признаку равенства треугольников. Отрезок AI разделит A пополам, т.е. 

FAI= TAI=
2


  . Тогда, используя определение котангенса угла прямоугольно-

го треугольника AIF получим p a r ctg
2


   . Откуда получаем 

Следствие 2. 

 
 r p a tg

2


   . (18.8) 

Аналогично можно записать, что  r p b tg
2


   ,  r p c tg

2


   . 

Знание формулы p a r ctg
2


    и еѐ аналогов: p b r ctg

2


   , 

p c r ctg
2


    позволяет получить ещѐ одно важное свойство.  

8
0
) Отношение разности полупериметра и стороны треугольника АВС к ко-

тангенсу половины угла, противолежащего выбранной стороне, есть величина 

постоянная, равная радиусу r вписанной в треугольник окружности (теорема 

котангенсов). Т.е. имеет место формула  

 

2 2 2

p a p b p c
r

ctg ctg ctg
 

  
   . (18.9) 
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Действительно, из p a r ctg
2


    следует 

p a
r

ctg
2




 . Аналогично, из 

формул p b r ctg
2


   , p c r ctg

2


    следует 

p b
r

ctg
2




 , 

p c
r

ctg
2




 . Замечаем, что все три отно-

шения дают один и тот же результат, а это доказы-

вает справедливость формулы (18.9). 

Получим теперь формулу радиуса окружно-

сти, вписанной в прямоугольный треугольник.  

Заметим, что катеты треугольника АСВ 

можно записать в виде (см. Рис. 53): 

a r y  , b r x  . 

Очевидно, что    a b r y r x      или  

a b 2r y x    . Но из Рис. 53 видно, что y x c  . 

Тогда a b 2r c   . Откуда 2r a b c   . Далее получаем 
a b c

r
2

 
 . 

Таким образом, радиус окружности, вписанной в прямоугольный тре-

угольник, может быть найден по формуле 

 a b c
r

2

 
 . (18.10) 

9
0
) В прямоугольном треугольнике полусумма катетов равна сумме радиусов 

его вписанной и описанной окружностей, т.е.  

 a b
R r

2


  . (18.11) 

Действительно, ранее было установлено, что радиус окружности, описан-

ной около прямоугольного треугольника, находится по формуле 
c

R
2

 . Радиус 

вписанной в этот же треугольник окружности отыскивается по формуле (18.10). 

Тогда почленное сложение левых и правых частей двух формул 
c

R
2

  и 

a b c
r

2

 
  даѐт формулу (18.11). 

 

§ 19. Соотношения между радиусами  
вписанной и описанной окружностей  

 

Рассмотрим вопрос, связанный с нахождением расстояния между центра-

ми вписанной и описанной окружностей, построенных около одного и того же 

треугольника АВС. 
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1
0
) Расстояние между центрами описанной и вписанной окружностей тре-

угольника равно  d R R-2r  (формула Эйлера).  

Доказательство.  

Обозначим буквами О и К центры описанной 

и вписанной окружностей треугольника ABC соот-

ветственно. Положим, что отрезок OK имеет длину 

d. Пусть Q – точка пересечения описанной окружно-

сти с биссектрисой угла BAC, а PQ и MN – диа-

метры этой окружности, содержащие точки Q и К 

соответственно (Рис. 54).  

Сразу заметим, что прямая AQ содержит бис-

сектрису угла A. Значит, точка Q делит дугу ВС на 

две равные дуги. Тогда имеет место равенство углов 

BPQ BAQ QBC QAC
2


      (т.к. все эти 

углы опираются на дуги, имеющие равную градусную меру).  

Так как внешний угол треугольника АВК в вершине К удовлетворяет со-

отношению  
1

BKQ QBK
2
      , то треугольник BKQ  является равно-

бедренным, т.е. BQ = KQ. Исходя из свойства пересекающихся хорд, пересе-

кающихся внутри круга, можем записать соотношение между частями этих 

хорд: MK KN AK KQ   .  

Тогда  
2

2

r
R d R d AK KQ AK BQ PQsin 2Rr

sin




         , т.е. 

2 2R d 2Rr  . Окончательно,  d R R-2r .  

Поскольку величина 2d неотрицательна и обращается в нуль только для 

правильного треугольника, то из формулы Эйлера вытекают следствия. 

Следствие 1. В любом треугольнике ABC выполняется неравенство R r . Знак 

равенства достигается тогда и только тогда, когда треугольник ABC явля-

ется равносторонним. 

Следствие 2. При R>2r существует бесконечно много попарно неподобных 

треугольников, имеющих одни и те же величины R и r (при R=2r треугольник  

ABC является равносторонним и его стороны равны R 3 ).  

Следствие 3.Для того, чтобы положительные числа R', r' могли быть соот-

ветственно радиусами описанной и вписанной окружностей некоторого тре-

угольника, необходимо и достаточно выполнение неравенства R'  2r'.  

Замечание. Отметим также, что некоторые треугольники, например прямо-

угольные, однозначно определяются величинами R и r. В случае прямоугольно-

го треугольника выполняется неравенство d   r, из которого вытекает соотно-

шение  R r 1 2  . 
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2
0
) Расстояние от вершины С треугольника до центра вписанной окружности 

равно  
2 2

CK

2

r
q p-c r ab 4Rr

sin


     , где R и r – радиусы описанной и 

вписанной окружностей, а γ – угол вершины C. 

Запишем теперь без доказательства ряд формул, выражающих связи ра-

диусов вписанной и описанной окружностей со сторонами треугольника и (или) 

его полупериметром. 

 2 2ab bc ca p r 4Rr     , (19.1) 

 

 abc 4 pRr , (19.2) 

 

  2 2 2 2 2a b c 2 p r 4Rr     , (19.3) 

 

  3 3 3 2 2a b c 2p p 3r 6Rr     , (19.4) 

 

      2 2a b b c a c 2p p r 2Rr      , (19.5) 

 

 1 1 1 1 p r 1

a b c 4R r p r

 
     

 
, (19.6) 

 

 1 1 1 1

ab bc ca 2Rr
   , (19.7) 

 

 2
2 2

2 2 2

1 1 1 p 4Rr r 1

4 pRr Rra b c

  
     

 
, (19.8) 

 

 2 2a b b c c a p 2Rr r

c a b 2Rr

    
   , (19.9) 

 

           p a p b p b p c p a p c r 4R r          , (19.10) 

 

     2p a p b p c pr    , (19.11) 

 

        
2 2 2 2p a p b p c p 2r 4R r        , (19.12) 

 

        3 3 3 2p a p b p c p p 12Rr       , (19.13) 
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 1 1 1 4R r

p a p b p c pr


  

  
, (19.14) 

 

 

         2

1 1 1 1

p a p b p c p b p a p c r
  

     
, (19.15) 

 

 

     

 
2 2

2 2 2 2 2

4R r 2 p1 1 1

p rp a p b p c

 
  

  
, (19.16) 

 

 a b c 4R 2r

p a p b p c r


  

  
, (19.17) 

 

  2 2 2 4 p R ra b c

p a p b p c r


  

  
, (19.18) 

 

 

        
 2 4R rc a b

p a p b p c p b p a p c pr


  

     
, (19.19) 

 

 

        
 2 2 2 4 R rc a b

p a p b p c p b p a p c r


  

     
. (19.20) 

 

§ 20. Дополнительные соотношения между R, r, высотами,  
медианами и биссектрисами треугольника 

 

1
0
) Высота треугольника выражается через две стороны треугольника (от-

личные от стороны, к которой проведена высота) и радиус описанной окруж-

ности по формуле 

 
a

bc
h

2R
 . (20.1) 

Действительно, из формулы a

1
S a h

2
   выразим a

2S
h

a
 . Но площадь 

треугольника можно заменить, используя формулу
1

S b csin
2

  , а сторону а 

можно переписать в виде a=2R sin . Тогда a

1
2 bcsin

bc2h
2R sin 2R





 
 


, что свиде-

тельствует о справедливости формулы (20.1). 
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Замечание 1. Имеют место две аналогичные формулы: b

ac
h

2R
 ; c

ab
h

2R
 . 

2
0
) Высоту треугольника можно выразить через сторону, к которой она про-

ведена, а также полупериметр и радиус вписанной окружности, т.е. 

 
a

2 pr
h

a
 . (20.2) 

Действительно, исходя из формулы a

2S
h

a
  и заменяя S на pr, получим 

формулу (20.2).  

Замечание 2. Имеют место две аналогичные формулы: b

2 pr
h

b
 ; c

2 pr
h

c
 . 

3
0
) Три высоты любого треугольника и радиус вписанной в него окружности 

удовлетворяют тождеству  
 

a b c

1 1 1 1

h h h r
   . (20.3) 

Действительно, из формулы a

1
S a h

2
   можно получить соотношение 

a

1 a

h 2S
 . Запишем аналогичные равенства 

b

1 b

h 2S
  и 

c

1 c

h 2S
 . Очевидно, сум-

му 
a b c

1 1 1

h h h
   можно переписать в виде:  

a b c

1 1 1 a b c a b c p 1

h h h 2S 2S 2S 2S S r

 
        . 

Тем самым доказана справедливость формулы (20.3). 

4
0
) В любом треугольнике отношение суммы всех попарных произведений, со-

ставленных из длин сторон треугольника, к сумме длин трѐх его высот равно 

диаметру описанной окружности, т.е.  

  

a b c

ab bc ac
2R

h h h

 


 
. (20.4) 

Доказательство. Воспользуемся формулами: a

2S
h

a
 , b

2S
h =

b
, c

2S
h

c
 . Подста-

вим эти выражения для высот треугольника в знаменатель левой части форму-

лы (21.4):  

a b c

ab bc ac ab bc ac ab bc ac ab bc ac abc

2S 2S 2S ab bc ac1 1 1h h h 2S
2S2S

a b c abca b c

       
    

    
     

 

 

abc
2 2R

4S
   . 

Приведем без доказательств ряд формул, связывающих высоты треуголь-

ника полупериметром, радиусами R и r, а также площадью S: 



[59] 

 

 
 2 2

a b c

1
h h h p r 4Rr ;

2R
       (20.5) 

 

 2

a b b c a c

2 p r
h h h h h h ;

R
    (20.6) 

 

 2 2

a b c

2 p r
h h h ;

R
  (20.7) 

 

 
 

2
2 2 2 2 2 2
a b c 2

1
h h h p r 4Rr 16 p Rr

4R

 
        

; (20.8) 

 

 
     

2
2 2

a b b c a c 2

p r
h h h h h h p r 2Rr

R
       ; (20.9) 

 

 2 2

2 2
a b b c a c

1 1 1 p r 4Rr

h h h h h h 4 p r

 
   ; (20.10) 

 

 2 2

2 2 2 2 2
a b c

1 1 1 p r 4Rr

h h h 2 p r

 
   ; (20.11) 

 

 2 2
a b b c a c

c a b

h h h h h h p r 2Rr

h h h 2Rr

    
   ; (20.12) 

 

 a b b c a c
2

h h h h h h pr

a b b c a c 2R

  
  

  
; (20.13) 

 

  a b b c a c a b cr h h h h h h h h h   ; (20.14) 

 

 a b b c a c

c a b

h h h h h h a b b c a c

h h h c a b

     
     ; (20.15) 

 

 1
a b c2

S R h h h  . (20.16) 

 

Отметим также некоторые свойства, справедливые для треугольников 

специального вида. 
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5
0
) Если числа a b ch ,h ,h  выражают длины высот некоторого треугольника АВС 

и выполняется равенство 
2 2
c c
2 2
a b

h h
1

h h
  , то треугольник является прямоуголь-

ным. 

6
0
) Если в треугольнике АВС известно, что 0B- A=90  , то имеет место 

тождество 2 2 2
c cR h m  , где R – радиус описанной окружности, 2

ch  и 2
cm – со-

ответственно высота и медиана, проведенные из вершины С.  

7
0
) Если в треугольнике АВС из каждой вершины проведе-

ны высоты и биссектрисы, их длины соответственно 

равны a a b b c ch ,l ;h ,l ;h ,l ; r и R – радиусы вписанной и опи-

санной окружностей этого треугольника, то если выпол-

няется условие a b c

a b c

h h h 2r
3

l l l R
   , то треугольник АВС 

равносторонний.  

8
0
) Пусть h и l – высота и биссектриса, проведенные из 

одной вершины треугольника, r и R – радиусы его вписан-

ной и описанной окружностей, то имеет место неравенство 
h 2r

l R
 . 

9
0
) В произвольном (разностороннем) треугольнике биссектриса, проведѐнная 

из любой вершины, лежит между медианой и высотой, проведѐнными из той 

же вершины. 

10
0
) Внутренняя биссектриса и высота треугольника, проведенные из одной и 

той же вершины треугольника удовлетворяют соотношению 

 c
c

h
l

cos
2

 



. 

(20.17) 

11
0
) Если треугольник АВС вписан в окружность (Рис. 55), то удвоенное произ-

ведение медианы и хорды, содержащей эту медиану, равно сумме квадратов 

сторон треугольника, заключающих эту медиану, т.е. имеет место соотноше-

ние 

 2 2CA CB 2CE CD   . (20.18) 

 
§ 21. Ортоцентр и ортотреугольник 

 

Если соединить между собой основания трѐх 

высот данного треугольника АВС, то мы получим 

новый треугольник, который называют ортотре-

угольником (или ортоцентрическим треугольни-

ком). На Рис. 56 1 1 1A B C  является ортотреугольни-

ком.  
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1
0
) Стороны ортотреугольника антипараллельны соответствующим сторо-

нам данного треугольника. 

2
0
) Если точки A1, B1 и C1 на сторонах соответственно BC, AC и AB остро-

угольного треугольника ABC таковы, что , 

, , то  – ортотреугольник 

треугольника ABC. 

3
0
) Высоты любого остроугольного треугольника 

являются биссектрисами углов его ортотреуголь-

ника.  

Следствие. Ортоцентр остроугольного треуголь-

ника является центром вписанной окружности 

его ортотреугольника. 

4
0
) Среди всех треугольников, вписанных в данный 

остроугольный треугольник, наименьший пери-

метр имеет ортотреугольник (теорема Фанья-

но).  

5
0
) Треугольник, образованный отрезками, соеди-

няющими точки пересечения продолжений высот остроугольного треугольни-

ка с описанной вокруг него окружностью (т.е. 1 2 3H H H ), гомотетичен орто-

центрическому треугольнику (т.е. 1 1 1A B C ) (см. Рис. 57). 

Замечание. При этом точки 1H , 2H , 3H   являются точками, диаметраль-

но противоположными соответствующим вершинам треугольника АВС. 

6
0
) Площадь ортотреугольника рассчитывается по формуле  

где S – площадь треугольника ABC; a, b, c – его соответствующие стороны. 

7
0
) Радиус окружности, описанной вокруг треугольника, в два раза больше ра-

диуса окружности, описанной вокруг его ортоцентрического треугольника. 

Рассмотрим теперь ортоцентр треугольника и связанные с ним свойства. 

8
0
) Точки, симметричные ортоцентру треугольника Н относительно его сто-

рон (точки 1H , 2H , 3H ) и середин сторон (точки 

1H , 2H , 3H  ), лежат на описанной около треугольни-

ка окружности (Рис. 57).  

9
0
) Ортоцентр делит высоты треугольника на части, 

произведение которых для данного треугольника по-

стоянно. 

10
0
) Ортоцентр треугольника является центром ок-

ружности, описанной вокруг треугольника, образован-

ного прямыми, проходящими через вершины заданного 

треугольника параллельно его сторонам. 

Окружностью девяти точек называется окруж-

ность, проходящая через основания трѐх высот произвольного треугольника, 

 

 
   2 2 2 2 2 2 2 2 2

ort 2

S
S a b c a c b b c a

2abc
         , (21.1) 
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середины трѐх его сторон и середины трѐх отрезков, соединяющих его верши-

ны с ортоцентром (см. Рис. 58). 

  Леонард Эйлер в 1765 г. доказал, что основания высот и середины сторон 

треугольника лежат на одной окружности (после чего эту окружность стали на-

зывать окружностью шести точек). Название «окружность девяти точек» 

закрепилось после того как была опубликована (в 1822 г.) работа немецкого ма-

тематика Карла Вильгельма фон Фейербаха (1800-1834), брата известного фи-

лософа Л. Фейербаха, осветившая новые свойства этой окружности.  

Замечание. Точка касания вписанной окружности и 

окружности девяти точек называется точкой Фей-

ербаха.  

11
0
) Если треугольник равнобедренный, то его ок-

ружность Эйлера касается основания треугольни-

ка; если треугольник разносторонний, то его сто-

роны отсекают от окружности Эйлера три дуги, 

одна из которых равна сумме двух других (теорема 

Мавло).  

  Названа в честь отечественного математика 

Дмитрия Пантелеймоновича Мавло (р. 1951). 

12
0
) Радиус окружности девяти точек равен половине радиуса описанной ок-

ружности. 

13
0
) Если Н – ортоцентр данного треугольника, то четыре угла АВС, НАВ, 

НВС, НСА, равны. 

14
0
) Радиусы описанной около треугольника окружности, проведѐнные из его 

вершин (Рис.59), перпендикулярны соответствующим сторонам ортоцен-

тричного треугольника (теорема Нагеля). 

15
0
) Периметры данного и ортоцентричного треугольника относятся как ра-

диусы описанной и вписанной в данный треугольник окружности. 

16
0
) Центр окружности девяти точек (Q) делит пополам отрезок между 

центром описанной окружности (O) и ортоцентром (H), т.е. OQ=QH (см. Рис. 

58).  

17
0
) Ортоцентр (H), центроид (G) и центр описанной окружности (O) произ-

вольного треугольника лежат на одной прямой (прямой Эйлера), причѐм вы-

полняется соотношение
OG 1

GH 2
 . 

18
0
) Центр описанной около треугольника окружности является ортоцентром 

его серединного (дополнительного) треугольника. 

19
0
) Если в произвольном треугольнике АВС: (Н) – ортоцентр, (О) – центр опи-

санной окружности, то имеет место векторное равенство 

Формулу (21.2) называют формулой Гамильтона.  

Длина отрезка ОН может быть вычислена по формуле  

 OH OA OB OC  
   

. (21.2) 

  2 2 2 2OH 9R a b c    , (21.3) 
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где R – радиус описанной окружности; a, b, c – длины сторон треугольника. 

20) Окружность Эйлера данного треугольника и 

треугольника, две вершины которого совпадают с 

вершинами данного (Рис. 60), а третья является 

его ортоцентром, совпадают (теорема Гамиль-

тона). 

21
0
) Расстояние от вершины треугольника до ор-

тоцентра вдвое больше, чем расстояние от центра 

описанной окружности до противоположной сто-

роны. 

22
0
) Любой отрезок, проведенный из ортоцентра 

до пересечения с описанной окружностью, делится 

окружностью девяти точек пополам. 

23
0
) Произведение частей высот 1AA , 1BB , 1CC  остроугольного треугольника, 

на которые они делятся ортоцентром (Н), есть величина постоянная, причем 

справедливо равенство 

Если соединить ортоцентр (Н) с вершинами остроугольного треугольника 

АВС, то эти три отрезка разобьют его на три треугольника, каждый из которых 

называется треугольником Гамильтона. 

24
0
) Треугольники Гамильтона имеют равные радиусы описанных окружно-

стей, причѐм их длина равна длине радиу-

са окружности, описанной около исходно-

го остроугольного треугольника (Рис. 61) 

(или: окружность Эйлера данного тре-

угольника и треугольника, две вершины 

которого совпадают с вершинами данно-

го, а третья является его ортоцентром, 

совпадают).  

Замечание. Каждая из трѐх окружно-

стей, описанных около треугольников Га-

мильтона остроугольного треугольника 

АВС, называется окружностью Джонсо-

на. Другими словами, окружностью Джонсона называется окружность, про-

ходящая через две вершины остроугольного треугольника АВС и через его ор-

тоцентр.  

  Названы эти окружности в честь американского геометра Роджера Артура 

Джонсона (1890-1954). 

25
0
) Треугольники Гамильтона имеют ту же окружность девяти точек, что и 

исходный остроугольный треугольник АВС. 

Треугольником Эйлера-Фейербаха  называется треугольник, вершинами 

которого служат середины трѐх отрезков, соединяющих ортоцентр и его вер-

шины. 

 
1 1 1AH HA BH HB CH HC 4R cos cos cos           , (21.4) 
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26
0
) Центр окружности девяти точек является центром симметрии, перево-

дящим серединный (дополнительный) треугольник в треугольник Эйлера-

Фейербаха. 

Если вокруг данного остроугольного треугольника ∆ABC описать окруж-

ность и через его вершины провести прямые, касательные к окружности, то при 

пересечении этих прямых образуется так называемый тангенциальный тре-

угольник ΔA'B'C' (по отношению к данному треугольнику ΔABC). 

27
0
) Стороны тангенциального треугольника ΔA'B'C' антипараллельны соот-

ветствующим противоположным сторонам ΔABC и параллельны соответст-

вующим сторонам его ортотреугольника. 

 

§ 22. Вневписанные окружности треугольника 
 

Вневписанной окружностью треугольника называется окружность, ко-

торая касается (снаружи) одной из сторон треугольника и продолжений двух 

других его сторон (Рис. 62).   

Рассмотрим свойства вневписанных окружностей произвольного тре-

угольника: 

1
0
) Существуют три окружности, касающиеся всех трех прямых, на которых 

лежат стороны треугольника.  

2
0
) Центр вневписанной окружности лежит в точке пересечения двух биссек-

трис внешних углов и биссектрисы внутреннего угла.  

3
0
) Длина отрезка касательной, проведенной к вневписанной окружности из 

противоположной вершины тре-

угольника, равна полупериметру 

треугольника. 

4
0
) Центры вневписанных для данно-

го треугольника окружностей ле-

жат вне описанной около треуголь-

ника окружности. 

5
0
) Большей стороны треугольника 

касается вневписанная окружность 

большего радиуса. 

Пусть a , b , c  – радиусы 

вневписанных окружностей.  

6
0
) Радиусы вневписанных для дан-

ного треугольника окружностей 

совпадают тогда и только тогда, 

когда треугольник равносторонний, 

т.е.  

a = b = c  a b c  . 

7
0
) Справедливы формулы: 

a

S

p a
 


; b

S

p b
 


; c

S

p c
 


,   (22.1) 
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где S  - площадь треугольника, p - полупериметр треугольника. 

Действительно, пусть К – центр впи-

санной в треугольник ABC окружности; К' – 

центр вневписанной окружности, касающей-

ся стороны ВС; N и N' – точки касания этих 

окружностей с прямой АС (Рис. 63). По-

скольку точки А, К, К' лежат на одной пря-

мой (биссектрисе угла ВАС), то прямоуголь-

ные треугольники AKN и AK'N' подобны. От-

сюда и из соотношений AN=p–a, AN'=p полу-

чаем, что a p

r p a





. Следовательно, 

a

pr

p a
 


 или a

S

p a
 


. Тем самым мы доказали справедливость одной из 

приведенных формул. 

8
0
) Радиус вписанной в треугольник окружности и его радиусы вневписанных 

окружностей удовлетворяют тождеству 

Действительно, согласно формулам (22.1) можем записать: 
a

1 p a

S 


 , 

b

1 p b

S 


 , 

c

1 p c

S 


 . Складывая почленно эти три равенства, получим 

     

a b c

p a p b p c1 1 1

S   

    
   . Далее воспользуемся тождеством по-

лупериметра, согласно которому 

     p a p b p c p      . Тогда 

a b c

1 1 1 p

S   

   или 
a b c

1 1 1 1

r  
   .  

9
0
) Радиус вписанной в треугольник окруж-

ности, радиус описанной около треугольника 

окружности  и радиусы вневписанных ок-

ружностей удовлетворяют соотношению 

Следствие. Так как 4a b c r R      , но 

известно, что 4
abc

R
S

 , поэтому 

a b c

abc
r

S
      . 

 1 1 1 1

a b c r  
   . (22.2) 

 4a b c r R      . (22.3) 
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Обозначим центры вневписанных окружностей соответственно буквами JA, JB, 

JC (Рис. 64).  

10
0
) Треугольник  ABC  является ортоцентрическим треугольником  JAJBJC. 

11
0
) Расстояние между центрами описанной и вневписанной окружностей на-

ходится по формуле Эйлера: 
2 2i iOJ R R  , где O – центр описанной ок-

ружности. 

12
0
) Имеют место соотношения:  

( )a b p p c     ; ( ) ( )ar p b p c     . 

Рассмотрим три окружности на плоскости, центры которых не лежат на 

одной прямой. Если построить радикальные оси для каждой пары этих окруж-

ностей, то все три радикальные оси пересекаются в одной точке, которая и на-

зывается радикальным центром трѐх данных окружностей. 

13
0
) Радикальный центр вневписанных окружностей – точка Шпикера  S, т.е. 

центр окружности, вписанной в серединный треугольник (образованный сере-

динами сторон) (Рис. 65). 

14
0
) Середины трех отрезков, соединяющих центр 

вписанной в треугольник окружности с центрами 

вневписанных окружностей, лежат на описанной 

окружности (теорема Мансиона).  

Иначе, расстояния между центром вписан-

ной в треугольник окружности и центрами вневпи-

санных окружностей делятся пополам окружно-

стью, описанной около него. 

  Эту теорему сформулировал и доказал бель-

гийский математик Пол Мансион (1844-1919). 

15
0
) Если a b c    , то 

1 1

3 3
a cr   , причем, оба равенства достигаются 

одновременно лишь в случае равностороннего треугольника. 

16
0
) Расстояния между центром I вписанной в треугольник  ABC окружно-

сти и центрами вневписанных окружностей JA, JB, JC  находятся по формулам: 

( )A aIJ R r   ; ( )B bIJ R r   ; ( )C cIJ R r   .   (22.4) 

17
0
) Радиус вневписанной окружности треугольника связан с тангенсом поло-

вины противолежащего внутреннего угла по формулам:  

2
a p tg


   ; 

2
b p tg


   ; 

2
c p tg


   .   (22.5) 

Кроме того имеют место соотношения: 

 2
a b a c b c p        , (22.6) 

 

 2
a b c rp    , (22.7) 

 

  
22 2 2 2

a b c 4R r 2p       , (22.8) 
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  
33 3 3 2

a b c 4R r 12p R       , (22.9) 

 

     2
a b a c b c 4 p R         , (22.10) 

 

 

 

 

  a b a c b c a b cr            , (22.14) 

 

      a b a c b c a b a c b c4R                  . (22.15) 

 

18
0
) Связь высот исходного треугольника  ABC, радиуса вписанной 

окружности  и радиусов вневписанных окружностей выражается формулами: 

 

 

19
0
) Площадь исходного треугольника  ABC с радиусами вневписанных 

окружностей выражается формулами: 

 

 
2

a b a c b c

1 1 1 4R r

p r     


   , (22.11) 

  2

2 2 2 2 2
a b c

p 2r 4R r1 1 1

p r  

 
   , (22.12) 

 a b b c a c

c a b

4R 2r

r

     

  

   
   , (22.13) 

 

a b c a b c

1 1 1 1 1 1

h h h  
     , (22.16) 

 1 1 1 1

a b c ah h h
   , (22.17) 

 2 1 1 1 1

a b c ah r  
    . (22.18) 

 
a b cS r        , (22.19) 

 a b cS
p

  


 
 . (22.20) 
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20
0
) Окружность девяти точек всякого треугольника касается его вписанной 

и трѐх вневписанных окружностей (теорема Фейербаха). 

21
0
) Стороны треугольника АВС, его полупериметр и радиусы вневписанных 

окружностей удовлетворяют соотношению 

22
0
) Если треугольник вписан в эллипс, фокус которого лежит на стороне это-

го треугольника, то вневписанная окружность касается этой стороны в фо-

кусе. 

Далее рассмотрим свойства вневпи-

санных окружностей прямоугольного и 

равнобедренного треугольников. 

Возьмѐм произвольный прямоуголь-

ный треугольник ABC с прямым углом C 

(Рис. 66). Для него существуют три вне-

вписанные окружности с центрами в точ-

ках aO , bO , cO  и радиусами ar , br , cr  соот-

ветственно.  

23
0
) Расстояние от вершины треугольни-

ка до точки касания вневписанной окруж-

ности с продолжением его боковой сто-

роны равно полупериметру треугольника. 

24
0
) Расстояния между точками касаний 

вневписанных окружностей продолжений 

сторон за вершины треугольника равны (см. Рис. 

66: 1 3 1 3 1 3C C a b, B B a c, A A b c      ). 

25
0
) Пусть вписанная окружность треугольника ABC (Рис. 66) касается сто-

рон BC, AC и AB в точках 2A , 2B , 2C соответственно, а вневписанная окруж-

ность с центром aO  – стороны ВС в точке aT , тогда: 

2 a

a b c
CA BT p c

2

 
    ; a 2

a c b
CT BA p b

2

 
    . 

Следствие. Точки касания вписанной и вневписанной окружности со стороной 

треугольника симметричны относительно середины этой стороны. 

26
0
) Радиус вневписанной окружности треугольника больше радиуса окружно-

сти, вписанной в тот же треугольник. 

Отношения радиусов вписанной и вневписанной окружностей можно 

представить следующим образом:  

a

r p a

r p


 , 

b

r p b

r p


 , 

c

r p c

r p


 . (22.22) 

27
0
) Радиус вневписанной окружности, касающейся гипотенузы прямоугольно-

го треугольника, равен полупериметру этого треугольника, то есть cr p .  

 a b b c a c

c a b

a b c

p a p b p c

     

  

  
    

  
, (22.21) 
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Следствие. Так как для прямоугольного треугольника имеют место тождества 

p 2R r c r    , то можем записать, что cr 2R r c r    . 

28
0
) Гипотенуза прямоугольного треугольника равна сумме радиусов вневпи-

санных окружностей, касающихся катетов, т.е. a bc r r  .  

29
0
) Катет прямоугольного треугольника равен сумме радиусов окружностей 

вписанной и вневписанной, касающейся этого катета, т.е. имеют место равен-

ства: aa r r   и bb r r  . 

30
0
) Катеты прямоугольного треугольника АВС с прямым углом при вершине С 

могут быть найдены через радиусы вневписанных окружностей ar , br , cr  по 

формулам:  

c ba r r  ,  c ab r r  ; (22.23) 

 

a c

a c

2r r
a

r r



,  

b c

b c

2r r
b

r r



. (22.24) 

 
31

0
) Площадь прямоугольного треугольника АВС с прямым углом в вершине С 

может быть найдена через радиус r вписанной и радиусы ar , br , cr  вневписан-

ных окружностей по одной из нижеследующих формул: 

 

 

 

32
0
) Все три радиуса ar , br , cr  вневписанных окружностей прямоугольного 

треугольника АВС с углом С=90
0 

связаны формулой: c b
a c

c b

r r
r r

r r


 


 или 

c a
b c

c a

r r
r r

r r


 


. 

33
0
) Расстояния между центрами вневписанных окружностей треугольника 

ABC с углом C=90
0
 выражаются через радиусы этих окружностей формула-

ми: 

 2 2 2
a c a cO O 2 r r  ,  2 2 2

b c b cO O 2 r r  ,  2 2 2
a b a bO O 2 r r  . (22.29) 

34
0
) Гипотенуза видна из центра касающейся еѐ вневписанной окружности под 

углом 45
0
. 

 cS rr , (22.25) 

 a bS r r , (22.26) 

 c a
a c

c a

r r
S r r

r r





, (22.27) 

 c b
b c

c b

r r
S r r

r r





. (22.28) 
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Отметим ещѐ одно интересное свойство, затрагивающее вневписанную 

окружность равнобедренного треугольника. 

35
0
) Вневписанные окружности равнобедренного треугольника, касающиеся 

его боковых сторон, равны между собой и их радиус имеет длину, равную дли-

не высоты этого треугольника, проведѐнной к основанию.  

 
§ 23. Теоремы Чевы и Менелая 

 

В общем случае высота, биссектриса, медиана и серединный перпендику-

ляр, проведѐнные к одной и той же стороне треугольника, не совпадают (ис-

ключением является равнобедренный или равносторонний треугольник). По-

ложения, отражающие факты пересечения медиан, биссектрис и прямых, на ко-

торых лежат высоты треугольника, в одной точке являются следствиями более 

общих. К ним относятся теоремы Чевы и Менелая.  

  Итальянский математик Джованни Чева (1647-1734) и древнегреческий 

математик и астроном Менелай Александрийский (I-II вв. н.э.) известны науке, 

благодаря упомянутым теоремам, а сами теоремы позволяют легко и изящно 

решать треугольники (находить их неизвестные эле-

менты по известным). 

Прежде чем сформулировать эти теоремы, не-

обходимо ввести некоторые понятия. 

Отрезок, который соединяет вершину треуголь-

ника с какой-либо точкой противолежащей стороны, 

называется чевианой. То есть чевианами являются 

медианы, биссектрисы и высоты треугольника. 

Теорема (Чевы). Пусть в треугольнике АВС на 

сторонах АВ, ВС, АС взяты соответственно точки 

С1, А1 , В1 (Рис. 67). Для того, чтобы прямые AА1, BВ1, CС1 (чевианы) пересека-

лись в одной точке, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

.1
1

1

1

1

1

1 
АС

ВС

ВА

СА

СВ

АВ
 

Теорема (Чевы в форме синусов). Пусть точки А1, В1, С1 лежат на 

сторонах (или их продолжениях) треугольника ABC, причѐм только одна из них 

принадлежит стороне треугольника, либо все три. Тогда следующие условия 

равносильны:  

а) прямые АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке; 

б) 1 1 1

1 1 1

sin ACC sin CBB sin BAA
1

sin BCC sin ABB sin CAA

  
  

  
. 

  Теорема Чевы была доказана в XI веке арабским учѐным Юсуфом аль-

Мутаманом ибн Худом, однако его доказательство было забыто. Она была до-

казана вновь итальянским математиком Джованни Чевой в 1678 году. 

Равенство, выражающее теорему Чевы, не обязательно запоминать. Мож-

но обходить контур треугольника, начав с любого отрезка в любом направле-
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нии. Можно заменить представленное выше равенство равенством произведе-

ний отрезков  (согласно Рис. 67: 222111 cbасbа  ). 

Примечательны следующие свойства чевиан: 

1
0
) Если стороны треугольника делятся в отношении cbacba :,:,:  в порядке об-

хода треугольника, то отрезки, соединяющие вершины треугольника с точка-

ми деления противолежащих сторон, пересекаются в одной точке. 

2
0
) Чевианы треугольника, продолженные до точек, которые делят стороны 

треугольника на части, пропорциональные квадратам 

длин прилежащих к ним сторон, проходят через одну 

точку.  

Замечание. Аналогичное утверждение справедли-

во не только для квадратов, но и для высших степеней 

длин сторон. 

3
0
) Чевианы треугольника, продолженные до точек, 

которые делят стороны треугольника на части, про-

порциональные одним и тем же функциям прилежащих 

углов, проходят через одну точку. 

4
0
) Если на сторонах произвольного треугольника АВС 

взяты точки А2, В2, С2 так, что они делят каждую из сторон на части, про-

порциональные прилегающим чевианам AА1, BВ1, CС1, которые пересекаются в 

одной точке. При таких условиях чевианы AА2, BВ2, CС2  также пересекаются 

в одной точке. 

С чевианами связан также ряд теорем. 

Теорема (Ван-Обеля). Если чевианы AА1, BВ1, CС1 треугольника АВС пе-

ресекаются в его внутренней точке Х, то 1 1

1 1 1

АХ АВ АС

ХА В С С В
   (см. Рис. 68). 

  Хенрикус Хубертус Ван-Обель (1830-1906) – фламандский математик.  

Теорема (Эйлера). Если Х – произвольная внутренняя точка какого-либо 

треугольника АВС (Рис. 68) , то .2
111111











ХС

СХ

ХВ

ВХ

ХА

АХ

ХС

СХ

ХВ

ВХ

ХА

АХ
 

Теорема (Жергонна). Если чевианы треуголь-

ника AА1, BВ1, CС1 треугольника АВС пересекаются в 

точке Х, то 1
1

1

1

1

1

1 
СС

ХС

ВВ

ХВ

АА

ХА
, а 2

111


СС

ХС

ВВ

ХВ

АА

ХА
. 

Замечание. Теорема Жергонна справедлива и в 

том случае, если точка Х находится на стороне тре-

угольника, только в этом случае одно из слагаемых 

первого равенства равно нулю. 

  Названа в честь французского математика Жозефа Диаса Жергонна (1771-

1859). 

Если Х – какая-либо внутренняя точка произвольного треугольника АВС, 

а прямые, которые проходят через середины A , B ,C    отрезков ХА, ХВ, ХС па-

раллельны противолежащим сторонам данного треугольника (Рис. 69) и, кроме 
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того, они отсекают от данного треугольника три таких треугольника, что сумма 

трѐх соответствующих линейных элементов этих треугольников равна соответ-

ствующему линейному элементу данного треугольника АВС, то каждый из от-

секаемых таким образом треугольников подобен исходному и друг другу; сум-

ма коэффициентов подобия их равна 1. 

 Если d – некоторый линейный элемент треугольника АВС, а da, db, dc – 

соответствующие линейные элементы отсекаемых треугольников, то 

kd+md+nd=d(k+m+n)=d.  

В качестве линейного элемента могут быть взяты и радиусы вписанной, 

описанной окружностей и окружности Эйлера. 

Выше мы упоминали о чевианах, которые 

пересекаются в одной точке. Если же они не про-

ходят через одну точку, то образуют некоторый 

треугольник КРТ. Каждая чевиана при этом де-

лится двумя другими на отрезки, длины которых 

удовлетворяют следующему соотношению: 

)(222 nmn

z

nm

у

п

х





 . Соотношение межу площа-

дями треугольников КРТ (S1) и АВС (S): 
2

1 2 2

S( m n )
S

m mn п




 
.  

Так как сам треугольник АВС произвольный (в общем случае – 

разносторонний), то и треугольник КРТ произвольный (Рис. 70), и отношения 

отсекаемых отрезков и площадей «неправильные». 

Для удобнейшего понимания сути теоремы Менелая, необходимо ввести 

ещѐ одно понятие – понятие трансверсали треугольника (от лат. transversus, 

что означает «поперечная»). 

Трансверсалью треугольника называется прямая, пересекающая стороны 

треугольника или их продолжения. Условие существования трансверсали (если 

три точки лежат на одной прямой) достаточно схоже с условием теоремы Чевы 

(три чевианы проходят через одну точку), но, исследуя трансверсали, берут на-

правленные отрезки. 

Так, если АВС – произвольный треугольник, а трансверсаль пересекает 

прямые АВ, ВС и АС соответственно в точках С1, 

А1, В1, то 1
1

1

1

1

1

1 
АС

ВС

ВА

СА

СВ

АВ
 (знак минус 

получается из-за противоположной 

направленности отрезков). Обратное 

утверждение и выражает теорема Менелая. 

Теорема (Менелая). Если прямая пересе-

кает стороны треугольника или их продолжения 

соответственно в точка х С1, А1, В1 (Рис. 71) и 

выполняется равенство 1
1

1

1

1

1

1 
АС

ВС

ВА

СА

СВ

АВ
, то эти 
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точки лежат на одной прямой. 

Теорема (Менелая в форме синусов). Пусть в треугольнике ABC точки 

А1, B1, C1 расположены или все три на продолжениях сторон, или ровно одна 

на продолжении, а две – на сторонах. Тогда эти точки лежат на одной пря-

мой в том и только том случае, если выполняется равенство: 

1 1 1

1 1 1

sin ACC sin CBB sin BAA
1

sin BCC sin ABB sin CAA

  
  

  
. 

Замечание 1. Теорему Менелая применяют в тех случаях, когда требуется 

доказать, что три точки лежат на одной прямой. 

Замечание 2. Серединный перпендикуляр можно отнести к трансверса-

лям. 

Некоторые свойства трансверсалей: 

1
0
) Если трансверсаль, не проходящая ни через 

одну из вершин треугольника, пересекает одну 

из его сторон, то она пересекает только одну 

из двух других сторон (Рис. 72). 

2
0
) Два не совпадающие ни с одной из сторон 

треугольника отрезка, проведенные из двух 

различных вершин треугольника до противолежащих этим вершинам сторон, 

пересекаются (Рис. 73). 

3
0
) Прямая, проходящая через вершину треугольника и пе-

ресекающая противолежащую вершине сторону, делит 

треугольник на два треугольника, площади которых соот-

ветственно пропорциональны отрезкам, отсекаемым 

прямой на стороне данного треугольника. 

Две точки называются изогонально сопряжѐнными 

точками треугольника АВС, если лучи АХ и АY симметрич-

ны относительно биссектрисы угла А, ВХ и ВY  – относительно биссектрисы уг-

ла В, СХ и СY – относительно биссектрисы угла С.  

Центр описанной около треугольника АВС окружности О и ортоцентр Н 

являются изогонально сопряжѐнными. Факт изогональной сопряжѐнности то-

чек символически записывают так: . Существуют также иные пары изо-

гонально сопряжѐнных точек треугольника. 

Для каждой внутренней точки треугольника су-

ществует изогонально сопряжѐнная с ней точка. Но 

для точки пересечения биссектрис изогонально со-

пряжѐнной является она сама. Для точки, лежащей 

на стороне треугольника, изогонально сопряжѐнной 

является противоположная вершина треугольника. 

Относительно середин сторон треугольника изого-

нально сопряжѐнными являются точки Жергонна и 

Нагеля (Рис. 74)  

Можно расширить понятие изогонально со-

пряжѐнных точек треугольника, если рассмотреть, допустим, центр описанной 
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окружности и ортоцентр тупоугольного треугольника. В этом случае обе изого-

нально сопряжѐнные точки внешние. 

Теорема (Стюарта). Если некоторая точка А1 лежит на стороне ВС 

треугольника ABC и известны длины его сторон и отрезки ВА1 = р и СА1 = q, 

то 

 2 2
2
1

qc pb
AA pq

a


   (23.1) 

Действительно, введем обозначения AA1 = l, AB = c, AC = b; 1AA B    и 

дважды применим теорему косинусов. Для треугольника 1AA B : 

2 2 2l p 2lpcos c   . Для треугольника 1AA C :  2 2 0 2l q 2lqcos 180 b     

или 2 2 2l q 2lq cos b    . Умножив теперь первое равенство на q, а второе –  

на р и затем оба равенства сложив, избавимся от неизвестного нам косинуса и 

получим формулу Стюарта. 

  Эта теорема названа в честь шотландского математика и астронома, про-

фессора Эдинбургского университета Мэтью Стюарта (1717-1785).  

 

§ 24. Антибиссектрисы, симедианы и антипараллели 
треугольника 

 

Чевианы, лежащие на прямых, изогонально сопряжѐнных биссектрисам 

относительно оснований медиан, называются антибиссектрисами. Они про-

ходят через одну точку – центр антибиссектрис. 

Антибиссектрисой угла называется геометрическое место точек, распо-

ложенных внутри него, расстояния от которых до двух сторон этого угла об-

ратно пропорциональны квадратам этих сторон. 

Под антибиссектрисой 

внутреннего угла треугольника 

будем понимать отрезок анти-

биссектрисы этого угла до еѐ 

пересечения с противоположной 

стороной. 

Замечание. Антибиссектрисы 

можно построить не только к 

внутренним, но и к внешним уг-

лам треугольника. Поэтому сле-

дует различать внутренние и 

внешние антибиссектрисы треугольника. 

1
0
) Внутренняя антибиссектриса треугольника делит противолежащую сто-

рону обратно пропорционально длинам прилежащим сторонам.   
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(На Рис. 75 AD – внутренняя антибиссектриса угла А треугольника АВС. 

Тогда 

1
c
1
b

BD b

DC c
  ).  

  Первое упоминание об антибиссектрисе треугольника историки математи-

ки обнаружили в рукописи (от 1883 г.) французского математика и инженера 

Филберта Мориса де Оканя (1862–1938).  

2
0
) Внутренняя антибиссектриса треугольника проходит через основание бис-

сектрисы дополнительного (серединного) треугольника. 

3
0
) Внутренние антибиссектрисы треугольника пересекаются в одной точке – 

центре антибиссектрис.  

Пусть точка М – точка пересечения внутренних антибиссектрис тре-

угольника АВС. Пусть a b cd ,d ,d – расстояния от точки М до сторон ВС, СА, АВ 

треугольника АВС соответственно. Тогда, исходя из определения антибиссек-

трисы угла, можем записать тождест-

во: a b c
2 2 2

d d d

a b c  
  . 

4
0
) Любой треугольник имеет четыре 

центра антибиссектрис: один внут-

ренний и три внешних. 

5
0
) Отрезки сторон треугольника, за-

ключенные между прямыми, прове-

денными через центр антибиссектрис 

параллельно сторонам, равны между 

собой (т.е. FK EH DL  , см. Рис. 

76).  

6
0
) Величина, обратная длине отрезка, отсекаемого параллелями на сторонах 

треугольника, проходящими через центр антибиссектрис, равна сумме обрат-

ных величин длин сторон треугольника. Т.е. 
1 1 11

a b c
DL

      или 

1 1 1 1 abc

DL a b c ab ac bc
   

 
. 

Обозначим через a b ck ,k ,k длины антибиссектрис, проведенных к сторо-

нам a, b, c соответственно.  

7
0
) Квадрат длины антибиссектрисы треугольника со сторонами a, b, c мож-

но найти по формуле 

 

 
 

 

2 2
22 2 2

a 2 2

a bc a
k b c bc b c bc 3

b c b c

 
        
   

. (24.1) 

Чевианы, лежащие на прямых, симметричных медианам относительно 

биссектрис, называются симедианами (симметричными медианами). Они 

проходят через одну точку – точку Лемуана (французский математик).  
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  Первым точку Лемуана обнаружил в 

1809 г. швейцарский геометр Симон Антуан 

Жан Люилье (1750-1840). Изучением этой 

точки занимался и немецкий математик 

Эрнст Вильгельм Гребе. Точка названа в 

честь французского геометра Эмиля Лемуана 

(1840-1912), опубликовавшего в 1873 г. дока-

зательство существования этой точки (см. 

Рис. 77 (*)). 

 
На Рис. 77 луч AW – симедиана (он симметричен медиане АМ относи-

тельно биссектрисы AL). Разносторонний треугольник имеет три разные симе-

дианы.  

Симедианой прямоугольного треугольника, проведѐнной из вершины 

прямого угла, является его высота (Рис. 78), так как биссектриса такого тре-

угольника делит пополам угол между медианой и высотой, проведѐнной к ги-

потенузе. 

Выделим наиболее важные свойства симедиан.  

1
0
) Симедиана треугольника делит противо-

лежащую сторону на части, пропорциональ-

ные квадратам прилежащих сторон тре-

угольника. 

Иначе: симедиана треугольника – гео-

метрическое место точек, расстояние кото-

рых до двух сторон треугольника пропорцио-

нально их длинам (подробнее вопрос о прочих 

геометрических местах точек будет рассмотрен 

позже). 

Теорема (Шлѐмильха). Прямые, каждая из которых содержит середи-

ну стороны треугольника и середину его соответственной высоты, пересека-

ются в точке Лемуана. 

Длину симедианы, проведенной, наример, к стороне с можно найти по 

формуле 
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 2 2 2
c

ab
s 2a 2b c

a b
   


. (24.2) 

2
0
) Точка Лемуана изогонально сопряжена центроиду треугольника и имеет 

много интересных свойств.  

Их формулировка облегчается, если ввести понятие антипараллельных 

прямых. 

Так, прямая С1В1 антипараллельная для прямой ВС (эта прямая симмет-

рична прямой КР, параллельной ВС, относительно биссектрисы АL. Иначе - ан-

типараллельная прямая такова, что 11САВВ  . 

Прямую С1В1 (Рис. 79) ещѐ называют ан-

типараллелью. Так, каждая сторона ортоцен-

тричного треугольника антипараллельна проти-

воположной стороне данного. 

3
0
) Антипараллель отсекает от основного тре-

угольника треугольник, подобный данному и че-

тырѐхугольник, около 

которого можно опи-

сать окружность. 

4
0
) Окружность, проходящая через концы стороны ВС 

треугольника (Рис. 80) пересекает две другие его сто-

роны в таких точках К и Р, что прямая КР – антипа-

раллель для ВС.  

5
0
) Прямые, которые проходят через точку Лемуана и 

параллельны сторонам треугольника, называют парал-

лелями Лемуана.  
6

0
) У каждого треугольника параллели Лемуана пересекают его стороны в 

точках 212121 ,,,,, АВВССА , которые лежат на одной окружности – первой ок-

ружности Лемуана.  
7

0
) Шестиугольник же с вершинами в названных точках - шестиугольник Ле-

муана. 

Окружность и шестиугольник Лемуана обладают следующими свойства-

ми: 

8
0
) Центром окружности Лемуана является середина отрезка, который со-

единяет точку Лемуана с центром окружности, описанной около треугольни-

ка. 

9
0
) Три стороны шестиугольника Лемуана, которые не лежат на сторонах 

данного треугольника, равны антипараллелям. 

10
0
) Антипараллели, которые проходят через точку Лемуана, равны друг другу 

и делятся этой точкой пополам. 

12
0
) Центр окружности, которая пересекает стороны данного треугольника в 

точках, которые являются концами трѐх равных антипараллелей (эта окруж-

ность называется второй окружностью Лемуана). 
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§ 25. Точки и угол Брокара 
 

Среди замечательных точек треугольника точки Брокара выделяются в 

силу наличия наиболее интересных свойств. Они получаются при пересечении 

чевиан, которые образуют с прилежащими сторонами треугольника равные уг-

лы . В общем случае при пересечении таких чевиан образуется треугольник, 

если же угол  увеличить, то получающийся треугольник вырождается в точку 

Р (первую точку Брокара): РАС=РСВ=РВА = =  – это угол называется 

углом Брокара (Рис. 81 а).  

  Названы в честь французского математика Пьера Ренэ Жана Баптиста 

Анри Брокара (1845-1922). 

Для второй точки Q: QАB=QCA =QBC. Вторая точка получается 

при пересечении лучей, симметричных чевианам, пересечение которых в пре-

дельном случае давало первую точку Брокара (Рис. 81 б). Две точки Брокара 

являются изогонально сопряжѐнными. 

 
Для них также верны следующие свойства:  

1
0
) Пусть Р – первая точка Брокара, а прямые АР, ВР и СР пересекают опи-

санную окружность треугольника АВС в точках А1, В1, С1. Тогда 

В1С1А1 (для второй точки Брокара С1А1В1).  

2
0
) Если из первой точки Брокара Р опустить перпендикуляры РА

I
, РВ

I
 и РС

I
 на 

стороны ВС, СА и АВ соответственно, то треугольники АВС и В
I
С

I
А

I
 подоб-

ны, причѐм коэффициент подобия равен  (этот угол называют углом 

Брокара). 

Для угла Брокара можно получить следующее неявное выражение: 

. Кроме того, для него выполняются 

три следующие неравенства: , , 

. Последнее из них называется неравенством Йиффа. 

3
0
) Пусть вершины В и С треугольника фиксированы, а вершина А движется 

так, что угол Брокара остаѐтся постоянным. Тогда движение точки А проис-

ходит по окружности радиуса , а=ВС (эту окружность называ-

ют окружностью Нейберга). 

4
0
) Если опустить из внешней точки М перпендикуляры МА1, МВ1 и МС1 на 

прямые ВС, СА и АВ, то множество точек М, для которых угол Брокара фик-

сированного треугольника А1В1С1 имеет заданное значение, состоит из двух 

окружностей, причѐм одна из них расположена внутри описанной окружности 



[79] 

 

треугольника АВС, а другая вне еѐ (эти окружности называют окружностями 

Схоуте). 

То есть, обе точки Брокара треугольника АВС и центр его описанной ок-

ружности лежат на одной и той же окружности Схоуте. На этой же окружности 

лежит точка пересечения прямых, соединяющих каждую вершину треугольника 

с точками пересечения касательных к описанной окружности, проведѐнных из 

двух других вершин (точка Лемуана). 

Замечание. Точки Брокара представляют интерес для решения задач, в 

которых требуется вывод о том, что треугольник правильный. В этом случае 

рассматривается их взаимное расположение с медианами, высотами и биссек-

трисами треугольника. Так, например, если точка Брокара некоторого тре-

угольника является пересечением медианы с биссектрисой, то этот треугольник 

правильный. 

Мы упоминали изогонально сопряжѐнные точки, симметричные относи-

тельно биссектрис углов треугольника. Но в треугольнике есть пары изого-

нально сопряжѐнных точек, которые порождены и иными геометрическими со-

ображениями. 

 
§ 26. Замечательные треугольники 

 
Помимо точек и линий, «замечательными» считаются и сами треугольни-

ки, при определѐнных условиях. 

Лучи, выходящий из вершины угла и делящие его на три равные части, 

называются трисектрисами. Задачей о трисекции угла с помощью циркуля и 

линейки занимались ещѐ античные математики. Трисектрисами треугольника 

называются части трисектрис, находящиеся во внутренней области треугольни-

ка. 

Из каждой вершины треугольника выходят по две трисектрисы и каждая 

из них пересекается с четырьмя оставшимися, всего образуется 12 точек пере-

сечения.  

1
0
) Три трисектрисы треугольника не могут пересекаться в одной точке. 

Теорема (Морлея). Три точки пересечения смежных трисектрис углов 

треугольника образуют равносторонний треугольник. 

Треугольник, описанный в теореме, называется треугольником Морлея 

для данного треугольника. 

  Назван так в честь английского математика 

Франка Морлея (1860-1937). 

2
0
) Те из трисектрис внешних углов треугольника, 

которые прилегают к его сторонам попарно пере-

секаются точках, которые являются вершинами 

правильного треугольника (Рис. 82).  

3
0
) Если трисектрисы углов треугольника АВС пе-

ресекают описанную около него окружность в 

точках А1, А2, В1, В2, С1, С2, то треугольник, 
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ниченный отрезками А1В2,  В1С2, С1А2 равносторонний 

(Рис. 83). 

Теорему, относящуюся к геометрии треугольника, 

сформулировал и император Франции Наполеон Бона-

парт (1769-1821). 

Теорема (Наполеона) Если на сторонах произ-

вольного треугольника вне его построены равносторон-

ние треугольники, то их центры являются вершинами 

равностороннего треугольника.  
Такую конфигурацию из четырѐх треугольников 

называют треугольниками Наполеона. 

4
0
) Если на сторонах произвольного треугольника АВС 

построить правильные треугольники не вне его, а нало-

жив их на треугольник АВС, то в этом случае центры 

правильных треугольников будут вершинами правильного 

треугольника (Рис. 84). 

Свойства треугольников Наполеона ярко прослежи-

ваются при рассмотрении окружности Торричелли.  

Опишем около двух рав-

носторонних треугольников 

Наполеона окружности.  

5
0
) Если они пересекаются в 

точке Ф, то из неѐ две сторо-

ны данного треугольника АВС 

видно под углом 120
0
 (свойство вписанного угла). То-

гда из этой точки под углом 120
0
 видно и третью 

сторону треугольника (Рис. 85). А это означает, что 

через точку Ф проходит и окружность, описанная 

около третьего правильного треугольника рассмат-

риваемой комбинации. То есть, все три описанные 

окружности около правильных треугольников Наполеона, проходят через одну 

точку Ф. Окружности, точку Ф и отрезки АА1, ВВ1, СС1 называют соответствен-

но окружностями, точкой и отрезками Торричелли.  

6
0
) Все три отрезка Торричелли равны, проходят че-

рез одну точку и пересекаются под углами 60
0
. 

В зависимости от градусной меры угла АВС 

точка Ф может лежать внутри треугольника (меньше 

120
0
), вне треугольника (больше 120

0
), совпадает с 

точкой А (равна 120
0
). 

7
0
) Если точка Торричелли лежит внутри треуголь-

ника, то сумма длин от неѐ до всех вершин треуголь-

ника минимальна (Рис. 86). 

Заслуживают внимания предельные случаи тео-

ремы Наполеона. Так, если треугольник вырождается 
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в отрезок (три отрезка на одной прямой – Рис. 87 а)), теорема верна. Теорема 

также верна, если отрезок ВС 

вырождается в точку (Рис. 87 

б)). 

Если подробнее рассмотреть 

конфигурацию треугольников 

Наполеона, можно ещѐ найти 

правильные треугольники. 

Так, треугольники, вершина-

ми которых являются две се-

редины отрезков Торричелли 

и одна вершина треугольника 

АВС, правильные. На приве-

дѐнном рисунке можно выде-

лить цепочку из шести правильных треугольников (Рис. 88). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Центроиды треугольников АВ1С1, ВА1С1, СА1В1 (точки D, E, F соответст-

венно) также являются вершинами правильного треугольника. Если какой-либо 

из этих треугольников вырождается в отрезок, то за его центроид берут середи-

ну отрезка (Рис. 89). 

Более того, шестиугольник DTFPEK правильный и его центром (точкой 

пересечения больших диагоналей) является центро-

ид данного треугольника. 

Кроме того, если на сторонах произвольного 

треугольника АВС вне его построить равнобедрен-

ные прямоугольные треугольники (Рис. 90) с пря-

мыми углами при вершинах К, Р, Т, то: 

1) АК=РТ и АКРТ;  

2) ВР=КТ и ВРКТ; 

3) СТ=КР и СТКР. 

Если треугольники Наполеона рассматривать 

вместе с центроидом треугольника АВС, то и теоре-

ма Наполеона доказывается проще, и появляется новая важная информация. 
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Так, если точки D, E и F – центроиды треугольников АВ1С1, ВА1С1, СА1В1 (даже 

в случае вырождения этих треугольников в отрезки), то шестиугольник 

KEPFTD правильный и точка М – его центр (Рис. 91). Этот шестиугольник 

впервые выявил советский математик Залман Скопец (1917-1984), он и называ-

ется в честь него. 

Треугольник, длины сторон которого выра-

жаются целыми числами, называется целочис-

ленным. Таких треугольников множество. Инте-

рес представляют целочисленные треугольники с 

дополнительными свойствами. Например, те, у 

которых не только стороны, но и площадь выра-

жаются целыми числами. Интересен такой тре-

угольник, если он к тому же и прямоугольный. 

Так, среди целочисленных треугольников 

выделяют для рассмотрения пифагоровы – те, для 

длин сторон которых выполняется теорема Пифа-

гора. 

Существует более 100 способов доказательства теоремы Пифагора. Но 

ещѐ древнегреческие математики задавались вопросом – для каких троек нату-

ральных чисел выполняется равенство, выражающее теорему Пифагора. 

Пифагоров треугольник называется основным, если числа, выражающие 

длины его сторон, взаимно просты. Кроме того, если числа x, y и z являются 

длинами сторон пифагорова треугольника, то таковыми являются и числа xk, yk 

и zk ( Nk ). 

Древнегреческий философ и педагог Платон (ок. 427-347 до н.э.) нашѐл 

тройку чисел, являющихся длинами сторон пифагорова треугольника – 3, 4, 5. 

Позднее было доказано, что: 

1) один из катетов пифагорова треугольника обязательно делится на 3; 

2) произведение катетов делится на 12, а произведение катета и гипотену-

зы делится на 60; 

3) длины радиусов вписанной, описанной и вневписанной окружностей 

для пифагорова треугольника есть числа натуральные; 

4) не существует ни одного пифагорова треугольника, длины двух сторон 

которого были бы квадратами натуральных чисел (теорема Ферма). 

Свою теорему известный французский математик Пьер Ферма (1601-

1665) сформулировал не как простую догадку, а руководствуясь глубокими 

рассуждениями. Так, подтверждение этому – сформулированная им соответст-

вующая задача: найдите пифагоровы треугольники, гипотенуза и сумма катетов 

которых – квадраты натуральных чисел. Ферма утверждал, что таковые суще-

ствуют и наименьшие значения длин сторон в этом 4565486027761, 

1061652293520, 4687298610289. 

Поскольку произведение катетов пифагорова треугольника делится на 12, 

то площадь каждого такого треугольника выражается натуральным числом, 

кратным 6. Кстати, древнегреческий геометр Герон нашѐл и не прямоугольные 



[83] 

 

целочисленные треугольники, площади которых выражаются натуральными 

числами. Такие треугольники и называются по его имени – героновыми. 

Простейший способ получения героновых треугольников – 

прикладывание или накладывание двух пифагоровых треугольников с равными 

катетами. 

Умножив длины сторон пифагорова треугольника на произвольное нату-

ральное число, можно получить треугольник с катетом, который равен катету 

другого пифагорова треугольника. Приложив же или наложив их друг на друга, 

совместив при этом равные катеты, можно получить два героновых треуголь-

ника. Но этот процесс может быть выполнен не для любых пифагоровых тре-

угольников. Существуют героновы треугольники, которые нельзя «разрезать» 

на два пифагоровых. Например, треугольник со сторонами 65, 119, 180 с пло-

щадью 1638. Это число не делится ни на одно из натуральных чисел, выра-

жающих длины сторон данного треугольника. Следовательно, и ни одна из вы-

сот этого треугольника не выражается натуральным числом. 

Если длины сторон и площадь треугольника выражаются рациональными 

числами, то их и называют рациональными. Так как множество натуральных 

чисел является подмножеством множества рациональных, то и пифагоровы, и 

героновы треугольники являются рациональными. Но, несмотря на это, между 

множествами целочисленных и рациональных треугольников можно устано-

вить взаимно однозначное соответствие: если в одной системе мер стороны и 

площадь некоторого треугольника выражаются дробями со знаменателями m, n, 

k, p, то в системе мер, в которой единица длины в mnkp раз меньше, стороны и 

площадь этого треугольника выражаются натуральными числами. 

Исследуя свойства рациональных треугольников, можно глубже рассмот-

реть и свойства целочисленных (пифагоровых и героновых в частности). 

Л. Эйлер поставил задачу: существуют ли рациональные треугольники с 

целочисленными медианами. Для решения еѐ он предложил и доказал отдель-

ное утверждение: пусть a, b, c - стороны треугольника, а ma, mb. mc - его медиа-

ны, тогда   2222
24 аcbma  ,   2222

24 bcamb  ,   2222
24 cabmc  . Чтобы 

медианы такого треугольника выражались рациональными числами, 

необходимо, чтобы правые части трѐх равенств были квадратами целых чисел. 

Пользуясь методами теории чисел, Эйлер нашѐл такой треугольник. Его 

стороны 68, 85, 87. Более того, он доказал, что этот треугольник - наименьший 

из Героновых. Его медианы 79, 
2

131
, 

2

127
. Если умножить все линейные элемен-

ты такого треугольника на 2, то получим целочисленный треугольник со сторо-

нами 136, 170, 174, медианы которого выражаются целыми числами 158, 131, 

127. Длины сторон этого треугольника не удовлетворяют теореме Пифагора. Но 

на самом деле, Эйлер ошибся, так как площадь этого треугольника не является 

рациональным числом. Значит, этот треугольник является наименьшим их всех 

целочисленных, но не героновых треугольников. 

Существует ли хотя бы один геронов треугольник с целочисленными ме-

дианами, пока неизвестно. 
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Кроме названных и подробно рассмотренных выше существуют иные ви-

ды замечательных треугольников: 

 Треугольник с вершинами в основаниях трех чевиан, проведѐнных через 

данную точку, называется чевианным треугольником этой точки 

 Треугольник с вершинами в проекциях данной точки на стороны называ-

ется подерным или педальным треугольником этой точки (у изогонально со-

пряжѐнных точек описанные окружности для педальных треугольников совпа-

дают) 

 Треугольник с вершинами во вторых точках пересечения прямых, прове-

дѐнных через вершины и данную точку, с описанной окружностью, называют 

окружностно-чевианным треугольником (окружностно-чевианный треуголь-

ник подобен подерному) 

 Треугольник оснований медиан A′B′C′ данного треугольника ABC, то 

есть треугольник, вершины которого суть средины сторон треугольника ABC, 

называется дополнительным, или серединным, для данного треугольника 

 Треугольник Нагеля для треугольника ABC определяется вершинами TA, 

TB и TC, которые являются точками касания вневписанных окружностей с соот-

ветствующими сторонами треугольника ABC. Например, точка TA противопо-

ложна стороне A, и т. д. 

 Треугольник Жергонна для треугольника ABC определяется вершинами 

TA, TB и TC, которые являются точками касания вписанной окружности с соот-

ветствующими сторонами треугольника ABC. Треугольник Жергонна TATBTC 

известен также как треугольник касаний треугольника ABC. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D1%80%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D1%82%D1%80%D0%B5%D1%83%D0%B3%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BD%D0%B8%D1%82%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D1%82%D1%80%D0%B5%D1%83%D0%B3%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D1%82%D1%80%D0%B5%D1%83%D0%B3%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%BA
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D1%87%D0%BA%D0%B0_%D0%9D%D0%B0%D0%B3%D0%B5%D0%BB%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D1%87%D0%BA%D0%B0_%D0%96%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D0%B0


[85] 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ  
Решение геометрических задач 

 

Геометрические задачи – особого рода текстовые задачи, успешность ре-

шения которых зависит от многих факторов. 

Одним из них является грамотно выполненный чертѐж. Выделяют сле-

дующие требования к чертежу геометрической задач – он должен быть верный, 

наглядный и достаточно свободный. 

В некоторых задачах требуется пояснение к чертежу (в большинстве слу-

чаев поясняются элементы, определяющие форму). Пояснение должно заканчи-

вать выводом о существовании фигуры, заданной в условии. 

Примерная схема оформления решения геометрической задачи такова: 

 текст условия, 

 чертѐж, 

 пояснение чертежа, 

 решение в общем виде, 

 нахождение числового значения искомой величины, 

 проверка, 

 ответ. 

Решение задач в общем состоит из составления плана решения и опреде-

ление конечной цепочки шагов для решения; пояснений и обоснования каждого 

шага решения. 

Выделяют три основных вида геометрических задач: на вычисление, на 

доказательство и на построение. 

При решении геометрических задач могут быть использованы различные 

методы. 

1 группа: геометрические методы. 

Дополнительные построения: 

1. В треугольниках бывает полезно провести через одну из вершин прямую, 

параллельную его противоположной стороне (образуется несколько пар подоб-

ных треугольников). 

2. Если в условии есть медиана треугольника, то еѐ нужно продолжить на 

такое же расстояние (получится параллелограмм, стороны и одна диагональ ко-

торого равны сторонам треугольника, а вторая диагональ равна удвоенной ме-

диане). 

Вообще выделяют три разновидности дополнительных построений: 

 продолжение отрезка на определѐнное расстояние или до пересечения с 

заданной прямой; 

 проведение прямой через две заданные точки; 

 проведение через заданную точку прямой, параллельной данной. 

Метод площадей. 

Используется в том случае, когда даѐтся отношение отрезков, располо-

женных на одной прямой (отношение отрезков заменяется отношением площа-
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дей треугольников с общей вершиной, основаниями которых являются рас-

сматриваемые отрезки). 

Метод вспомогательной окружности. 

Это один из наиболее красивых методов. По условию задачи замечается, 

что две или более точек лежат на одной окружности, из чего делаются соответ-

ствующие выводы. 

2 группа: аналитические методы. 

Алгебраические методы. 

Метод поэтапного решения и метод составления уравнений. При этом ве-

личины, заданные в условии задачи и те, которые нужно найти, мы связываем 

цепочкой промежуточных величин, каждая из которых определяется через пре-

дыдущие. 

Метод координат. 

Главное при решении задач эти методом – это удачный выбор системы 

координат. В большинстве случаев, в качестве осей координат выбираются 

прямые, фигурирующие в условии задачи, а также оси симметрии (если они 

есть). 

Векторный метод. 

Можно использовать словарь перевода с естественного языка на вектор-

ный и обратно: 

 Если даны две прямые 
21AA  и 

21BB , то для того, чтобы эти несовпадающие 

прямые были параллельны, необходимо и достаточно, чтобы векторы 

21AA  и 21BB  были коллинеарны, то есть, чтобы R  /  21BB = 21AA . 

 Если А, В, С, D – четыре точки, никакие три из которых не лежат на од-

ной прямой, тогда для того, чтобы все эти точки лежали в одной плоско-

сти, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие действитель-

ные числа   и  , чтобы AD = AB AC . 

 Если 0 byax , векторы a  и b  неколлинеарны, то 0 yx  (то же самое 

для некомпланарных векторов). 

 Если   ,BCA  то ACkAB   и обратно. 

 Если   ,1 OBmOAmOC   то все три точки CBA ,,  лежат на одной прямой. 

 
 .;

2

1
3121 AAAAS 

 
Общий план векторного решения геометрических задач таков: 

 перевод условия задачи на язык векторов (система векторных уравнений 

по условию задачи); 

 выбор базисных векторов; 

 разложение всех введѐнных векторов по базисным; 

 тождественные преобразования системы векторных уравнений; 

 замена векторных уравнений алгебраическими (на основании единствен-

ности разложения по базисным); 

 решение системы алгебраических уравнений; 

 пояснение геометрического смысла полученного решения. 
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Задачи на доказательство представляют собой вид теоремы, поэтому и 

решение такой задачи проводится как доказательство теоремы. В поиск реше-

ния задачи на доказательство входят следующие этапы: 

 построение фигуры, в максимальной степени отвечающей всем условиям 

задачи; 

 поиск свойств фигуры, доказательство справедливости или ложности (це-

лесообразно вести методом полной индукции). 

Методы решения задач на доказательство. 

Методы геометрических преобразований: 

1) метод симметрии (фигура или точка, симметричная данной); 

2) метод параллельного переноса; 

3) метод вращения (фигура или отрезок поворачиваются на какой-то угол); 

4) метод гомотетии и подобия; 

5) метод геометрических мест точек (ГМТ). 

Наиболее употребительные из ГМТ: 

 ГМТ, равноотстоящих от данной точки, есть окружность с центром в этой 

точке; 

 ГМТ, находящихся на данном расстоянии от данной прямой, состоит из 

двух прямых, параллельных данной и отстоящих от неѐ на данном рас-

стоянии; 

 ГМТ, равноотстоящих от двух данных точек, есть прямая, перпендику-

лярная отрезку с концами в данных точках и проходящая через его сере-

дину; 

 ГМТ, из которых отрезок АВ виден под данным углом  , и которые ле-

жат по одну сторону от АВ, есть дуга окружности с концами в точках А и 

В; 

 ГМТ, равноудалѐнных от двух данных пересекающихся прямых есть бис-

сектрисы углов, которые получаются при пересечении этих прямых; 

 ГМТ, расстояния которых от двух данных точек находятся в данном от-

ношении nm : , причѐм nm : 1 , есть окружность, которая называется ок-

ружностью Аполлония; 

 ГМТ, расстояния которых от двух данных прямых находится в данном 

отношении  , состоит из двух прямых; 

 ГМТ, разность квадратов расстояний которых от двух данных точек по-

стоянна, есть прямая, перпендикулярная прямой, соединяющей данные 

точки; 

 ГМТ, из которых касательные, проведѐнные к двум данным окружностям 

равны, есть прямая (если окружности не пересекаются) или часть прямой, 

проходящей через точки пересечений вне окружностей с концами в этих 

точках пересечения; 

 ГМТ, из которых данный отрезок виден под постоянным углом, состоит 

из двух дуг окружностей симметрично расположенных относительно 

данного отрезка; 
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 ГМТ, равноудалѐнных от трѐх заданных точек, не лежащих на одной 

прямой, является центр окружности, проходящей через три данные точки; 

 ГМТ (в пространстве), расстояния которых до данной точки О равны R  

есть сфера с центром в точке О и радиуса R . 

Замечание. ГМТ точек рассматриваются не только в планиметрии. 

Для нахождения геометрических мест во многих случаях используют: 

1) метод координат (чтобы получить соответствующие уравнения). 

2) метод алгебраических преобразований (по условиям задачи составляется 

уравнение или система уравнений). 

3) метод инверсии. 

4) метод, использующий свойства равновеликости и равносоставленности. 

Приѐмы доказательства: 

o приѐм преобразования условий (синтез); 

o приѐм преобразования заключения (восходящий и нисходящий анализ); 

o приѐм попеременного преобразования то условия, то заключения (анализ 

через синтез, челнок); 

o доказательство от противного; 

o метод построения правильных умозаключений (в этом случае некоторые 

предложения исключаются); 

o методы конкретизации, обобщения, аналогии, индукции и др.; 

o приѐм разбиения задачи на разрешимые подзадачи. 
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