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ВВЕДЕНИЕ 

 

Компьютерное моделирование экономических процессов становится не 

объемлемым элементом подготовки современного экономиста. Данное учеб-

ное пособие ориентировано на формирование у студентов навыков практиче-

ского выполнения достаточно сложного комплекса расчетов по эконометрике 

и проведению с ними вычислительных экспериментов. 

В учебно-методическом пособии рассмотрены вопросы построения 

экономико-математических моделей основных типов задач эконометрики и 

способы их решения средствами табличного редактора Microsoft Excel. 

В пособие включены лабораторные задания по всем темам, предусмот-

ренных рабочей программой курса «Эконометрика». Задания по каждой теме 

содержат справочную информацию по расчетным формулам и методам, ис-

пользуемым при выполнении заданий. Чтобы облегчить понимание и уско-

рить овладение учебным материалом, в начале каждой темы приведено под-

робное решение типового задания с соответствующим выводом результатов. 

Навыки, полученные при решении типового задания, закрепляются в процес-

се самостоятельной работы над выполнением лабораторных работ. 

Задания лабораторного практикума могут выполняться как с использо-

ванием Excel, так и любого статистического или эконометрического пакета 

(STATISTICA, SPSS, STATS, STATGRAPHICS). Однако автор предусмотрел 

выполнение компьютерных типовых задач в среде табличного процессора 

Excel, как наиболее известной и доступной. 
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1. ЛИНЕЙНАЯ ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ 

 

1.1. Методические рекомендации к решению типовых задач 

 

Пример 1 

По семи территориям Уральского района за 200Х г. известны значения 

двух признаков (таблица 1). 

 

Таблица 1 

 

Значения признаков по территориям Уральского района 

 

Для характеристики зависимости у от х рассчитать параметры следую-

щих функций: а) линейной; б) степенной; в) показательной; г) равносторон-

ней гиперболы. Оценить каждую модель через среднюю ошибку аппрокси-

мации А и F-критерий Фишера. 

Решение 

1а. Для расчета параметров  a  и b  линейной  регрессии у=a+bх ре-

шаем систему нормальных уравнений относительно а и b: 

    (1) 

По исходным данным рассчитаем нужные неизвестные: ∑y, ∑x, ∑yx, 

∑x², ∑y². Данные расчет представлены на рисунке 1 и 2. 

 

Район Расходы на покупку продо-

вольственных товаров в общих 

расходах, %, у 

Среднедневная зара-

ботная плата одного рабо-

тающего, руб., х 

Удмуртская республика 68,8 45,1 

Свердловская обл. 61,2 59,0 

Башкортостан 59,9 57,2 

Челябинская обл. 56,7 61,8 

Пермская обл. 55,0 58,8 

Курганская обл. 54,3 47,2 

Оренбургская обл. 49,3 55,2 
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b =  

a = y̅ - b∙x̅ = 57,89-0,35∙54,9=76,9 

Уравнение регрессии: = 76,88 - 0,35х. С увеличением среднеднев-

ной заработной платы на 1 руб. доля расходов на покупку продовольствен-

ных товаров снижается в среднем на 0,35 %. Рассчитаем линейный коэффи-

циент парной корреляции: 

rxy = 4 

Связь умеренная, обратная. 

Определим коэффициент детерминации: 

r²xy = (-0,354)² = 0,125 

Вариация результата на 12,5% объясняется вариацией фактора х. Под-

ставляя в уравнение регрессии фактические значения х, определим теорети-

ческие (расчетные) значения . Найдем величину средней ошибки ап-

проксимации . 

В среднем расчетные значения отклоняются от фактических на 8,1%. 

Рассчитаем F-критерий: 

Fфакт =  

Поскольку 1 < F < ∞, следует рассмотреть  

 

Рис. 1. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами примера 1а 
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Рис. 2. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

примера 1а 

 

Полученное значение указывает на необходимость принять гипотезу о 

случайной природе выявленной зависимости и статистической незначимости 

параметров уравнения и показателя тесноты связи. 

1б.  Построению степенной модели у = а∙  предшествует процедура 

линеаризации переменных. В примере линеаризация производится путем ло-

гарифмирования обеих частей уравнения: 

lgy = lga + b∙1gx 

Y = C + b∙X, 

где Y=lg y, X=lg x, C = lg a. 

Расчет представлен на рисунке 3 и 4. 

 

Рис. 3. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами примера 1б 



 

8 
 

 
Рис. 4. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

примера 1б 

 

Рассчитаем C и b: 

b = , 

C = y̅ - b∙x̅ =1,7605+0,298∙1,7170= 2,278. 

Получим линейное уравнение: Y = 2,278 -0,298∙X. 

Выполнив его потенцирование, получим: 

∙ = 189,7∙  

Подставляя в данное уравнение фактические значения х, получаем тео-

ретические значения результата . По ним рассчитаем показатели: тесно-

ты связи - индекс корреляции ρху и среднюю ошибку аппроксимации : 

 

 

Характеристики степенной модели указывают, что она несколько лучше 

линейной функции описывает взаимосвязь. 

1в. Построению уравнения показательной кривой у= предшеству-

ет процедура линеаризации переменных при логарифмировании обеих частей 

уравнения: 

lg y = lg a + x ∙lg b 

Y = С +В∙х,  

где Y = lg y, С = lg а, В = lg b. 

Расчет представлен на рисунке 5 и 6. 
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Рис. 5. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами примера 1в 

 

 

Рис. 6. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

примера 1в 

 

 

A= -B∙ = 1,7605+0,0023∙54,9=1,887. 

Получено линейное уравнение: =1,887-0,0023∙x. 

Произведем потенцирование полученного уравнения и запишем его в 

обычной форме: 

 

Тесноту связи оценим через индекс корреляции ρху: 
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Связь умеренная. А = 8,0%, что говорит о повышенной ошибке аппрок-

симации, но в допустимых пределах. Показательная функция чуть хуже, чем 

степенная, она описывает изучаемую зависимость. 

1г. Уравнение равносторонней гиперболы   линеаризуется 

при замене: . Тогда .  Для расчетов используем данные рис. 

7 и 8.  

 

Рис. 7. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами примера 1г 

 

 Рис. 8. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

примера 1г 

 

Значение параметров регрессии a и b составили: 
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           Получено уравнение:  

           Индекс корреляции:  

 По уравнению равносторонней гиперболы получено наиболь-

шая оценка тесноты связи:  (по сравнению с линейной, степен-

ной и показательной регрессиями).  остается на допустимом уровне: 

 

где  

Следовательно, принимается гипотеза  о статистически незначимых 

параметрах этого уравнения. Этот результат можно объяснить сравнительно 

невысокой теснотой выявленной зависимости и небольшим числом наблю-

дений. 

Пример 2 

По территориям региона приводятся данные за 200Х г. (таблица 2). 

 

Таблица 2 

 

Значения признаков по территориям 

 

Номер региона Среднедушевой прожиточный мини-

мум в день одного трудоспособного, 

руб., х 

Среднедневная заработная 

плата, руб., у 

1 78 133 

2 82 148 

3 87 134 

4 79 154 

5 89 162 

6 106 195 

7 67 139 

8 88 158 

9 73 152 

10 87 162 

11 76 159 

12 115 173 
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1. Построить линейное уравнение парной регрессии у от х.  

2. Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и среднюю 

ошибку аппроксимации. 

3. Оценить статистическую значимость параметров регрессии и корре-

ляции.  

4. Выполнить прогноз заработной платы у при прогнозном значении 

среднедушевого прожиточного минимумах, составляющем 107% от среднего 

уровня. 

5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его дове-

рительный интервал. 

Решение 

1. Расчет параметров уравнения линейной регрессии представлен на 

рисунке 9 и 10. 

 

 

Рис. 9. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами примера 2  

 
Рис.10. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

примера 2 
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Получено уравнение регрессии:  

C увеличением среднедушевого прожиточного минимума на 1 руб. 

среднедневная заработная плата возрастает в среднем на 0,92 руб. 

2. Тесноту линейной связи оценит коэффициент корреляции: 

 

Это означает, что 52% вариации заработной платы (у) объясняется ва-

риацией фактора х - среднедушевого прожиточного минимума. Качество мо-

дели определяет средняя ошибка аппроксимации: 

 

Качество построенной модели оценивается как хорошее, так как  не 

превышает 8 - 10%. 

3. Оценку статистической значимости параметров регрессии проведем 

с помощью t-статистики Стьюдента и путем расчета доверительного интер-

вала каждого из показателей. 

Выдвигаем гипотезу Н0 о статистически незначимом отличии показате-

лей от нуля:  

 для числа степеней свободы  

составит 2,23.  

Определим случайные ошибки  

 

 

 

Тогда  
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Фактические значения t-статистики превосходят табличные значения: 

 

поэтому гипотеза Н0 отклоняется, т. е. a, b и  не случайно отличаются от 

нуля, а статистически значимы. 

Рассчитаем доверительный интервал для a и b. Для этого определим пре-

дельную ошибку для каждого показателя: 

 

 

Доверительные интервалы: 

 

 

 

 

 

 

Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов приводит 

к выводу о том, что с вероятностью р = 1 - = 0,95 параметры a и b, находясь 

в указанных границах, не принимают нулевых значений, т.е. не являются 

статистически незначимыми и существенно отличны от нуля. 

4. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать 

его для прогноза. Если прогнозное значение прожиточного минимума соста-

вит:  тогда прогнозное значение 

прожиточного минимума составит: 

= 77 + 0,92 ∙ 91,6 = 161 тыс. руб. 

5. Ошибка прогноза составит: 

 

Предельная ошибка прогноза, которая в 95% случаев не будет превы-

шена, составит: 

 
Доверительный интервал прогноза: 
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Выполненный прогноз среднемесячной заработной платы оказался на-

дежным (р = 1 -  = 1 - 0,05 = 0,95), но неточным, так как диапазон верхней и 

нижней границ доверительного интервала  составляет 1,95 раза: 

 

Пример 3 

По группе предприятий, производящих однородную продукцию, из-

вестно, как зависит себестоимость единицы продукции у от факторов, приве-

денных в таблице 3. 

 

Таблица 3 

 

Зависимость себестоимость единицы продукции у от факторов 

 

Признак-фактор Уравнение парной рег-

рессии 

Среднее значение фак-

тора 

Объем производства, 

млн. руб., x1 

  =2,64 

Трудоемкость единицы 

прод., чел./час, x2 

= 9,30+9,83∙  = 1,38 

Оптовая цена за 1 т энер-

гоносителя, млн руб., x3 
 = 1,503 

Доля прибыли, изымае-

мой государством, %, x4 

  = 26,3 

  

1) Определить с помощью коэффициентов эластичности силу влияния 

каждого фактора на результат; 

2) Ранжировать факторы по силе влияния. 

Решение 

1. Для уравнения равносторонней гиперболы 
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Для уравнения прямой  = 9,30+9,83∙ : 

 
Для уравнения степенной зависимости  

 

 
Для уравнения показательной зависимости 

 

a∙

 

2. Сравнивая значения ухi, ранжируем хj по силе их влияния на себе-

стоимость единицы продукции: 

а) ух3 = 1,63%;      в) уx2 = 0,59%; 

б) yx1= -0,973%;    г) уx4 = 0,42%. 

Для формирования уровня себестоимости продукции группы предпри-

ятий первоочередное значение имеют цены на энергоносители; в гораздо 

меньшей степени влияют трудоемкость продукции и отчисляемая часть при-

были. Фактором снижения себестоимости выступает размер производства: с 

ростом его на 1% себестоимость единицы продукции снижается на -0,97%. 

Пример 4 

Зависимость потребления продукта А от среднедушевого дохода по 

данным 20 семей характеризуется следующим образом: уравнение регрессии 

х = 2 ∙ ; индекс корреляции ρху = 0,9; остаточная дисперсия  = 0,06. 

Провести дисперсионный анализ полученных результатов. Решение  

Результаты дисперсионного анализа приведены в таблица 4. 

Таблица 4  

Результаты дисперсионного анализа 

Вариация 

результата  

y 

Число степеней сво-

боды 

Сумма квад-

ратов откло-

нений, S 

Дисперсия на 

одну степень 

свободы, D 

Fфакт F табл 

а = 0,05,   

k1 =1, k2 = 18 

 

Общая d f =n - 1 = 19 6,316 - - - 

Факторная k1 = m= 1 5,116 5,116 76,7 4,41 

Остаточная k 2  =п -т  - 1 = 18 1,200 0,0667 - - 
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В силу того, что Fфакт = 76,7 > Fтабл = 4,4, гипотеза о случайности разли-

чий факторной и остаточной дисперсий отклоняется. Эти различия сущест-

венны, статистически значимы, уравнение надежно, значимо, показатель тес-

ноты связи надежен и отражает устойчивую зависимость потребления про-

дукта А от среднедушевого дохода. 

Задание 1 

Определить зависимости между сменной добычей известняка на одного 

рабочего (переменная Y, измеряемая в тоннах) и мощностью пласта (перемен-

ная X, измеряемая в метрах), результаты которых представлены таблицей 5. 

 

Таблица 5 

 

Исходные данные задачи 

 

Номер на-

блюдения (i) Мощность пласта, м (xi ) 

Добыча известняка на одного 

рабочего, т. (yi ) 

1 9+n 5+n 

2 12+n 10+n 

3 13+n 10+n 

4 10+n 7+n 

5 9+n 5+n 

6 9+n 6+n 

7 10+n 6+n 

8 10+n 5+n 

9 9+n 6+n 

10 13+n 8+n 

Замечание. n – номер варианта студента. 
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1.2. Лабораторная работа № 1 

Определение уравнения линейной регрессии 

 

 Цель работы. Определение уравнения линейной регрессии и вычис-

ление коэффициентов уравнения линейной регрессии по пространственной 

выборке табл. 5 

Ход работы.  

1. Вычислить коэффициенты a  и b  линейной  регрессии и записать 

уравнение у=a+bх , используя табличный процессор Excel.  

2. Используя получено уравнение, определите производительность 

труда рабочего, если толщина угольного слоя равна:  

а) 8.5 метров (интерполяция данных);  

б) 14 метров (экстраполяция данных). 

Пример решения исходного примера представлен на рис. 11.  

 

 
Рис. 11. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами вычисления коэффициентов линейной регрессии 

 

1.3. Лабораторная работа № 2 

Вычисление выборочного  коэффициента корреляции 

 

Цель работы. Вычисление выборочного коэффициента корреляции   

по пространственной выборке таб. 5. 

Ход работы. 

1. Вычислить выборочный коэффициент корреляции по пространст-

венной выборке таб. 5, используя табличный процессор Excel.  

Пример решения исходного примера представлен на рис. 12.  
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Рис. 12. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами вычисления коэффициента корреляции 

 

1.4. Лабораторная работа № 3 

Вычисление оценок  дисперсий коэффициентов парной линейной 

регрессии 

Цель работы. Вычислить оценки 
22 , bа ss  для дисперсий коэффициен-

тов а, b, определенных в лабораторной работе № 1. 

Ход работы. 

1. Вычислить оценки 
22 , bа ss  для дисперсий коэффициентов а, b по 

пространственной выборке таб. 5., используя табличный процессор Excel.  

Пример решения исходного примера представлен на рис. 13.   

 
Рис. 13. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами вычисления оценок для дисперсий и коэффициентов 
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1.5. Лабораторная работа № 4 

Функции excel для вычисления коэффициентов парной линейной 

регрессии 

 

Цель работы. Вычислить коэффициенты уравнения линейной регрес-

сии по пространственной выборке таб. 5, используя функции Excel. 

Ход работы. 

1. Вычислить коэффициенты уравнения линейной регрессии по про-

странственной выборке таб. 5. Используя следующие функции Excel: 

Для вычисления коэффициента а:  

ОТРЕЗОК (диапазон_значений_ y ; диапазон_значений_ x ). 

Для вычисления коэффициента b:   

НАКЛОН (диапазон_значений_ y ; диапазон_значений_ x ). 

Для вычисления значения линейной парной регрессии при заданном 

значении независимой переменной (обозначена через z ) :  

ПРЕДСКАЗ ( z ;диапазон_значений_ y ;диапазон_значений_ x ). 

Для вычисления оценки s  для среднеквадратического отклонения    

возмущений i   и обращение имеет вид (YX – латинские буквы):  

СТОШYX(диапазон_значений_ y ; диапазон_значений_ x ). 

2. Сравните вычисленные значения а, b,S с значениями, полученными 

в лабораторных работах № 1 и  № 3. 

Пример решения задания представлен на рис. 14.   

 
Рис. 14. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами  
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1.6.  Лабораторная работа № 5 

Построение интервальной оценки для функции парной линейной 

регрессии  

  

Цель работы. Построение  интервальной оценки для функции регрес-

сии ( ) ( | )f x M Y x  с надежностью  = 0.95, используя для этого уравнение рег-

рессии ˆ( )y x , построенное в лабораторной работе № 1. 

Ход работы. 

1. Построить интервальные оценки для функции регрессии 

( ) ( | )f x M Y x  с надежностью  = 0.95. Используя следующие функции Excel: 

( , 2)t n  =СТЬЮДРАСПОБР(1 ; 2n  ). 

Значения нижней 
H

iy и верхней 
B

iy  границ интервала вычислить для 

, 1,...,10ix x i  . Величины 

10
2

1

( )i

i

x x


 ,  
2s , x  (ячейки В16:В18) и коэф-

фициенты а, b (В1:В2) взяты из предыдущих лабораторных работ. Величина 

(0.95,10 2)t   = СТЬЮДРАСПОБР( 0.05;10 2 ) = 2.31. 

Пример решения задания представлен на рис. 15.   

 

 
 

Рис.15. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами интервальной оценки для ( ) ( | )f x M Y x  
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1.7. Лабораторная работа № 6 

Проверка значимости уравнения линейной регрессии по критерию 

Фишера 

 

Цель работы. По данным таблицы 5 оценить на уровне  = 0.05 зна-

чимость уравнения регрессии ˆ( ) 2.75 1.016y x x    , построенного в лабора-

торной работе № 1.  

Ход работы. 

1. Оценить на уровне  = 0.05 значимость уравнения регрессии 

ˆ( ) 2.75 1.016y x x    . Используя следующие функции Excel: 

1 ;1; 2nF   = FРАСПОБР( ;1; 2n  ). 

Значения  Qe , r eQ Q Q   и критерий F. В столбце D значения вычис-

ляются по формуле ˆ ˆ( ) 2.75 1.016i i iy y x x     . Значения коэффициентов а и 

b  взяты из лабораторной работы  № 1.  

2. Сделать вывод. 

Пример решения задания представлен на рис. 16.   

 

 

Рис. 16. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с расчетными 

формулами вычисления величины  F – критерия 

 

 



 

23 
 

2. НЕЛИНЕЙНАЯ ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ 

 

Задание 2.  В таблице 6 приведены  значения независимой переменной 

X (доход российской семьи  в тыс. руб.) и значения зависимой переменной 

Y (доля расходов на товары длительного пользования в процентах от общей 

суммы расходов). 

Таблица 6 

 

Исходные данные задачи 

 

Номер наблюде-

ния (i) 

Доход российской семьи в 

тыс. руб. (xi ) 

Доля расходов на товары длитель-

ного пользования в процентах от 

общей суммы расходов), %. (yi ) 

1 1+n 11+n 

2 2+n 14,4+n 

3 3+n 16,4+n 

4 4+n 17,5+n 

5 5+n 19,6+n 

6 6+n 20,1+n 

Замечание. n - номер варианта студента. 

 

2.1. Лабораторная работа № 7 

Построение нелинейной регрессии с использованием команды  

«добавить линию тренда» 

 

Цель работы. Научится строить уравнение нелинейной регрессии с 

использованием команды «Добавить линию тренда».  

Ход работы.  

1. Используя пространственную выборку табл. 6 необходимо постро-

ить уравнение нелинейной регрессии вида у = а∙  с использованием коман-

ды «Добавить линию тренда» и вычислить коэффициент детерминации 
2R .  

Команда «Добавить линию тренда». Используется для выделения 

тренда (медленных изменений) при анализе временных рядов. Однако эту 

команду можно использовать и для построения уравнения нелинейной рег-

рессии, рассматривая в качестве времени t  независимую переменную x . 

 Эта команда позволяет построить следующие уравнения регрессии:  

Для построения одной из перечисленных регрессий необходимо вы-

полнить следующие шаги:  
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Шаг 1. В выбранном листе Excel ввести по столбцам исходные данные 

niyx ii ,,2,1},,{   (см. рис. 17). 

Шаг 2. По этим данным построить график в декартовый системе коор-

динат (см. рис 17). 

Шаг 3. Установить курсор на построенном графике, сделать щелчок 

правой кнопкой и в появившемся контекстном меню выполнить команду  

Добавить линию тренда (см. рис. 17). 

Шаг 4. В появившемся диалоговом окне (см. рис. 18) активизировать 

закладку «Тип» и выбрать нужное уравнение регрессии. 

Шаг 5. Активизировать закладку «Параметры» (см. рис. 18) и  «вклю-

чить» необходимые для нас опции: 

 «Показать уравнение на диаграмме» - на диаграмме будет показано 

выбранное уравнение регрессии с вычисленным коэффициентами; 

 «Поместить на диаграмму величину достоверности аппроксимации 

(R^2)» - на диаграмме будет показана значение коэффициент детерминации 
2R  (для нелинейной регрессии -индекс  детерминации.  Если по построенно-

му уравнению регрессии необходимо выполнить прогноз, то нужно указать 

число периодов прогноза (см. рис. 17). 

Назначение других опций понятны из своих названий.  

Шаг 6.  После задания всех перечисленных опций щелкнуть на кнопке 

«OK» и на диаграмме появиться формула построенного уравнения регрессии 

и значение индекса детерминации 
2R (рис. 18). 

 

 

Рис. 17.  Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel построение 

графика по исходным данным 
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Рис. 18. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel выбор вида 

уравнения регрессии 

 

2.2. Лабораторная работа № 8 

Выбор наилучшей нелинейной регрессии по приведенному 

коэффициенту детерминации 

 

Цель работы. Научится строить различные виды уравнений нелиней-

ной регрессии с использованием команды «Добавить линию тренда».  

Ход работы.  

1. Используя пространственную выборку таблицы 6 и команду «Доба-

вить линию тренда» построить шесть уравнений нелинейной регрессии: 

 линейную у = а∙ ; 

 полиноминальную  k

k xbxbay  1   ( 6k  )(при 2m  и 3m  ); 

 логарифмическую xbay ln1 ; 

 степенную  1bxay  ; 

 экспоненциальную хb
еay 1 . 

2. Определить для  каждого уравнения коэффициент детерминации 

2R (значение выводится), приведенный коэффициент детерминации 
2R̂ (зна-

чение вычисляется) и по максимальному значению 
2R̂  найти наилучшее и  

наихудшее уравнение нелинейной регрессии.  

Пример решения задания представлен на рис. 19.   
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Рис. 19. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel построение 

графиков по исходным данным 

 

Замечание. Коэффициент детерминации  
2R  характеризует близость 

построенной регрессии к исходным данным, которые содержат «нежелатель-

ную» случайную составляющую  . Очевидно, что, построив по данным таб. 

7  полином 5-ого порядка, получаем «идеальное» значение 12 R , по такое 

уравнение содержит в себе не только независимую переменную X , но со-

ставляющую   и это снижает точность использования построенного уравне-

ния  для прогноза. Поэтому при выборе уравнения регрессии надо учитывать 

не только величину 2R , но и «сложность» регрессионного уравнения, опреде-

ляемое количеством коэффициентов уравнения. Такой учет удачно реализо-

ван в так называемом приведенном коэффициенте  детерминации: 
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2 2( 1) 1ˆ 1 1 (1 )
( )

en Q n
R R

n m Q n m

  
     

  
,       (2) 

где m - количество вычисляемых коэффициентов регрессии. Видно, что при 

неизменных QQe ,  увеличение m  уменьшает значение 
2R̂ . Если количество 

коэффициентов у сравниваемых уравнений регрессии одинаково (например, 

2m  ), то отбор наилучшей регрессии можно осуществлять  по величине 

2R . Если в уравнениях регрессии меняется число коэффициентов, то такой 

отбор целесообразно  по величине 
2R̂ . 

Значение коэффициентов детерминации 
2R  и 

2R̂ представим в табл. 7. 

 

Таблица 7 

 

№ Уравнение 2R  2R̂  

1 ˆ 9.28 1.777y x   0.949 0.938 

2 ˆ 9.8759 5.1289 lny x    0.9916 0.9895 

3 
2ˆ 6.93 3.5396 0.2518y x x    

(полиноминальная, 2m ) 

 

0.9896 

 

0.9827 

 

4 

2

3

ˆ 5.8333 4.9192 0.7087

0.0435

y x x

x

     

 
 

(полиноминальная, 3m ) 

 

 

0.9917 

 

 

0.9792 

5 0.3626ˆ 10.18y x  0.9921 0.9901 

6 0.1225ˆ 9.8675 xy e   0.9029 0,8786 

 

В качестве «наилучшего» уравнения регрессии выбираем уравнение, 

имеющее наибольшую величину приведенный коэффициент детерминации 

2R̂ . Из таб. 7 видно, что таким уравнением является степенная функции (в 

таблице  строка с этой функцией выделена серым цветом). 
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2.3. Лабораторная работа № 9 

Решение задач с помощью встроенных статистических функция 

 

Цель работы. Научится строить различные виды уравнений линейной 

и нелинейной регрессии с использованием встроенных статистических функ-

ций  

Ход работы.  

1. Встроенная статистическая функция ЛИНЕЙН определяет пара-

метры линейной регрессии у = а + b х.   

Порядок вычисления следующий: 

1) введите исходные данные или откройте существующий файл, со-

держащий анализируемые данные; 

2) выделите область пустых ячеек 5x2 (5 строк, 2 столбца) для вывода 

результатов регрессионной статистики или область 1x2 - для получения 

только оценок коэффициентов регрессии; 

3) активизируйте Мастер функций любым из способов: 

а)в главном меню выберите Вставка/Функция; 

б)на панели инструментов Стандартная щелкните по кнопке Вставка 

функции; 

4) в окне Категория (рис. 20) выберите Статистические, в окне Функ-

ция - ЛИНЕЙН. Щелкните по кнопке ОК; 

 

 

Рис. 20. Диалоговое окно «Мастер функций» 

 

5) заполните аргументы функции (рис. 21): 

Известные_значения_у - диапазон, содержащий данные результативно-

го признака; 
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Известные_значения_х - диапазон, содержащий данные факторов неза-

висимого признака; 

Константа - логическое значение, которое указывает на наличие или 

на отсутствие свободного члена в уравнении; если Константа = 1, то сво-

бодный член рассчитывается обычным образом, если Константа = 0, то сво-

бодный член равен 0; Статистика - логическое значение, которое указыва-

ет, выводить дополнительную информацию по регрессионному анализу или 

нет. Если Статистика = 1, то дополнительная информация выводится, если 

Статистика - 0, то выводятся только оценки параметров уравнения. Щелк-

ните по кнопке ОК; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 21. Диалоговое окно ввода аргументов функции ЛИНЕЙН. 

 

6) в левой верхней ячейке выделенной области появится первый эле-

мент итоговой таблицы. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите на клавишу 

<F2>, а затем - на комбинацию клавиш <CTRL>+<SHIFT>+<ENTER>. 

Дополнительная регрессионная статистика будет выводиться в поряд-

ке, указанном в следующей схеме (таб. 8). 

Таблица 8 

 

Регрессионная статистика 

 

Значение коэффициента b Значение коэффициента а 

Среднеквадратическое отклонение b Среднеквадратическое отклонение а 

Коэффициент детерминации R
2
 Среднеквадратическое отклонение у 

F-статистика Число степеней свободы 

Регрессионная сумма квадратов Остаточная сумма квадратов 
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Для вычисления параметров экспоненциальной кривой  в MS 

Excel применяется встроенная статистическая функция ЛГРФПРИБЛ. По-

рядок вычисления аналогичен применению функции ЛИНЕЙН. 

Для данных из примера 2 результат вычисления функции ЛИНЕЙН 

представлен на рис. 22, функции ЛГРФПРИБЛ - на рис. 23. 

 

 

Рис. 22. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel результатом 

вычисления функции ЛИНЕЙН 

 

 
Рис. 23. Результат вычисления функции ЛГРФПРИБЛ 
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2.4. Лабораторная работа № 10 

Решение задач с помощью с помощью инструмента Анализа данных 

Регрессия 

 

Цель работы. Научится строить различные виды уравнений линейной 

и нелинейной регрессии с использованием встроенных статистических функ-

ций  

Ход работы.  

1. С помощью инструмента анализа данных Регрессия, помимо резуль-

татов регрессионной статистики, дисперсионного анализа и доверительных 

интервалов, можно получить остатки и графики подбора линии регрессии, 

остатков и нормальной вероятности Порядок действий следующий. 

1) проверьте доступ к пакету анализа В главном меню последовательно 

выберите Сервис /Надстройки. Установите флажок Пакет анализа (рис. 24); 

 

 
Рис. 24. Подключение надстройки Пакет анализа 

 

2) в главном меню выберите Сервис/Анализ данных/Регрессия. 

Щелкните по кнопке ОК; 

3) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода 

(рис.25). 

Входной интервал Y – диапазон, содержащий данные результативного 

признака, 

Входной интервал X – диапазон, содержащий данные факторов неза-

висимого признака; 

Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка на-

звания столбцов или нет; 
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Константа – ноль – флажок, указывающий на наличие или отсутствие 

свободного члена в уравнении; 

Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку бу-

дущего диапазона; 

Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового листа. 

Если необходимо получить информацию и графики остатков, устано-

вите соответствующие флажки в диалоговом окне. Щелкните по кнопке ОК.  

 

 

Рис. 26. Диалоговое окно ввода параметров инструмента Регрессия 

 

Результаты регрессионного анализа для данных из примера 2 представ-

лены на рис. 27.  

 

Рис. 27. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с результатом 

применения инструмента Регрессия 
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3. ЛИНЕЙНАЯ МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ 

  

Эта тема включает выполнение лабораторных работ, посвященных по-

строению и исследованию уравнения линейной множественной регрессии 

вида           кк хbxbby  110            (3) 

Пространственная выборка для построения этого уравнения взята из 

следующего примера.  

Задание 3. Определить зависимости между сменной добычей известня-

ка на одного рабочего (переменная Y, измеряемая в тоннах) и мощностью 

пласта (переменная X1,  измеряется в метрах) и уровнем механизации работ 

(переменная X2, измеряется в процентах), результаты которых представлены 

таблицей 9 

 

Таблица 9 

 

Исходные данные задачи 

 

Номер на-

блюдения (i) 

Мощность пла-

ста, м (xi1 ) 

Уровень механиза-

ции работ, % (xi2 ) 

Добыча известняка на 

одного рабочего, т. (yi ) 

1 9+n 6+n 5+n 

2 12+n 9+n 10+n 

3 13+n 9+n 10+n 

4 10+n 6+n 7+n 

5 9+n 8+n 5+n 

6 9+n 9+n 6+n 

7 10+n 7+n 6+n 

8 10+n 5+n 5+n 

9 9+n 6+n 6+n 

10 13+n 8+n 8+n 

Замечание. n - номер варианта студента. 
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3.1. Лабораторная работа № 11 

Вычисление коэффициентов линейной множественной регрессии 

 

Цель работы. Используя пространственную выборку таблицы 9 необ-

ходимо вычислить вектор коэффициентов 

0

1

2

b

b b

b


 

уравнения регрессии (3). 

Ход работы.  

Вектор коэффициентов, найденный методом наименьших квадратов 

является решением следующей системы  уравнений: 

T TX Xb X y , 

где X - матрица размера 10 3 , первый столбец которой составлен из 1, а 

другие два столбца составлены из значений 1 2,i ix x ,т.е.   матрица X  имеет 

следующую структуру (символы … означают не отображенные элементы) 

1 8 5

1 11 8

1 12 7

X 
   , 

а y - вектор, составленный из 10  значений iy , т.е.  

5

10

8

y 
 . 

Матрица TX X имеет обратную матрицу  
1

TX X


 и тогда вектор коэф-

фициентов вычисляется  в  виде: 

1( )Tb A X y .             (4) 

Для реализации этой матричной формулы  необходимо выполнить сле-

дующие операции: транспонирование; умножение матриц (частный случай – 

умножение матрицы на вектор); вычисление обратной матрицы. Все эти опе-

рации можно реализовать с помощью следующих для работы с матричных 

функциями Excel: 
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1) обратиться к Мастеру функций и выберем нужную категорию 

функций, затем указать имя функции и задать соответствующие диапазоны 

ячеек, или ввести с клавиатуры имя функции задать соответствующие диапа-

зоны ячеек. 

 Транспонирование матрицы осуществляется с помощью функции  

ТРАНСП (категория функций – Ссылки и массивы). Обращение к функции 

имеет вид: ТРАНСП (диапазон  ячеек), где параметр диапазон ячеек задает 

все элементы транспонируемой матрицы (или вектора). 

 Умножение матриц осуществляется с помощью функции МУМНОЖ 

(категория функций – Математические). Обращение к функции имеет вид: 

МУМНОЖ(диапазон_1;диапазон_2),  

где  параметр диапазон_1 задает элементы первой из перемножаемых мат-

риц, а параметр диапазон_2 – элементы второй матрицы. При этом перемно-

жаемые матрицы должны иметь соответствующие размеры (если первая мат-

рица n k ,  вторая - k m , то результатом будет матрица  n m ). 

 Обращение матрицы (вычисление обратной матрицы) осуществля-

ется с помощью функции МОБР (категория функций – Математические). 

Обращение к функции имеет вид: 

МОБР (диапазон ячеек),  

где параметр диапазон ячеек задает все элементы обращаемой матрицы, ко-

торая должна быть квадратной и невырожденной. 

Замечание. При использовании этих функций необходимо соблюдать 

следующий порядок действий: 

 выделить фрагмент ячеек, в которые будет занесен результат выпол-

нения матричных функций (при этом надо учитывать размеры исходных 

матриц); 

 ввести арифметическое выражение, содержащее обращение к мат-

ричным функциям Excel; 

 одновременно нажать клавиши [Ctrl], [Shift], [Enter]. Если этого не 

сделать, то вычислится только один элемент результирующей матрицы  или 

вектора. 

Сформируем матрицу X  и вектор y  (см. рис. 28).  
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Рис. 28. Вычисление коэффициентов множественной  регрессии 

 

Затем выполним формирование матрицы 
TX X , вектора

TX y  и вычис-

ление вектора 
T

bbbb 210 ,, по формуле (4). Все эти вычисления показаны 

на рис. 28.  Получен вектор коэффициентов 

3.5393

0.8539

0.3670

b



  и тогда уравнение 

регрессии (3) примет вид: 1 2 1 2
ˆ( , ) 3.54 0.854 0.367y x x x x    . 

 

3.2 Лабораторная работа № 12 

Вычисление коэффициентов линейной множественной регрессии и 

проверка значимости в режиме Регрессия 

 

Цель работы. Используя пространственную выборку таблицы 9 и ис-

пользуя режим Регрессия необходимо вычислить вектор коэффициентов 

уравнения регрессии 

1 2 0 1 1 2 2
ˆ( , )y x x b b x b x     .          (4) 

Ход работы. Первоначально введем  в столбец С десять значений пер-

вой переменной, в столбец D - десять значений первой переменной (см. рис. 

29), а в столбец F – десять значений зависимой переменной.  
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Вызовем режима  Регрессия модуля Анализ данных (см. Лаб. раб. №10). 

Зададим необходимые параметры  (см. рис. 29). 

 

 

Рис. 29. Диалоговое окно режима  Регрессия 

 

Результаты работы приводятся рис. 30-35. Заметим, из-за большой 

«ширины» таблиц, в которых выводятся результаты работы режима Регрес-

сия,  часть результатов  помещены  в другие ячейки.   

 

 
Рис. 30. Результаты работы режима  Регрессия 

 

Дадим краткую интерпретацию показателям, значения которых вычис-

ляются в режиме Регрессия. Первоначально рассмотрим показатели, объеди-

ненные названием Регрессионная статистика (см. рис. 30). 

Множественный R - корень квадратный из коэффициента детермина-

ции. 

R квадрат – коэффициент детерминации 2R . 
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Нормированный R  квадрат – приведенный коэффициент детермина-

ции 
2R̂  (см. формулу (2)). 

Стандартная ошибка – оценка s  для среднеквадратического отклоне-

ния  . 

Наблюдения – число наблюдений n . 

Перейдем к показателям,  объединенных названием  Дисперсионный 

анализ (см. рис. 30). 

Столбец df - число степеней свободы. Для строки Регрессия показа-

тель равен  числу независимых переменных  1rk k m   ; для строки Ос-

таток -  равен  ( 1)e rk n k n m     ; для строки Итого – равен r ek k . 

Столбец SS – сумма квадратов отклонений. Для строки Регрессия пока-

затель равен величине rQ , т.е. 

2

1

ˆ( )
n

r r i

i

SS Q y y


   ; 

для строки Остаток -  равен  величине eQ , т.е. 

2

1

ˆ( )
n

e e i i

i

SS Q y y


   ; 

для строки Итого – равен r eQ Q Q  . 

Столбец MS  дисперсии, вычисленные по формуле 

SS
MS

df
 , 

т.е. дисперсия на одну степень свободы.  

Столбец F – значение cF , равное F  критерию Фишера, вычислен-

ного по формуле:  

r

r
c

e

e

SS
k

F
SS

k


 . 

Столбец значимость F - значение уровня значимости, соответствую-

щее вычисленной величине F критерия и равное вероятности  

( ( , ) )r e cP F k k F , где ( , )r eF k k - случайная величина, подчиняющаяся рас-

пределению Фишера с  ,r ek k  степенями свободы. Эту вероятность можно 
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также определить с помощью функции   FРАСП( ; ;c r eF k k ). Если вероят-

ность меньше уровня значимости    (обычно 0.05  ), то построенная 

регрессия является значимой.. 

Перейдем к следующей группе показателей, объединенных в таблице, 

показанной на рис. 31. 

 

 

 
Рис. 31. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с результатов 

работы режима Регрессия 

 

Столбец Коэффициенты – вычисленные значения коэффициентов 

0 1, , ..., kb b b , расположенных сверху – вниз.  

Столбец Стандартная ошибка –  значения , 0,...,
jbs j k , вычислен-

ные по формуле    
1

2

,
j

T

b
j j

s s X X


  .  

Столбец  t  статистика –  значения  статистик 
jbT . 

Столбец  Р – значение  – содержит вероятности случайных событий  

( ( ) )
jbP t n m T  , где ( )t n m  случайная величина, подчиняющаяся распре-

делению Стьюдента с  n m  степенями свободы.  

Если эта вероятность меньше уровня значимости   , то принимается 

гипотеза о значимости соответствующего коэффициента регрессии. 

Из рис. 31 видно, что значимым коэффициентом является только коэф-

фициент 1b . 

Столбцы  Нижние 95% и Верхние 95% - соответственно нижние и 

верхние интервалы для оцениваемых коэффициентов j . 

Перейдем к следующей группе показателей, объединенных в таблице, 

показанной на рис. 33. 
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Рис. 33. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel результатом 

работы режима Регрессия 

 

Столбец Наблюдение – содержит номера наблюдений. 

Столбец Предсказанное У – значения ˆiy , вычисленные по построенно-

му уравнению регрессии. 

Столбец Остатки – значения невязок ˆi iy y  

В заключении рассмотрения результатов работы режима Регрессия  

приведем график невязок  (на рисунке 34 невязки названы остатками) ˆi iy y  

при заданных значениях только второй переменной. Наличие чередующихся  

положительных и отрицательных значений невязок является  косвенным  

признаком  отсутствия систематической ошибки (неучтенной независимой 

переменной)  в построенном уравнении регрессии.   

 

Рис. 35. График невязок как функция переменной  2X  
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4. НЕЛИНЕЙНАЯ МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ 

 

 Эта тема включает выполнение лабораторной работы, посвященных 

построению нелинейной множественной регрессии на примере производст-

венная функция Кобба-Дугласа. 

 

4.1. Лабораторная работа № 13 

Вычисление коэффициентов  нелинейной множественной регрессии для 

производственная функция Кобба-Дугласа 

 

Цель работы. Используя пространственную выборку таблицы 10 и ко-

манду Поиск решения,  построить нелинейную множественную регрессию 

для производственная функция Кобба-Дугласа. 

Таблица 10 

 

Qi 658 1201 2428 4258 8096 9850 

Li 163 246 453 715 1084 1565 

Ki 280 1168 3070 5586 9120 13990 

 

Ход работы. 

Производственная функция Кобба-Дугласа имеет вид: 

1 2Q A K L
 

   , (6) 

где Q  объем производства, K  затраты капитала, затраты труда. По-

казатели 1 2,   являются коэффициентами частной эластичности производст-

ва Q  соответственно по затратам капитала K  и труда L . Это означает, что 

при увеличении одних только затрат капитала (труда) на 1% объем производ-

ства увеличивается на  1 % ( 2 %). При этом имеет место ограничение  

             1 2 1   .  

Нахождение оценок 1 2, ,B b b  для коэффициентов 1 2, ,A    нелинейной модели 

(5) будем осуществлять из решения следующей задачи условной минимиза-

ции:                    

  1 2

2

1

min
n

i

i

b b
i iQ B K L



 
   
  
           (7) 

при ограничении        1 2 1b b  .             (8) 
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Для решения этой задачи используем команду Поиск решения. Перво-

начально введем в столбцы A, B, C значения , , , 1,...,6i i iK L Q i   (см. рис. 36). 

Затем в ячейках  В13, В14, В15  зададим начальные («стартовые») значения 

искомых коэффициентов: 1 22, 0.5, 0.5B b b   . 

После этого в соответствующих ячейках столбца D вычислим значения  

1 2ˆ
i

b b
i iQ B K L   . В столбце Е запрограммируем вычисления значений 

2ˆ( )i iQ Q , а в ячейке Е13 вычислим значения функционала 

6
2

1 2

1

ˆ( , , ) ( )i i

i

F B b b Q Q


  .           (9) 

После этих подготовительных вычислений для выполнения команды 

«Поиск решения» необходимо обратиться к пункту основного меню Сервис  

и  в появившемся меню щелкнуть мышью  на команде Поиск решения. Затем 

в появившемся диалоговом окне  выполнить следующие действия (см. рис. 

36):   

 

 
Рис. 37. Фрагмент листа электронной таблицы Microsoft Excel с решением 

задачи условной минимизации c помощью команды Поиск решения 

 

 в поле ввода  Установить целевую ячейку  ввести адрес ячейки, в ко-

торой вычисляется значение минимизируемого функционала (в нашем при-

мере – Е13); 

 включить опцию Минимальное значение (ищутся значения коэффици-

ентов, при которых функционал достигает своего минимального значения); 
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 в  поле ввода  Изменяя значения ввести адреса ячеек, в которых нахо-

дятся значения искомых коэффициентов (в нашем примере это ячейки 

В13:В15); 

 щелкнув мышью на кнопке Добавить формируем ограничения на зна-

чения искомых коэффициентов (в нашем примере это условие (8)). 

После задания параметров щелкаем на кнопке  Выполнить и в ячейках 

В13, В14, В15 выводятся вычисленные значения коэффициентов, а в ячейке 

Е13 – значение функционала (9) при этих значениях коэффициентов (см. рис. 

37). Видно, что вычисленные значения коэффициентов 13.197, 0.332B b  , 

2 0.668b   удовлетворяют ограничению (8). 

Таким образом получено следующее уравнение регрессии: 

                                
0.332 0668ˆ ( , ) 3.197Q K L K L    
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