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ВВЕДЕНИЕ 

 

Электромагнитные волны являются наиболее часто используемым ин-

струментом для «сканирования» объектов неизвестной структуры. В нашем 

случае – это инфракрасное излучение, распространяющееся в планарном вол-

новоде, помещѐнном в магнитное поле. Стенки планарного волновода состоят 

из анизотропного материала. Планарный волновод в силу своей геометрии, 

когда между двумя трансляционно-симметричными монокристаллами имеет-

ся узкий зазор, с одной стороны обеспечивает идеальные условия для взаимо-

действия электромагнитной волны с материалом его стенок, а с другой отсе-

кает излучение, которое не участвует во взаимодействии с кристаллом. Ши-

рина зазора должна быть  не менее половины длины волны электромагнитно-

го излучения, распространяющегося в нѐм, и не слишком велика, чтобы ис-

ключить часть излучения, которая не участвует во взаимодействии с кристал-

лом. Таким образом повышается отношения сигнал/шум при регистрации из-

лучения, прошедшего через рассматриваемую систему. Магнитное поле не-

обходимо, чтобы повысить информативность результатов эксперимента. Вве-

дение новой степени свободы резко повышает количество информации, полу-

ченной в результате регистрации сигнала. Таким образом, мы имеем возмож-

ность получить уникальную информацию, как о материале стенок волновода, 

так и о особенностях взаимодействия электромагнитных волн с веществом. 

Однако, анализ полученных в результате эксперимента магнитооптиче-

ских спектров требует глубоких знаний в области физики твѐрдого тела, элек-

тродинамики и кристаллооптики. Более того, сложность полученных уравне-

ний часто не позволяет провести аналитическое исследование результатов 

эксперимента. Необходимы численные расчѐты в сочетании с теоретическим 

анализом. Данное пособие как раз реализует этот синтетический подход к 

решению поставленной проблемы. 

В пособии рассмотрены общие вопросы, связанные с распространением 

электромагнитных волн в веществе. Особое внимание уделено условиям ко-

торые возникают при наложении магнитного поля. Отклик вещества на 

внешнее воздействие описывается функцией диэлектрической проницаемости 

для диэлектриков и проводимостью для металлов. При наложении магнитно-

го поля эти две функции становятся взаимозависимыми и связанными друг с 

другом. Магнитное поле создаѐт осевую симметрию в изотропном веществе. 

Таким образом, диэлектрическая проницаемость, как и проводимость, стано-

вятся тензорными величинами. Если же само вещество анизотропно, то это 

приводит к ещѐ большим осложнениям. Рассмотрение распространения элек-

тромагнитных волн в таких условиях изобилуют целым рядом разных и не-

очевидных условий и становится чрезвычайно сложным. Именно такому слу-

чаю и посвящено данное учебное пособие. 
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ГЛАВА 1. ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА УЗКОЗОННЫХ  

ПОЛУПРОВОДНИКОВ И ПОЛУМЕТАЛЛОВ 

 
§ 1.1. Электромагнитные волны. Общие сведения 

 

При наличии электрических зарядов в пространстве устанавливается 

возбужденное состояние, которое называется электромагнитным полем. Его 

представляют двумя векторами Е и В, именуемыми соответственно электри-

ческим вектором и магнитной индукцией. Для того чтобы описать влияние 

поля на материальные объекты, необходимо ввести вторую группу векторов, 

а именно плотность электрического тока j, электрическое смещение D и маг-

нитный вектор H. Пространственные и временные производные пяти указан-

ных векторов связаны уравнениями Максвелла [1]: 
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- плотность тока.  

Так в теоретической физике система единиц «сгс» является предпочти-

тельной, то система уравнений Максвелла приведена именно в этой системе, 

а в скобках приведены те же уравнения в системе СИ. Это сделано для удоб-

ства читателей, которым физика преподавалась в системе СИ.  

Для того чтобы при заданном распределении зарядов и токов уравнения 

допускали единственное решение для векторов поля, к этим уравнениям не-

обходимо добавить соотношения, описывающие поведение вещества под 

влиянием поля. Такие соотношения называются материальными уравнения-

ми. В общем случае они довольно сложны, но для тел, находящихся в покое 

друг относительно друга (или в состоянии очень медленного движения) и со-

стоящих из изотропных веществ (т.е. веществ, физические свойства которых 

в каждой точке не зависят от направления), эти уравнения принимают отно-

сительно простую форму [1]: 
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Величина σ называется удельной проводимостью, ε – диэлектрической 

проницаемостью, а μ – магнитной проницаемостью. 

Существование электромагнитных волн было теоретически предсказано 

Максвеллом (1862-1864) как прямое следствие из уравнений электромагнит-

ного поля. Скорость электромагнитных волн в вакууме оказалось равной ве-

личине 001 c  (в системе СИ), называемой в то время электродинамиче-

ской постоянной. Ее числовое значение ( см8101,3  ) было получено несколько 

раньше (1856) из электромагнитных измерений В.Е. Вебера (1804-1891) и     

Р.Г. Кольрауша (1809-1858). Оно почти совпадало со скоростью света в ва-

кууме, равной, по измерениям И.Л. Физо (1819-1896) в 1849 г., смс 81015,3  . 

Впоследствии 0  и 0  получили названия – соответственно электрическая и 

магнитная постоянные. 

 

§ 1.2. Диэлектрическая постоянная 

  

Диэлектрическая постоянная или диэлектрическая проницаемость         

 - безразмерная величина, показывающая во сколько раз сила взаимодейст-

вия зарядов в данной среде уменьшена по сравнению с вакуумом. Формула 

Клаузиуса – Мосотти связывает  с поляризуемостью атомов, молекул или 

ионов, т.е. с химическими свойствами вещества: 
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где iN - число атомов, молекул или ионов типа i  в объеме вещества; i - их 

поляризованность. 

Значения i  периодически изменяются в зависимости от положения 

элемента в периодической системе. В отличие от поляризующего действия 

ионов, их поляризуемости i  растут с увеличением главного квантового чис-

ла и уменьшаются с ростом заряда. В твердых телах из-за сложности взаимо-

действий  обычно не удается вычислить из поляризуемостей отдельных ио-

нов. Поляризуемость в твердом веществе состоит в основном из двух частей: 

электронной эл , обусловленной смещением электронов относительно ядра, и 

ионной ионн , связанной со смещением ионов по отношению к других ионам. 

В молекулярных кристаллах к этому добавляются ориентационная поляри-

зуемость, а в сегнетоэлектриках – спонтанная поляризуемость целых облас-

тей кристалла. 

Электронная поляризуемость определяется в основном объемом части-

цы и сохраняет свое значение в полях высоких частот. Соответствующую вы-

соким частотам диэлектрическую проницаемость  можно определить, изме-

рив показатель преломления n: 
2n , а величину эл  – из формулы (1.2.1), 
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заменив  на n
2
. Для большинства ионных кристаллов значение   изменяется 

в пределах от 2 до 4 [2]. 

Ионная поляризуемость определяется эффективным зарядом e*, массой 

ионов m* и собственной частотой оптических колебаний 0. Ионная часть ди-

электрической проницаемости изменяется в более широких пределах от 5 до 

30 и больше. Ориентационная поляризуемость в ионных кристаллах состав-

ляет небольшую величину. Отсюда видно, что основной вклад (50-80%) в ди-

электрическую проницаемость ионных кристаллов дает ионная поляризуе-

мость полупроводников. В кристаллах с ковалентными связями величины  

довольно близки к n
2
. Теоретическое вычисление  для ионных кристаллов 

затруднено из-за незнания ряда констант. Поэтому при изучении закономер-

ностей изменения различных свойств твердого тела их сравнивают обычно с 

экспериментальными значениями 
2n  и  0 , т.е. высокочастотной и 

статической диэлектрическими проницаемостями ( 0 – здесь диэлектрическая 

проницаемость, когда частота электромагнитного поля равна нулю, не путать 

с электрической постоянной). 

 Значения 0 обычно приведены в таблицах. Расхождения в литератур-

ных данных по  иногда очень велики и вызваны разными причинами. На-

пример, величина  может зависеть от кристаллографического направления. 

Так, значение   для рутила TiO2 в направлении, перпендикулярном оптиче-

ской оси кристалла, равно 86, а в параллельном направлении – 170. Иногда 

очень малые количества примесей соединений металлов иной валентности 

могут изменять  ионных кристаллов во много раз. Например, 0,03% U3O8 в 

TiO2 увеличивает значение   от 100 до 10000; 0,1% Nb2O5 и Ta2O5 в TiO2 – до 

40000; примесь (1-5%) Bi2O3 в ZnO увеличивает   от 10-20 до 1000. Объясня-

ется это высоким значением электронной поляризуемости водородоподобной 

орбиты атома примеси из-за большого радиуса его орбиты. 

Рассмотрим влияние диэлектрической проницаемости на каталитиче-

скую активность. В конечном счете это определяется тем, что взаимодействие 

между зарядами (например, ионами, электронами, диполями) происходит в 

среде, уменьшающей это взаимодействие в   раз. На поверхности твердого 

тела для оценки взаимодействия между зарядами часто рассматривают сред-

неарифметическое значение  между крист и газ. В действительности такой 

расчет является очень грубым приближением. Точно также и поляризацию 

адсорбированного слоя нельзя рассчитывать по правилу аддитивности из по-

ляризаций адсорбата и адсорбента. Кроме того, в микротрещинах, щелях и в 

присутствии постоянной примеси значение   может быть повышено по срав-

нению с этим средним значением 
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§ 1.3. Комплексная диэлектрическая проницаемость. 

Тензор диэлектрической проницаемости 

  

В однородной проводящей среде проводимость 0  и поэтому урав-

нения Максвелла (1.1.2)-(1.1.4) остаются без изменений, а уравнения (1.1.1) и 

(1.1.2) можно записать в виде: 
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 Сравнивая уравнения (1.3.1) в системах сгс и СИ становится понятно, 

что более удобно пользоваться сгс системой. 

 Падающее на вещество электромагнитное излучение можно предста-

вить как монохроматическую плоскую электромагнитную волну, распростра-

няющуюся в направлении вектора k


с частотой ω: 
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 Тогда, проведя дифференцирование, уравнения (1.3.1) и (1.3.2) можно 

представить в виде:  
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Подставляя выражение (1.3.6) в уравнение (1.3.5) получим: 
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 Рассмотрим магнитно неактивную среду, где 1 . Это справедливо для 

большинства материалов. В результате получаем: 
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 Рассмотрим только одну конфигурацию Ek


 . Тогда дисперсионное 

уравнение приобретает следующий вид: 
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где    
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                    (1.3.11) 

комплексная диэлектрическая проницаемость. 

 Дисперсионным уравнением называется зависимость )(k . 

Переобозначим для удобства  
, а 0  . Таким образом выра-

жение (1.3.11) преобразуется к виду: 
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где 0  – часто называется решѐточной частью диэлектрической проницаемо-

сти. 

 Все формулы для распространения света в диэлектрике превращаются в 

формулы для распространения света в проводящих средах, если в них диэлек-

трическую проницаемость  заменить на комплексную диэлектрическую 

проницаемость (1.3.12).  

 В диэлектрической среде между волновым числом k , частотой   и ди-

электрической проницаемостью   существует соотношение, которое можно 

записать в виде: 

 22 k ,                                                    (1.3.13), 

где ,1 2v  ν – скорость света в веществе. Для проводящей среды   заме-

няется на )(  (1.3.12), k  на )(k , определяемые в соответствии с (1.3.13) из 

равенства: 

 )()( 22 k .                                         (1.3.14) 

 Рассмотрим анизотропное вещество, электрическое возбуждение кото-

рого зависит от направления электрического поля. Тогда вектор D не будет 

параллелен вектору Е. Напишем соотношение между D и Е, позволяющим 

учесть анизотропию, а именно соотношение, в котором каждая компонента 

вектора D связана линейно с компонентами Е, то есть [3]:  

.

,

,

zzzyzyxzxx

zyzyyyxyxx

zxzyxyxxxx

D

D

D













                                (1.3.15) 

Девять величин zzxyxx  ,...,,  являются постоянными среды и составляют тен-

зор диэлектрической проницаемости, следовательно вектор D равен произве-

дению этого тензора на вектор Е. 

 Перепишем уравнение (1.3.5) в более компактной форме: 

 
l

lklkD  ,                                       (1.3.16), 

где k – один из трех индексов x, y, или z, а индекс l, по которому ведется сум-

мирование, принимает по очереди значения x, y или z.  
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Уравнение (1.3.16) в символической форме записывается как  

ED


̂ , ( ED


0̂ ),                                   (1.3.17) 

где       



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx







̂            (1.3.18) 

тензор комплексной диэлектрической проницаемости. 

 Для плотностей электрической ew  и магнитной mw  энергии, имеем: 


kl

lklke EEDEw 
 8

1

8

1 
,                          (1.3.19) 

2

8

1

8

1
HHBwm 





.                              (1.3.20) 

Вектор Пойтинга или «лучевой вектор» равен: 

HE
c

s



4

.                                         (1.3.21) 

 После преобразований из первого и второго уравнения Максвелла по-

лучаем: 

 





kl

klk H
t

EEHEcdivHBDE
l

2

2

1
)(  


.         (1.3.22) 

Если разделить обе части равенства на 4, то второй член в правой части бу-

дет представлять скорость изменения магнитной энергии в единице объема, а 

первый его член – скорость изменения плотности электрической энергии 

лишь при условии: 

  0
8

1

4

1
 

kl

kllkkl
e

kl

lklk EEEE
dt

dw
EE  





.               (1.3.23) 

 

 Здесь различие индексов k и l фиктивно, т.к. они оба принимают одни и 

те же значения (x, y, z). Следовательно, выражение не изменится, если пере-

ставить k и l во втором члене, что дает: 

  0
kl

lklkkl EE  .    (1.3.24) 

Поскольку такое условие выполняется при любом значении поля, отсюда сле-

дует, что  

lkkl   .                                                 (1.3.25) 

Это означает, что тензор диэлектрической проницаемости должен быть 

симметричным. Из девяти его компонент только шесть независимы. Обратно, 

условие (1.3.25) достаточно, чтобы обеспечить справедливость уравнения 

(1.3.23), и получаем теорему, выражающую закон сохранения энергии в диффе-

ренциальной форме («гидродинамическое уравнение непрерывности»), то есть: 











dt

dw
sdivwww

me


. 
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 Симметричность тензора диэлектрической проницаемости  позволяет 

привести выражение для электрической энергии we к такой форме, при кото-

рой сохраняются лишь квадраты компонент поля и отсутствуют их произве-

дения. 

 Рассмотрим в пространстве {x, y, z} поверхность второго порядка [4]: 

constyzxzxyzyx yzxzxyzzyyxx   222222 .       (1.3.26) 

 Левая часть уравнения (1.3.26) должна иметь положительную квадра-

тичную форму, потому что при замене x, y и z на компоненты вектора Е она 

становится равной 8we, а энергия we должна быть положительной для любо-

го значения вектора поля. Поэтому уравнение (1.3.26) описывает эллипсоид, и 

его всегда можно привести к главным осям эллипсоида; таким образом, суще-

ствует система координат, связанная с кристаллом, в которой уравнение эл-

липсоида имеет вид (рис 1.1): 

constzyx zyx  222  .                                 (1.3.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.3.1. Тензор диэлектрической проницаемости в собственных осях 

  

В этой системе главных диэлектрических осей материальные уравнения 

и выражения для электрической энергии принимают простую форму, а имен-

но: 

,

,

,

zzz

yyy

xxx

ED

ED

ED













                                              (1.3.28) 

 















z

z

y

y

x

x
zzyyxxe

DDD
EEEw






222
222

8

1

8

1
.           (1.3.29) 

При этом тензор диэлектрической проницаемости является диагональным: 



















z

y

x

kl









0

0

. 

 Величины zyx  ,,  называются главными диэлектрическими прони-

цаемостями. Из приведенных выше формул непосредственно следует, что D и 
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Е всегда имеют различные направления, если только направления вектора Е 

не совпадает с одной из главных осей или все главные диэлектрические про-

ницаемости не равны друг другу. В последнем случае ( zyx   ) эллипсо-

ид вырождается в сферу. 

 Здесь необходимо сделать замечание о влиянии дисперсии. В случае 

анизотропных сред диэлектрическая проницаемость не является постоянной 

вещества, а зависит от частоты, и точно также в анизотропной среде шесть 

компонент тензора диэлектрической проницаемости kl изменяются с измене-

нием частоты. Поэтому меняются не только значения главных диэлектриче-

ских проницаемостей zyx  ,, , но и направления главных осей. Это явление 

известно как дисперсия осей. Однако оно может возникать лишь в тех кри-

сталлических структурах, симметрия которых не позволяет выделить пред-

почтительный ортогональный триплет направлений, то есть в кристаллах мо-

ноклинной и триклинной систем. 

 Можно не учитывать дисперсию, если ограничиться рассмотрением 

монохроматических волн, тогда величины kl являются постоянными, завися-

щими лишь от свойств вещества. 

 Рассмотрим временные аспекты, связанные с взаимодействием элек-

тромагнитной волны с веществом. Подставляя выражения (1.1.5) - (1.1.7) в 

систему уравнений Максвелла (1.1.1)- (1.1.4), получим: 







cc
rot

4
,                                           (1.3.30)                          

0


c
rot


,                                               (1.3.31)                      




4



div ,                                               (1.3.32) 

     0


div .                                                   (1.3.33)                                  

Для электромагнитного возмущения, падающего извне на проводник, 

можно заменить (1.3.32)  уравнением 0


div . Если применить операцию ди-

вергенции к уравнению (1.3.30) и используя (1.3.32), то получим: 







 44

c
div

c












.     (1.3.34) 

Дифференцируя уравнение (1.3.32) по времени, найдем: 





 4

div .      (1.3.35) 

Исключая 


div  из двух последних уравнений, получим: 

0
4

 



 ,                                            (1.3.36) 

или после интегрирования: 
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t

exp0 ,      (1.3.37) 

где: 






4
 .                                               (1.3.38) 

 Таким образом, видно, что любая плотность электрического заряда  

экспоненциально уменьшается со временем. Время релаксации  чрезвычайно 

мало для любой среды, обладающей заметной проводимостью. Для металлов 

это время значительно меньше периода колебания волны. 

Для любого разумного значения , которого можно ожидать,   так мало 

по сравнению с периодом световой волны, что в металле  всегда практиче-

ски равно нулю. Тогда уравнение (1.3.32) можно переписать в виде: 

0


div .                                           (1.3.39) 

Из (1.3.30) и (1.3.31) после исключения Н и использования (1.3.39) следует, 

что Е удовлетворяет волновому уравнению: 




22

2 4

cc


.                                (1.3.40) 

Наличие члена с   означает затухание волны, т.е. при распространении 

через среду волна постепенно ослабевает. 

Покажем, как видоизменится выражение (1.3.12) для комплексной ди-

электрической проницаемости, если в предполагаемом решении изменить 

знак перед показателем экспоненты на противоположный. Если поле строго 

монохроматично и обладает циклической частотой , т.е. если Е и Н имеют 

вид )exp(0 ti


, то производная i
t





, и уравнения (1.3.30) и (1.3.31) 

можно переписать следующим образом: 

0
4



















i

c

i
rot ,                                 (1.3.41) 

 0


c

i
rot


.                                     (1.3.42) 

Тогда, применяя операцию ротора к уравнению (1.3.41), и, подставляя ротор 

электрического поля из уравнения (1.3.42), получим волновое уравнение в виде: 

0ˆ22 


k                                       (1.3.43) 

где  
















 4ˆ
2

2
2 i

c
k                                    (1.3.44) 

Если в эти уравнения ввести величину: 






4
ˆ i                                        (1.3.45) 
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то они формально станут идентичными с соответствующими уравнениями 
для непроводящих сред, где фигурирует вещественная диэлектрическая про-

ницаемость .  
 Таким образом, знак перед мнимой частью выражения (1.3.45) зависит  

от знака в экспоненциальном множителе выражения для вектора напряжѐнно-
сти электрического и магнитного полей электромагнитной волны 

( )exp(0 ti


 или )exp(0 ti


). 

 Аналогия с непроводящими средами станет еще ближе, если, кроме 

комплексного волнового числа k̂  и комплексной диэлектрической проницае-
мости ̂ , ввести комплексную фазовую скорость v̂  и в комплексный показа-
тель преломления n̂ , которые определяются:  

.ˆˆ
ˆ

ˆ;
ˆ

ˆ k
c

v

c
n

c
v





                               (1.3.46) 

 Положим:  

)1(ˆ iknn  ,                                         (1.3.47) 

где  n и k – вещественны, и назовем k – показателем затухания. Величины n и 

k легко выразить через материальные постоянные ,  и .  
 Возводя в квадрат обе части (1.3.47), получим: 

)21(ˆ 222 kiknn  .     (1.3.48) 

 
Кроме того, из (1.3.46) и (1.3.45) имеем: 
















4
ˆˆ 2 in .     (1.3.49) 

Приравнивая мнимые и вещественные части в этих двух выражениях для 2n̂ , 
получим: 

   22 1 kn ,                                    (1.3.50)  










22kn .                                  (1.3.51) 

Отсюда следует, что: 













 





2

22
222 4

2

1
n ,    (1.3.52) 













 





2

22
2222 4

2

1
kn .    (1.3.53) 

 Здесь выбран положительны квадратный корень, т.к. n и k – веществен-
ны, а следовательно, n

2
 и n

2
k

2 
 должны быть положительны.  

 Уравнение (1.3.43) формально идентично волновому уравнению для 
непроводящей среды, но теперь волновое число комплексно. Простейшим 
решением (1.3.43)  служит плоская гармоническая во времени волна:  

   tsrki 


ˆexp0  ,                                      (1.3.54) 

где s


– единичный вектор нормальный к волновому фронту, skk

 ˆ . 
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Если в соответствии с (1.3.46)  и (1.3.47) подставить значение k̂  из со-

отношения:  

 
c

ikn

c

n
k




1ˆˆ 
,    (1.3.55) 

то (1.3.54) примет вид: 

   

























 tsr

c

n
isrnk

c





expexp0 .   (1.3.56) 

Вещественная часть этого выражения, а именно: 

   

























 tsr

c

n
srnk

c





cosexp0 ,              (1.3.57) 

представляющая собой электрический вектор, является плоской волной  дли-

ной nс  2 , затухание которой определяется экспоненциальным членом. 

Так как плотность энергии w волны пропорциональна среднему по времени 

Е
2
, то ясно, что w будет уменьшаться в соответствии с законом:  

  srww

 exp0 ,                                 (1.3.58) 

где  

knknk
c

nk
c 








4442

0

 .                     (1.3.59) 

Здесь 0  – длина волны в вакууме,  – длина волны в среде, постоянная  – 

коэффициент поглощения.  

 Плотность энергии падает в е раз на расстоянии d, где  

knk
d









 44

1 0  .                                     (1.3.60) 

Обычно эта величина составляет очень малую долю длины волны.  

 Возвращаясь к уравнениям (1.3.52)и (1.3.53), видно, что когда 0 , 

первое уравнение точно переходит в соотношение Максвелла: 2n , а вто-

рое дает k=0. Для металлов 0 и фактически так велико, что в (1.3.52)и 

(1.3.53) можно пренебречь величиной  по сравнению с 


2
. 

 Диэлектрическая проницаемость  металла невозможно измерить пря-

мо, но ее легко получить из оптических экспериментов. Однако величины 

электрической поляризации в металлах и диэлектриках не могут фундамен-

тально отличаться друг от друга, и в обоих типах сред  одинаково по поряд-

ку величины. Следовательно, для не слишком коротких волн можно сказать, 

что: 





 kn2 .                                    (1.3.61) 
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Уравнения (1.3.52), (1.3.53) переходят при этом в: 




 nkn  ,                                     (1.3.62) 

а  (1.3.60) в 











 00

4

1

4

c
d   .                            (1.3.63) 

 

§ 1.4. Металл как система ионизированных атомов и свободно  

движущихся электронов 

 

 Рассмотрим металл не как бесструктурную среду, а как систему фикси-

рованных ионизированных атомов металла и свободно (или почти свободно) 

движущихся между ними электронов. Рассмотрим электроны, движущиеся 

через решетку, образованную ионами. Они движутся практически свободно, 

за исключением коротких периодов столкновений с ионами, в течение кото-

рых между ионами и электронами происходит обмен небольшими количест-

вами энергии. Уравнение движения такого модельного электрона в электри-

ческом поле Е запишется в виде: 

 ermrm   ,                                 (1.4.1) 

где m – масса электрона, е – заряд электрона и  – показатель затухания, от-

несенный единице массы. 

 Рассмотрим гармоническое во времени поле )exp(0 ti . Тогда 

решение уравнения (1.4.1) является суммой двух членов, один из которых 

представляет затухающее движение – решение однородного уравнения 

0 rr   ,                                            (1.4.2) 

при Е=0: 

)exp(0 tVVr  ,                             (1.4.3) 

)exp(
1

00 tVrr 


 ,     (1.4.4) 

а другой описывает периодическое движение: 





)( 2  im

e
r .                                 (1.4.5) 

 Периодическое движение вносит в поляризацию среды вклад erp  . 

Если в единице объема содержится N свободных электронов, то полная поля-

ризация P, обусловленная всеми электронами, равна 





)( 2

2

 im

Ne
NpP .                              (1.4.6) 

 Так как  

P 4ˆ  ,     (1.4.7) 
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то 

)(

4
1ˆ

2

2






im

Ne


  .                                  (1.4.8) 

Поскольку при =1 в соответствии с (1.3.48) и (1.3.49) 

kinkn 222 2)1(ˆ  ,     (1.4.9) 

то, приравнивая отдельно вещественные и мнимые части, получим:  

)(

4
1)1(

22

2
22









m

Ne
kn ,                              (1.4.10) 

)(

2
22

2
2












m

Ne
kn .   (1.4.11) 

 Если  невелико, то для достаточно малых значений  величина  отри-

цательна. Критическое значение p, при котором  меняет знак, определяется 

выражением: 

2
2

2 4



 

m

Ne
p .                                      (1.4.12) 

Используя (1.4.12), можно переписать уравнения (1.4.10) и (1.4.11)  в виде: 

22

22

22 1)1(










p
kn ,                               (1.4.13) 

)(2

)(
22

22

2














p
kn .                            (1.4.14) 

 Предположим, что 22  p , тогда вместо (1.4.12) можно написать: 

m

Ne
p

2
2 4

  .                                          (1.4.15) 

Величина p , когда 0 , получила название плазменной частоты. 

Если ограничиться также достаточно высокими частотами ( 22   ), 

то вместо (1.4.13) и (1.4.14) получим более простые формулы: 
2

22 1)1( 












 p

kn ,                             (1.4.16) 

2

2

2 



















 p
kn .                                 (1.4.17) 

 Из (1.4.16) следует, что если p  , то  отрицательно и k>1. Отрица-

тельное значение вещественной части диэлектрической проницаемости имеет 

вполне определенный смысл. Оно указывает, что поле, возникающее в ре-

зультате колебания электронов, находится в противофазе с возбуждающим 

полем. Отражательная способность в рассматриваемом случае велика. Если 

же p  , то  принимает положительное значение, k<1 и отражательная спо-

собность падает до чрезвычайно низкого значения. Среда становится доста-

точно прозрачной, похожей на диэлектрик. 
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§ 1.5. Двойное лучепреломление формы [2] 

 

Способность кристаллов к двойному лучепреломлению можно объяс-

нить, исходя из анизотропии электрических свойств молекул, составляющих 

кристаллы. Однако двойное лучепреломление может возникать и вследствие 

анизотропии элементов, значительно более крупных, чем молекулы. Речь 

идет в данном случае о некоторой упорядоченной системе частиц из оптиче-

ски изотропного вещества, размер которых велик по сравнению с размерами 

молекул, но мал по сравнению с длиной волны света. Тогда говорят о двой-

ном лучепреломлении формы [5]. 

 

 

 

 

                                         1                1                  1 

                                                 2                 2 
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Рис. 1.5.1. Геометрическая конструкция, формирующая  

двойное лучепреломление 

  

Рассмотрим совокупность частиц, которые имеют форму тонких парал-

лельных пластин. Пусть t1 – толщина каждой пластины, t2 – ширина проме-

жутков между ними, 1 – диэлектрическая проницаемость каждой из пластин, 

а 2 - диэлектрическая проницаемость окружающей их среды. Предположим, 

что на эту систему падает плоская монохроматическая волна и что ее элек-

трический вектор перпендикулярен к пластинам. Если предположить, что ли-

нейные размеры граней пластин велики, а толщины t1 и t2 малы по сравнению 

с длиной волны, то поле в пластинах и между ними можно считать однород-

ным. Нормальная составляющая вектора электрического смещения должна 

оставаться непрерывной при пересечении поверхности, на которой резко ме-

няются свойства среды. Следовательно, вектор электрического смещения D 

должен быть одинаковым как внутри пластин, так и вне их. Если Е1 и Е2 – со-

ответствующие электрические поля, то есть: 

1

1


D
E



 ,      (1.5.1) 

2

2


D
E



 ,       (1.5.2) 

то среднее поле Е, полученное усреднение по всему объему, равно 
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В этом случае эффективная диэлектрическая проницаемость  равна  
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где 
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  - доли общего объема, занимаемые пла-

стинами и окружающей средой соответственно.  

 Предположим теперь, что электрический вектор падающего поля па-

раллелен пластинам. Тангенциальная составляющая электрического вектора 

непрерывна на поверхности разрыва, так что в данном случае он будет иметь 

одно и то же значение Е внутри пластин и между ними. Электрические сме-

щения в обеих этих областях равны:  

,

,

22
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     (1.5.5) 

и, значит, для среднего электрического смещения D имеет место формула:  
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.    (1.5.6) 

Следовательно, в этом случае эффективная диэлектрическая проницаемость 

будет равна: 
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.    (1.5.7) 

 Так как эффективная диэлектрическая проницаемость одинакова для 

всех направлений, параллельных пластинам, но различна для направлений, 

перпендикулярных к ним, система ведет себя как одноосный кристалл с опти-

ческой осью, нормальной к плоскости пластин. Разность // - всегда положи-

тельна, так как согласно (1.5.4)  и (1.5.7): 

 
0

1221

2

2121
// 




 






ff

ff
.    (1.5.8) 

 Электрический вектор обыкновенной волны перпендикулярен к опти-

ческой оси, то есть параллелен плоскости пластин. Уравнение (1.5.8) означа-

ет, что рассматриваемая система всегда ведет себя как отрицательный одно-

осный кристалл.  

 

Вопросы к главе 1 

 

1. Какой смысл имеет мнимая часть диэлектрической проницаемости? 

2. Из первого и второго уравнения Максвелла получите равенство: 
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3. Объясните появление знака «минус» в выражении (1.3.24). 

4. Получить из (1.3.30) и (1.3.31)  
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5. Получить (1.3.52) и (1.3.53): 
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6. Получить решения дифференциального уравнения (1.4.1): 

 ermrm        (1.4.1) 

7. Что такое отрицательный одноосный кристалл? 
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ГЛАВА 2. КРИСТАЛЛ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 

 В данном пособии мы не будем рассматривать квантующее магнитное 

поле, т.е. квантование энергетических уровней носителей заряда и тот эф-

фект, который производит это квантование на распространение электромаг-

нитных волн в кристалле. Мы ограничимся классическим рассмотрением 

влияния магнитного поля на взаимодействие электромагнитного излучения с 

веществом. 

 

§ 2.1. Энергетическая структура полуметалла висмута 

 

Висмут принадлежит пятой группе периодической системы Менделеева 

и является характерным полуметаллом. Кристаллическая решетка относится к 

ромбоэдрической системе с двумя атомами в элементарной ячейке с симмет-

рией точечной группы дитригонального скалэноэдра 5

3d
D  [6, 7].  

Кристаллическая решетка включает в себя следующие элементы сим-

метрии: ось С3, являющуюся зеркально-поворотной осью 6-го порядка                

(рис. 2.1.1); три  оси  симметрии  второго  порядка  С1 (бинарные) (рис. 2.1.1 и 

рис. 2.1.2); три перпендикулярные к бинарным осям биссекторные плоскости, 

являющиеся плоскостями зеркальной симметрии; плоскости, перпендикуляр-

ные С3, которые называются бинарно-биссекторными или базисными плоско-

стями. Ось, лежащую в биссекторной плоскости и перпендикулярную триго-

нальной оси, называют биссекторной осью (С2) [8]. В русскоязычной литера-

туре можно встретить название бинарной оси как оси С2, так как бинарной 

ось – это  ось  симметрии  второго  порядка. Соответственно, биссекторная 

ось называется в русскоязычной литературе осью С1. В данной книге мы бу-

дем пользоваться международными обозначениями кристаллических осей. 

 Причиной того, что висмут является полуметаллом, притом, что его 

элементарная ячейка содержит десять электронов, является небольшое пере-

крытие пятой и шестой зон Бриллюэна [9-11], возникающее из-за ромбоэдри-

ческой деформации кубической решетки и приводящее к появлению уже при 

T=0 K электронов и дырок с равными концентрациями. Концентрации элек-

тронов (дырок) у висмута равны: при гелиевой температуре 3,0157 10
17

 см
–3

 

[12], при азотной – 4,5 10
17

 см
–3

 [13]. 
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Рис. 2.1.1. Приведенная зона Бриллюэна Bi 

С1 – бинарная ось; С2 – биссекторная ось; С3 – тригональная ось;                    

Г – центр зоны Бриллюэна; L – точка локализации электронных экстремумов; 

Т – точка локализации дырочного экстремума. 

 Теоретические и экспериментальные исследования висмута позволили 

определить энергетический спектр носителей заряда, места локализации элек-

тронной и дырочной поверхностей Ферми и их форму [14,15]. Установлено, что 

электронные поверхности Ферми локализованы в L – точках зоны Бриллюэна 

[16, 17] и приближенно имеют вид сильно анизотропных эллипсоидов (рис. 

2.1.2), направление вытянутости которых совпадает с биссекторной осью C2 и 

имеет угол наклона к базисной плоскости, равный 6°23 (рис. 2.1.3) [16, 18]. От-

ношение большой полуоси к малой (максимального импульса к минимальному) 

равно 13,9 [19]. Электронные поверхности переходят друг в друга при повороте 

на угол 120  (рис. 2.1.2). Дырочная поверхность  Ферми локализована в T точ-

ке и близка по форме к эллипсоиду вращения, вытянутого вдоль оси вращения, 

совпадающей с тригональной осью. Отношение максимального импульса к ми-

нимальному равно 3,3 [16]. Объем дырочной и суммарной электронной поверх-

ностей Ферми одинаков и по величине составляет  43,981 10
–63

 г
3
см

3
с

–3
 [16, 20]. 
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Схема расположения электронных и дырочного экстремумов вблизи уровня 

Ферми по- казана на рис. 

2.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1.2. Вид на электронные квази-эллипсоиды вдоль тригональной оси 

  

 

Рис. 2.1.3. Вид на электронный квазиэллипсоид вдоль бинарной оси 

 

§ 2.2. Анизотропия зонной структуры висмута 

 

Анизотропия электронной структуры висмута может быть описана вве-

дением в модель свободных электронов тензора обратных электронных масс: 
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где   – постоянная Планка делѐнная на 2π,  kE


 – энергия заряженной части-

цы, 
zyx k
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 – оператор градиента в пространстве волновых 

векторов. 

 Так что энергию носителей заряда можно описать выражением: 

PPE


 ̂
2

1
,     (2.2.2) 

где P


– импульс электрона или дырки. 
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 Рис. 2.2.1. Расположение энергетических зон висмута в L и                                  

Т –экстремумах. Eg=13,6 мэВ – ширина запрещенной зоны в L – точке; 

EF=27,6 мэВ – энергия Ферми электронов; E
o
=38,5 мэВ – перекрытие зон L              

и Т [21, 22] (Т=4,2 К) 

 

Дырочная поверхность Ферми, локализованная в T точке, близка по 

форме к эллипсоиду вращения, вытянутого вдоль оси вращения, совпадаю-

щей с тригональной осью, поэтому еѐ можно представить в виде: 
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Вытянутая вдоль тригональной оси Ферми поверхность дырок, расположен-

ных в Т точке зоны Бриллюэна представляется в виде:  

  2

33

22

11

02

1
zyxFo PPP

m
EE   ,   (2.2.4) 

где oE  – энергия перекрытия между электронной и дырочной зонами 

(рис. 2.2.1), FE  – энергия Ферми, энергии отсчитываются от дна зоны прово-

димости (рис 2.2.1), 11  и 33  компоненты тензора обратных эффективных 

масс (2.2.2), x, y и z относятся к бинарной; биссекторной и тригональной 

осям. 

Если взять матрицу обратной (2.2.2) и нормировать на массу свободно-

го электрона 0m , то получим тензор эффективных масс дырок: 
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где mo – масса свободного электрона, 

11

1

1


M ,       (2.2.6) 

33

3

1


M .       (2.2.7) 

 Одинарные обозначения компонент тензора эффективных масс имеют 

отношение к кристаллической системе координат, в которой обозначения 1, 2 

и 3 означают  бинарную; биссекторную и тригональную оси, а двойные обо-

значения компонент тензора эффективных масс имеют отношение к собст-

венной системе координат эллипсоида вращения, когда оси координат на-

правлены вдоль главных осей эллипсоида. Для тензора эффективных масс 

дырок величины компонент этого тензора в этих двух системах координат 

совпадают друг с другом, так как главные оси эллипсоида совпадают с на-

правлением кристаллических осей. 

Ферми поверхность электронов висмута состоит из трѐх эквивалентных 

трѐхосных эллипсоидов. Ферми поверхность электронов эллипсоида «а» (рис 

2.1.2 и рис. 2.1.3) может быть выражена в виде [23]:  

 zyzyxF PPPPP
m

E  23

2

33

2

22

2

11

0

2
2

1
 .  (2.2.8) 

Электронную поверхность Ферми для эллипсоида «а», в соответствие с 

выше сказанным, можно представить в виде: 
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Если посчитать матрицу обратную данной, то можно получить компоненты 

тензора эффективных масс электронов  

 

 



















34

42

1

1

0

0

00

ˆ

mm

mm

m

m
,     (2.2.10) 

 где  

    

1

1

1


m ,      (2.2.11) 

     2

432

3
2






m

,      (2.2.12) 

     2

432

2
3






m  ,     (2.2.13) 

     2

432

4
4








m .      (2.2.14) 

 

 Тензор эффективных масс электронов, нормированный на массу сво-

бодного электрона имеет вид: 
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где обозначения 1, 2 и 3 означают бинарную; биссекторную и тригональную оси.  

В табл. 1. приведены данные по обсуждаемым компонентам тензора 

эффективных масс электронов и дырок и тензора обратных масс на уровне 

Ферми. Данные приведены для уровня Ферми, потому что эксперименты по 

определению циклотронных масс обычно чувствительны к этому параметру 

на уровне Ферми. 
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Табл. 1. Тензор масс  и тензор обратных масс на уровне Ферми 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выражения для двух других эллипсоида (рис 2.1.2) 
0

ˆ

m

mb
 and 

0

ˆ

m

mc
 можно 

получить используя матрицу поворота вокруг оси 3 (тригональной оси) на 

±120
o 
[25]: 
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Подставляя выше названные углы, получим: 
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Поворот тензора осуществляем с помощью матричного преобразования 

[26]: 
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 В результате получим: 
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В точке L зоны Бриллюэна (рис. 2.2.1) валентную зону отделяет от зоны 

проводимости экстремально малая величина запрещѐнной энергетической зо-

ны. При температуре жидкого гелия (Т=4,2 К) ширина запрещѐнной зоны 

равна Eg=10 мэВ. Экстремальная энергетическая близость валентной зоны и 

зоны проводимости электронов в точке L зоны Бриллюэна (рис. 2.2.1) приво-

дит к взаимодействию электронов зоны проводимости и валентной зоны. 

Тензор масс Тензор обратных масс 

0071.01 m  1411   

5.12 m  85.12   

0301.03 m  3.923   

17.04 m  5.104   

067.01 M  9.141   

76.03 M  32.13   
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Взаимодействие приводит к тому, что эффективная масса электронной 

уменьшается вблизи дна зоны проводимости и в окрестности потолка валент-

ной зоны. Таким образом, видоизменяется закон дисперсии носителей заряда 

точке L зоны Бриллюэна (рис. 2.2.1) [27, 28]: 

                PP
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2

1
1 ,                          (2.2.20) 

где Eg – ширина запрещѐнной зоны в точке L зоны Бриллюэна. 

Формально рассматриваемая двухзонная модель эквивалентна диспер-

сионному соотношению для релятивистского электрона. Масса электрона из-

меняется при изменении энергетического расстояния от дна зоны проводимо-

сти, приближаясь, при больших энергиях к параболическому закону диспер-

сии. 

 

§ 2.3. Тензор диэлектрической проницаемости в магнитном поле 

 

 Рассмотрим вещество, отклик которого на внешнее воздействие описы-

вается полным тензором диэлектрической проницаемости (1.3.18): 
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Падающее на вещество электромагнитное излучение можно предста-

вить как монохроматическую плоскую электромагнитную волну, распростра-

няющуюся в направлении вектора k


с частотой ω: 

  ωtrkiexpEE 


0 ,        (2.3.2) 

  ωtrkiexpBB 


0 ,        (2.3.3)  

Тогда, волновое уравнение (1.3.43) можно записать в тензорном виде: 

   0, 2

0   


kEkk ,                                      (2.3.4) 

где    
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i ,                                     (2.3.5) 

c
k


0 .       (2.3.6) 

 Данная система находится в постоянном магнитном поле H


 Носители 

заряда вращаются вокруг направления вектора индукции магнитного поля с 

частотой равной циклотронной частоте 
mc

He
c  . Резонансное поглощение 

энергии электромагнитного поля на частоте ларморовской прецессии элек-

тронов (циклотронной частоте), в соответствие с соотношениями Крамерса-

Кронига  
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 d







)(Im1

)(Re ,     (2.3.7) 







 d







)(Re1

)(Im      (2.3.8) 

обуславливает возможность распространения электромагнитных волн в металлах. 

 Соотношения Крамерса-Кронига (2.3.7), (2.3.8) имеют универсальный 

характер. Они относятся к любой линейной функции отклика системы. Из 

них, в частности, следует, что вблизи пика резонансного поглощения 

( )(Im  ) должна существовать область аномальной дисперсии. То есть 

)(Re   может стать положительной величиной и большой по сравнению с 

мнимой частью. При этом становится возможным распространение электро-

магнитных волн в проводящих средах [29]. 

 Для решения дисперсионного уравнения (2.3.4) необходимо использо-

вать какие-то представления о структуре тензора диэлектрической проницае-

мости или тензора проводимости. Для этого нужно вычислить ток, индуци-

руемый в среде электрическим полем. Не будем делать никаких предположе-

ний относительно зависимости ε или σ от динамических переменных – часто-

ты ω и волнового вектора k. Используя только соображения симметрии, обу-

словленные специальным выбором координатных осей и аксиальной симмет-

рией магнитного поля, можно существенно упростить волновое уравнение 

(2.3.4). 

 В присутствии постоянного магнитного поля H


 компоненты тензоров 

диэлектрической проницаемости и проводимости зависят от H


, подчиняясь 

соотношениям Онсагера. Принцип симметрии кинетических коэффициентов 

Онсагера гласит, что индексы тензора   или   меняются местами при из-

менении знака аксиального вектора  H


, но не меняются при  изменении знака 

волнового вектора k


 то есть 

),,(),,(),,(   kHkHkH


 .   (2.3.9) 

 Пусть направление постоянного магнитного поля H


 совпадает с осью OZ, 

а волновой вектор k


 лежит в плоскости XZ. Тогда оси OX, OY, OZ направлены 

соответственно вдоль   kkH


, ,   kH


, , H


. В такой геометрии изменение знака  

H


 и k


 изменяет направление осей OX и OZ, но не изменяет направление оси 

OY. Если среда изотропна, то знаки xy  и yz  при таком преобразовании изме-

няются, а xz  и диагональные элементы ii  остаются неизменными. 

 Из соотношений Онсагера следует: 

yxxy   , zyyz   , xzzx   .     (2.3.10) 

 Уже эти равенства сокращают число независимых компонент тензора 

проводимости   до шести. 
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В общем случае ),(  k  представляет собой сложную трансцендент-

ную функцию k


 и уравнение, получающееся в результате приравнивания ну-

лю детерминанта третьего порядка дисперсионного уравнения, также оказы-

вается весьма сложным. Наиболее громоздкими дисперсионные уравнения 

получаются при произвольном направлении распространения электромагнит-

ных волн. Задача существенно упрощается в частных случаях kH


||  и kH


 . 

Выпишем дисперсионные соотношения (2.3.4) для электромагнитных 

волн, распространяющихся вдоль постоянного магнитного поля (вдоль оси 

OZ), то есть k=kz: 

02

2





zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

N

N







,                                  (2.3.11) 

где 
k

N c


  – комплексный коэффициент преломления. 

Предполагая, что среда обладает вращательной относительно оси OZ 

симметрией, получим: 

yyxx   ,      (2.3.12) 

0 yzxz  .     (2.3.13) 

Равенство (2.3.12) выражает тот факт, что в этой геометрии оси OX и 

OY эквивалентны. Равенство (2.3.13) справедливо ввиду отсутствия связи 

между движением электрона вдоль оси OZ и его движением в плоскости XY. 

Итак,  

0

00

0

0
2

2





zz

yyyx

xyxx

N

N







,                                  (2.3.14) 

Перепишем дисперсионное уравнение (2.3.14) в виде 

   0222  zzxyxx N  .    (2.3.15) 

или 

    022  zzxyxxxyxx NiNi  .  (2.3.16) 

Если ввести обозначения 

xyxx i  ,     (2.3.17) 

то окончательно получим 

  02  zzN  .     (2.3.18) 

Моды, соответствующие двум корням уравнения 
2N       (2.3.19) 
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являются чисто поперечными волнами с круговой поляризацией, а решение 

0zz       (2.3.20) 

Соответствует чисто продольной моде – плазмону. 

 Полученные решения (2.3.19) и (2.3.20) – это всѐ, что можно найти, не 

затрагивая вопрос о динамике электронного газа. Если пренебречь зависимо-

стью диэлектрической проницаемости от  волнового вектора k, легко вычис-

лить тензор проводимости для газа невзаимодействующих электронов. Пре-

небрежение зависимостью ),(  k  от k эквивалентно предположению, что 

электрическое поле в металле является однородным. Тогда нужно вычислить 

ток, решая уравнение движения электронов в однородных электрическом и 

магнитном полях. 

 В приближении однородного поля 

)()(ˆ)(  Ej


 ,    (2.3.21) 

где )(ˆ   – тензор удельной электропроводности. 

В отсутствие межэлектронного взаимодействия и направленного дрей-

фа электронов 

)()(  vnej


 ,     (2.3.22) 

где n – концентрация носителей заряда, e – заряд рассматриваемой частицы. 

 Воспользуемся уравнением движения электрона в виде 












 Hv

c
Eev

m

dt

vd
m
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,    (2.3.23) 

где  
m  – эффективная масса, v


 – скорость,  – время релаксации носителей 

заряда. 

Решая это дифференциальное уравнение  стандартным образом, т.е. де-

лая подстановку 
ti

z

y

x

e

v

v

v

v 




















 и учитывая выражения (2.3.21) и (2.3.22) для 

случая //H


z  оси получаем: 
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 Здесь учтено, что  
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.   (2.3.27) 

 Обозначая циклотронную частоту  

mc

He
c  ,       (2.3.28) 

уравнения (2.3.24)- (2.3.26) можно переписать в следующем виде: 

ycxx vE
m

e
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dt
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,    (2.3.29) 
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Так как справедливо выражение (2.3.22) 
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Знак минус появился в выражении (2.3.32) с учѐтом отрицательного заряда 

электрона. 

Таким образом, соотношения (2.3.29) – (2.3.31) можно выразить через 

плотность тока: 

ycxx J
ne

E
m
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 ,   (2.3.33) 
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 ,    (2.3.34) 
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.     (2.3.35) 

Умножим выражения (2.3.33) – (2.3.35) на -1. В результате получим: 

ycxx JE
m

ne
J

dt

d
















21
,    (2.3.36) 
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.     (2.3.38) 

 Так как связь индуцированного тока с напряженностью электрического 

поля падающей на вещество волны определяется выражением (2.3.21), а  

структура  тензора удельной электропроводности, как и тензора диэлектриче-

ской проницаемости, - выражением (2.3.14), то можем записать, что: 
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Поставляя из (2.3.39) выражения для компонент вектора плотности тока 

в уравнения (2.3.36) – (2.3.38), получим: 

   yyyxyxcxyxyxxx EEE
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 .     (2.3.42) 

Сравнивая в уравнениях (2.3.40) - (2.3.42) выражения при одних и тех 

же компонентах вектора напряженности электрического поля, получим из 

(2.3.40): 
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Из (2.3.41): 
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 ,     (2.3.45) 
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 Из (2.3.42): 













m

nei
i zz

2




 .     (2.3.47) 

 Решая систему уравнений (2.3.43) и (2.3.45), получим: 
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Подставляя (2.3.51) в (2.3.45), получим: 
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После сокращений: 
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 .     (2.3.53) 

Решая систему уравнений (2.3.45) и (2.3.46), получим: 
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После сокращений: 
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 .     (2.3.57) 

Подставляя (2.3.57) в (2.3.44), получим: 
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После сокращений: 
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 .     (2.3.59) 

Выражение (2.3.47) можно преобразовать к виду: 
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 Таким образом мы получили все компоненты тензора электропроводно-

сти [24]: 
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 Заметим, что в полученном выражении для тензора электропроводности 

эффективная масса изотропна.  

Компоненты тензора диэлектрической проницаемости (1.3.45)  






ˆ4
ˆˆ

0 i      (2.3.62) 

теперь легко пересчитать, используя полученное выражение для тензора 

электропроводности (2.3.61). 

Крышечка над диэлектрическими проницаемостями и проводимостью в 

(2.3.62) означает, что это величины тензорные, 0̂  – решѐточная часть диэлек-

трической проницаемости. 

 

 

§ 2.4. Расчёт компонент тензора высокочастотной электропроводности  

в наиболее общем случае 

 

 Как уже отмечалось ранее, энергетический спектр висмута представля-

ет собой сложную структуру, позволяющую реализовать наиболее общий 

случай расчѐта компонент тензора высокочастотной электропроводности. 

Действительно, электронные поверхности Ферми висмута состоят из трѐх 

трѐхосных эллипсоида, которые переходят друг в друга при повороте на угол 

120  вокруг тригональной оси (рис. 2.1.2). Поэтому в общем случае тензор 

эффективных масс (2.2.19) можно переписать в виде: 
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в котором имеется 9 компонент. Мы не будем сейчас ссылаться на симмет-

рию представления (2.2.19), которая, конечно же, имеется и упрощает расчѐт.   

 Нам предстоит проделать ту же процедуру, что и в предыдущем пара-

графе, только уравнение (2.3.23) необходимо переписать с учѐтом того, что 

масса носителей заряда анизотропна и описывается тензорной величиной: 
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E
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dt

vd
m ee





  ,   (2.4.2) 

где B


 - магнитная индукция,v


 - скорость электрона в эллипсоиде по-

стоянной энергии собственные оси, которого не совпадают с кристалличе-

скими осями кристаллической решѐтки. 

Мы заменили вектор напряжѐнности магнитного поля H


 на вектор маг-

нитной индукции B


 потому что для абсолютного большинства материалов 

магнитная проницаемость 1 , в том числе и для висмута. 

Решая это дифференциальное уравнение стандартным методом, как и 

ранее, результат формально можно записать в виде: 

)(
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   (2.4.3) 

 

где  

 0

1 )/( miBqb   


,    (2.4.4) 

а Î  – единичная матрица. 

Тогда тензор удельной электропроводности просто получить используя 

(2.3.21) и (2.3.22), т.е.  

vneEJ


 ̂ .     (2.4.5) 

Отсюда  
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,     (2.4.6) 

где  
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 .     (2.4.7) 

 Используем эти результаты для того, чтобы в явном виде записать ком-

поненты тензора электропроводности электронов одного из эллипсоидов по-

стоянной энергии: 
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где 
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  (2.4.18) 

а 
e

m̂  – тензор эффективных масс для любой выбранной ориентации вектора 

индукции магнитного поля относительно кристаллографических осей кри-

сталла. 

Таким же образом мы можем получить явный вид тензора проводимо-

сти для Т – дырок, используя тензор эффективных масс (2.2.5) и выражение 

(2.4.6): 
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где  
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 Теперь мы можем получить явный вид полного тензора высокочастот-

ной проводимости для висмута для любой наперед выбранной ориентации 

вектора магнитной индукции относительно кристаллографических осей кри-

сталла висмута, который включает в себя отклик трѐх электронных эллипсои-

дов и одного дырочного: 

  hcba  ˆˆˆˆ
3

1ˆ      (2.4.21) 

 Абсолютное большинство экспериментов проводится в ориентации, ко-

гда кристалл приготавливается таким образом, чтобы была полная уверен-

ность в том, какие плоскости являются «рабочими». Наименьшими экспери-

ментальными погрешностями в определении углов являются конфигурации, 

например, для висмута, связанные с базисной, т.е. перпендикулярной триго-

нальной оси плоскостью. Таким образом, наиболее важными с точки зрения 

экспериментальных возможностей являются ориентации, когда вектор маг-

нитного поля направлен вдоль бинарной, биссекторной или тригональной 

оси. 

Рассмотрим случай, когда внешнее магнитное поле направлено вдоль 

тригональной оси кристаллической решѐтки висмута. В этом случае в соот-

ветствие со структурой электронных экстремумов все три эллипсоида дают 

эквивалентный вклад в тензор электропроводности. Вектор b


имеет только 

одну компоненту, т.е. bb 3 . Повторяя вышеприведѐнную процедуру получа-

ем: 
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 Для случая, когда внешнее магнитное поле направлено вдоль бинарной 

оси кристаллической решѐтки висмута вектор b


имеет также только одну не-

равную нулю компоненту bb 1 , подставляя которую в вышеприведѐнные 

формулы, получаем: 
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 Для случая, когда внешнее магнитное поле направлено вдоль биссек-

торной оси кристаллической решѐтки висмута вектор b


имеет также только 

одну неравную нулю компоненту bb 
2

, подставляя которую в вышеприве-

дѐнные формулы, получаем: 
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Вопросы к главе 2 

 

1. Чем полуметалл отличается от полупроводника? 

2. Напишите программу, реализующую поворот тензора на произволь-

ный угол относительно: а) оси 3, б) оси 1, в) оси 2, а) оси 3 и 1, а) оси 3 и 2,              

а) осей 3, 2, 1.  

3. Что такое соотношения Крамерса-Кронига? Как их можно использо-

вать для восстановления оптического спектра? 

4. Сформулируйте принцип симметрии кинетических коэффициентов 

Онсагера. 
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ГЛАВА 3. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В ПЛАНАРНОМ  

ВОЛНОВОДЕ, НАХОДЯЩЕМСЯ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 

§ 3.1. Волновой процесс в планарном волноводе 

 

Рассмотрим планарный волновод из висмута, помещѐнный в магнитное 

поле (рис. 3.1.1). Оси координат направим следующим образом: ось Y – па-

раллельно направлению распространения волны, ось Z – перпендикулярно 

стенкам планарного волновода (рис. 3.1.1). Поместим планарный волновод во 

внешнее магнитное поле, направленное вдоль оси Y. 

Так как висмут – анизотропный материал, то мы рассматриваем наибо-

лее общий случай. Общий случай требует рассмотрения вещества с тензором 

диэлектрической проницаемости ̂ , все девять компонент, которого отличны 

от нуля [30] (3.18). 



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx







̂ .    (3.1.1) 

 
Рис. 3.1.1. Взаимное расположение вектора индукции магнитного поля, 

волнового вектора электромагнитного излучения и исследуемого 

монокристалла относительно выбранной системы координат 

D – расстояние между стенками планарного волновода; Z =+D/2 – координата 

поверхности верхнего образца; Z = –D/2 – координата поверхности нижнего 

образца.  

Исследование волновых процессов в замагниченной плазме анизотроп-

ного кристалла возможно моделированием экспериментальных данных, кото-

рыми, как правило, является зависимость интенсивности излучения, провзаи-

модействовавшего с образцом, от какого-нибудь параметра: частоты, величи-

ны электрического или магнитного поля, направления и т.д. Мы имеем в рас-
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поряжении информацию о зависимости интенсивности электромагнитного 

излучения, прошедшего через планарный волновод, от величины магнитного 

поля, в котором находится вся рассматриваемая система. В эксперименте ис-

пользовалось излучение СN лазера с длиной волны λ=337 мкм. Поэтому все 

оценки будут привязаны к излучению данной длины волны. Следуя экспери-

менту, мы должны получить выражение для коэффициента пропускания пла-

нарного волновода в зависимости от величины магнитного поля. Что мы сей-

час и проделаем. 

Уравнения Максвелла (1.1.1)- (1.1.4) в системе СИ имеют вид: 

t
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,      (3.1.2) 
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 ,      (3.1.3) 
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,       (3.1.4) 

D


.       (3.1.5) 

К уравнениям Максвелла добавляются материальные соотношения 

(1.1.5) – (1.1.6): 

ED


0
̂ ,       (3.1.6) 

HB


0
 .       (3.1.7) 

где HDBE


,,,  – зависящие от времени векторы напряжѐнности и индукции 

электрического и магнитного полей, 


 – оператор градиента. 

В планарном волноводе внешних зарядов и токов нет, поэтому в систе-

ме уравнений (3.1.2) – (3.1.5) =0, а индуцированные токи учитываем стан-

дартным образом введением комплексного тензора диэлектрической прони-

цаемости ̂ . Далее, используя материальные соотношения (3.1.6) и (3.1.7), 

получаем векторное волновое уравнение для волн, распространяющихся в 

планарном волноводе: 
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 .     (3.1.8) 

Учитывая в (3.1.8), что 
200

1

c
 , 1  для висмута, =1 для вакуума, при-

ходим к векторному волновому уравнению: 

0
ˆ

2

2

2







t

E
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.      (3.1.9) 

где с – скорость света в вакууме. 

Действуя, как предложено в работах [31, 32], будем искать решение 

данного уравнения для среды (1) в виде: 

    yqωtiexpαzexpEE
y

 )1(


,     (3.1.10) 
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где E


– напряжѐнность электрического поля электромагнитной волны,  – 

круговая частота электромагнитной волны,  – поперечное волновое число, qy 

– продольное волновое число (рис. 3.1.2), индекс 
(1)

 означает, что комплексная 

амплитуда относится к среде (1) (рис. 3.1.1). 

 

 

 

 

 

  

 

Такой вид решения определяется электрическим полем волны, распро-

страняющейся вдоль оси Y и экспоненциально затухающей вглубь среды (1) 

вдоль оси Z (рис. 3.1.1) [33].  

Введѐм обозначение  

  yωt-qiexpη
y

  ,                                (3.1.11) 

Подставляя решение (3.1.10) в уравнение (3.1.9),  учитывая что 
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 ,                                (3.1.12) 

приходим к следующему виду волнового уравнения: 

0ˆ )1(2)1(  EkE
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 ,                         (3.1.13) 

где  
0
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c
k – волновое число. 

Уравнение (13) в координатной форме представляет собой систему трѐх 

однородных линейных уравнений относительно компонент вектора напря-

жѐнности электрического поля 
)1()1()1( ,,

zyx
EEE : 
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.   (3.1.14) 

Известно, что для того, чтобы однородная линейная система уравнений 

имела нетривиальное решение, необходимо, чтобы детерминант ее коэффи-

циентов равнялся нулю. Это требование дает дисперсионное уравнение вол-

ны, распространяющейся вдоль поверхности образца, которое аналогично 

уравнению, полученному в [32]: 

Рис. 3.1.2. k


– волновой 

вектор;  – поперечное волно-

вое число; qy – продольное 

волновое число. 

Y 
k


 

y
q
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Данное уравнение четвертой степени имеет в общем случае четыре 

корня. Так как распространяющаяся вдоль поверхности твердого тела элек-

тромагнитная волна, проникая вглубь материала, затухает в нем в направле-

нии оси OZ, то коэффициент поглощения  для такой волны должен иметь 

положительную действительную часть. Только два корня 1 и 2 из четырех 

корней данного уравнения будут удовлетворять этому условию [25], два дру-

гих корня будут иметь отрицательные реальные части, и, следовательно, не 

будут удовлетворять условию затухания электрического поля волны вдоль 

оси OZ. Таким образом, линейную систему уравнений нужно решить два 

раза: для = 1 и = 2. Пусть 
1
E


 и 
2
E


 – решения, соответственно, для 1 и 2. 

Следовательно, волна, распространяющаяся вдоль поверхности твердого тела 

(1), будет представлять собой суперпозицию двух волн [34]: 
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     (3.1.16) 

где 
2

D
z  , D – расстояние между стенками планарного волновода. 

Таким образом, в среде (1) поле экспоненциально убывает от границы 

раздела: говорят, что рассматриваемый процесс имеет характер поверхност-

ной волны [1]. 

Рассмотрим первые два уравнения системы (3.1.14). Введѐм в этих 

уравнениях обозначения: 
222

0 nyxxn
qkS   ,                             (3.1.17) 
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kT   ,                                   (3.1.18) 

здесь и далее 2,1n . 

Умножим первое уравнение системы (3.1.14) на 
yx

k 2
0

, а второе на n
S , и 

затем, вычитая из первого уравнения второе, получим: 
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В (3.1.19) введѐм обозначения: 
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С учѐтом (3.1.20) и (3.1.21) , выражение (3.1.19) приобретает вид: 
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где )1(

n
K  величины, определяемые из граничных условий. 

Из (3.1.23) видно, что  
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Если (3.1.24) и (3.1.25) подставить в (3.1.22), то получим тождество 
)1()1(

nnnnnn KBAKBA  .                   

Далее, подставляя в первое уравнение системы (3.1.14) соотношения (3.1.24) 

и (3.1.25), а, также учитывая (3.1.17) получаем 
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В последнее выражение подставляем (3.1.20) и (3.1.21) соответственно и в ре-

зультате приходим к соотношению: 
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Вводя в (31.27) обозначение 
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получим 
)1()1(

nnnx
KCE   .      (3.1.29) 

Так как трансляционно-симметричные половинки монокристалла изго-

товлены из одного и того же материала, то все вышеприведенные рассужде-

ния справедливы и для среды (2) (рис.3.1.1). Чтобы получить выражение для 

E


 для среды (2), аналогичное вышеприведенному выражению (3.1.16), необ-

ходимо заменить верхний индекс (1) на (2) и сменить знак перед n на проти-

воположный. Тогда уравнение волны, распространяющейся вдоль поверхно-

сти среды (2) будет иметь вид [34]: 
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Решение волнового уравнения для вакуума (0) (рис.3.1.1) будем искать 

в виде: 
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Подставив это предполагаемое решение в волновое уравнение (3.1.13), 

получим систему из трех однородных линейных уравнений относительно 
)()()( ,, o

z

o

y

o

x
EEE : 
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Для того чтобы данная система уравнений имела нетривиальное реше-

ние, необходимо, чтобы  детерминант еѐ коэффициентов был равен нулю. 
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Раскрывая определитель 
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 , получаем 
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откуда, ввиду того, что 02
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из последнего условия получаем: 
22

0 oy
kq  .                      (3.1.34) 

Таким образом, систему можно решить дважды, и, соответственно, 

волна, распространяющаяся в вакууме (0) между стенками планарного 

волновода, представляет собой суперпозицию двух волн [34]: 
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где 
22

D
z

D
 . 

Поясним вид решения для вакуума (3.1.35). Известно, что общее выра-

жение для волны, представляющей собой суперпозицию двух монохромати-

ческих волн, распространяющихся в положительном направлении оси OY  с 

растущей и убывающей амплитудой по направлению оси OZ, имеет вид: 
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.    (3.1.36) 

Применительно к нашему случаю 
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  <0 ,      (3.1.37) 

)0(

1 
 EE


  и  
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  > 0 ,     (3.1.38) 

C учѐтом (3.1.37), (3.1.38) выражение (3.1.36) принимает вид (3.1.35). 
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Смысл знаков «+»  и  «–» в (3.1.37) и (3.1.38) становится ясным из рис. 

3.1.3.   

Таким образом, между стенками планарного волновода распространяет-

ся плоская неоднородная волна в направлении оси OY. В плоскости фронта 

волны у =const  распределение поля имеет вид стоячей волны [1].  

Рассмотрим третье уравнение системы (3.1.32) 
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Из (3.1.34) следует 
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Подставляя (3.1.39) в (3.1.32–3), получаем: 
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Проведѐм анализ формулы (3.1.40). Из (3.1.34) следует, что 
0

  может 

быть как положительным, так и отрицательным. Сначала рассмотрим случай, 

когда 
0

 < 0 . В этом случае у нас увеличивается амплитуда волны и тогда, как 

следует из (3.1.37): 

)0()0(

zz
EE


    и   )0()0(

yy
EE


 .                                 (3.1.41) 

 

Рис. 3.1.3. Распределение продольной компоненты вектора на-

пряжѐнности электрического поля Ey, как функции от z в плос-

кости фронта направляемой волны. 
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Учитывая (3.1.41) и учитывая, что 
0

 < 0  из (3.1.40) получаем 

)0(

0

)0(

y

y

z
E

iq
E





.                                        (3.1.42) 

Теперь рассмотрим случай, когда 
0

 >0 . Амплитуда волны уменьшается 

и, как следует, из (3.1.38), 

)0()0(

zz
EE


   и  )0()0(

yy
EE


 .                             (3.1.43) 

Учитывая (3.1.43) и то, что 0 > 0  из (3.1.40) получаем 
)0(

0

)0(

y

y

z
E

iq
E





.                                    (3.1.44) 

Объединяя формулы (3.1.42) и (3.1.43) в одну, получим 

)0(

0

)0(

y

y

z
E

iq
E





.                                    (3.1.45) 

В (3.1.45) введѐм обозначение 

0


y
iq

S  ,                                          (3.1.46) 

и (3.1.45) приобретает вид  

)0()0(

yz
SEE


 ,                                     (3.1.47) 

где «+» означает, что амплитуда данной волны увеличивается; «– » означает, 

что амплитуда данной волны уменьшается. 

Восемь независимых компонент амплитуд электрических полей на гра-

нице вакуум – твѐрдое тело при 
2

D
z   и 

2

D
z   связаны восемью гранич-

ными условиями, которые получаются из условия непрерывности тангенци-

альных составляющих векторов E


 и H


[1]. С помощью уравнений Максвелла 

эти условия можно свести к системе уравнений, которую необходимо запи-

сать для каждой границы раздела (
2

D
z  ). Получим эту систему. 

Из уравнений Максвелла можно получить граничные условия для тан-

генциальных компонент вектора напряжѐнности электрического поля E


 на 

границе двух сред (n) и (0) (n=1,2) [2] 

)0()(


EE n  .       (3.1.48) 

В случае нашего эксперимента тангенциальными компонентами в об-

щем случае являются компоненты по x  и по y , т. е. 

)0()(

x

n

x
EE  ,       (3.1.49) 

)0()(

y

n

y
EE  .       (3.1.50) 
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Так как в нашем эксперименте на границе раздела сред (0) и (n) отсутствует 

внешний поверхностный ток, то для вектора напряжѐнности магнитного поля 

H


, из уравнений Максвелла также можно получить граничные условия: 

)0()(


HH n  ,      (3.1.51) 

и по аналогии с (3.1.49) и (3.1.50): 

)0()(

x

n

x
HH  ,      (3.1.52) 

)0()(

y

n

y
HH  .      (3.1.53) 

Вернѐмся к уравнению (3.1.2), а также к материальным соотношениям (3.1.6) 

и (3.17). Подставим (3.1.7) в (3.1.2). В результате получим: 

t

H
E









0
 ,                                  (3.1.54) 

Выражения для Е


 и H


 имеют стандартный вид: 

  tqtiexpEE
y

 
0


,  (3.1.55) 

         yq-tiexpHH
y


0


 ,   (3.1.56) 

где E


 и H


 комплексные амплитуды. 

Подставляем (3.1.55) и (3.1.56) в (3.1.54) и учитывая, что 

Hi
t

H 






, 
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iE xyxzyz
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0000
 . 

Приравняем составляющие по y (коэффициенты при j


 из правой и левой час-

тей (3.1.54) для среды (n) и вакуума (0)): 
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Учитывая (3.1.53), из последних двух равенств получаем: 

z

E

x

E

z

E

x

E
xz

n

x

n

z



















)0()0()()(

. 

В направлении оси X свойства среды, в которой распространяются электро-

магнитные волны, не меняются, поэтому zE  от x  не зависит, следовательно, 

0
)0()(











x

E

x

E z

n

z  и предыдущее равенство приобретает вид   

z

E

z

E
x

n

x








 )0()(

.                                 (3.1.57) 

Приравняем составляющие по x  (коэффициенты при  i


 из правой и ле-

вой частей (3.1.54) для среды (n) и вакуума (0)): 
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(n)

y
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z iωωμ
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. 

Учитывая (3.1.52), из последних двух равенств получаем  

z
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E

z

E

y

E yz
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z



















)0()0()()(

.     (3.1.58) 

Группируя уравнения (3.1.49), (3.1.50), (3.1.57) и (3.1.58), получаем сис-

тему уравнений, выражающую граничные условия непрерывности тангенци-

альных составляющих векторов напряжѐнности электрического поля E


 и 

магнитного поля H


 на границе сред (0) и (n): 
















































,
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,
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n

x

                        (3.1.59) 

где 2,1n . 

Так как планарный волновод находится в магнитном поле, направлен-

ном вдоль оси Y, то сам планарный волновод и электрическое поле волны, 

распространяющейся в нѐм, будет иметь симметрию вращения вокруг оси 
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второго порядка, направленную вдоль оси Y. Иными словами, при повороте 

планарного волновода на 180
o
 вокруг вышеназванной оси, все уравнения, за-

писанные для планарного волновода, должны оставаться неизменными. Сле-

довательно, граничные условия на двух границах  вакуум – твердое тело при 

2

D
z   и 

2

D
z   оказываются идентичными. Поэтому, для вывода диспер-

сионного уравнения волны, распространяющейся в планарном волноводе, 

достаточно рассмотреть граничные условия, например, при 
2

D
z  . Поэтому 

дальше будем везде рассматривать среды (1) и (0) (рис. 3.1.1), т. е. будем счи-

тать, что n=1.  

В планарном волноводе, электромагнитное поле, представляет собой 

так называемые Е – и Н – волны (ТЕ – и ТН – моды) 7. Это значит, что в на-

шей системе координат (рис.3.1.1) у Е–волны (ТН–моды) существует про-

дольная составляющая 
y

E , а у Н–волны (ТЕ–моды) существует продольная 

составляющая 
y

H . Продольные составляющие являются причиной того, что 

вектор потока энергии Умова-Пойтинга S


 для Е  и Н  волн в силу правила 

правого винта имеет составляющую вдоль оси Z. Следовательно, часть потока 

энергии электромагнитной волны разворачивается на 90 и уходит в нижнюю 

или верхнюю стенку планарного волновода.  

Таким образом, ось вращения второго порядка, направленная по оси 

ОY, позволяет классифицировать компоненты амплитуд электрического поля 

волны, распространяющейся в планарном волноводе, на четные и нечетные 

функции от z  [35]: 

1) волна  со следующей симметрией  

y
E  – нечѐтная (

zx
EE ,  – четные) функции от z . 

2) волна с  

y
E  – чѐтная (

zx
EE ,  – нечетные) функции от z . 

Условия четности (нечетности) компонент электрического поля волны, 

распространяющейся в планарном волноводе, позволяет связать компоненты 

амплитуд )0(


E  и )0(


E , входящих в выражение для )0(E


(3.1.35), следующим 

образом: 
)0()0(

ii
EE


 ,  zyxi ,,     (3.1.60) 

где знак «+» соответствует четной функции от z  (рис 3.1.3а); знак «–» соот-

ветствует нечетной функции от z  (рис. 3.1.3б); индексы +i, –i соответствуют 

верхнему и нижнему полупространству относительно плоскости z=0 для со-

ответствующих компонент вектора напряжѐнности электрического поля. 

Займѐмся выводом дисперсионного уравнения для случая 

1) 
y

E  – чѐтная (
zx

EE ,  – нечетные) функции от z . 
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Для этого, учитывая (3.1.60), подставим в систему (3.1.59) выражения (3.1.16) 

и (3.1.35), спроецированные на оси Y или X для границы раздела 
2

D
z  .  

Для первого уравнения системы (3.1.59) имеем 
)0()1(

xx
EE  ,                                                 (3.1.61) 

       ,
2

)1(

21

)1(

1

)1(  zexpEzexpEE
xxx




                        (3.1.62) 

                          zEzEE o

x

o

xx 0

)(

0

)()0( expexp 



.                       (3.1.63) 

Подставляя (3.1.62), (3.1.63) в (3.1.61) и учитывая, что  
)0()0(

xx
EE


 , 

получаем 

.
2

exp
2

exp
2

exp
2

exp 00)0(2)1(

2

1)1(
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DD
E

D
E

D
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xxx


  (3.1.64) 

Вводя в (3.1.64) обозначения: 

a
D











2
exp 1


,      (3.1.65) 

b
D











2
exp 2


,      (3.1.66) 

f
DD



















2
exp

2
exp 00


,     (3.1.67) 

приходим к уравнению  

0)0()1(

2

)1(

1


xxx
fEbEaE .      (3.1.68) 

Для второго уравнения системы (3.1.59) имеем  
)0()1(

yy
EE  ,       (3.1.69) 

     ,
2

)1(

21

)1(

1

)1(  zexpEzexpEE
yyy




    (3.1.70) 

     zEzEE
yyу 0

)0(

0

)0()0( expexp 



.    (3.1.71) 

Поступая так же, как и ранее, т.е. подставляем (3.1.70), (3.1.71) в (3.1.69) и 

учитываем, что  
)0()0(

yy
EE


 , 

получаем 

.
2

exp
2

exp
2

exp
2

exp 00)0(2)1(
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1)1(
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E

D
E

D
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 (3.1.72) 

Вводим в (3.1.72) обозначение: 

l
DD



















2
exp

2
exp 00


,     (3.1.73) 
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а также учитываем обозначения (3.1.66) и (3.1.67), в результате чего прихо-

дим к уравнению 

0)0()1(

2

)1(

1


yyy
lEbEaE .    (3.1.74) 

Далее, рассмотрим третье уравнение системы (3.1.59) 

z

E

z

E
xx








 )0()1(

.    (3.1.75) 

Берѐм производные по z от (3.1.62) и от (3.1.63), после чего, учитывая 

(3.1.75), а также учитывая:  
)0()0(

xx
EE


 , 

получаем 
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2
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2
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   (3.1.76) 

В выражение (3.1.76) вводим обозначения (3.1.65), (3.1.66) и (3.1.73), после 

чего получаем  

0)0(

0

)1(

22

)1(

11


xxx
lEbEaE  .   (3.1.77) 

И, наконец, используем четвѐртое уравнение системы (3.1.59) 
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E
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E yzyz



















)0()0()1()1(

 .   (3.1.78) 

Имеем  

     ,expexp
2

)1(
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)1(

1

)1(  zEzEE
zzz




  (3.1.79) 

     zEzEE
zzz 0

)0(

0

)0()0( expexp 



. (3.1.80) 

Берѐм производные по y  от (3.1.79) и (3.1.80), по z от (3.1.70) и (3.1.71), а 

также используем обозначения (3.1.65), (3.1.66), (3.1.67) и в результате получаем 
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,   (3.1.81) 
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,    (3.1.82) 
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,   (3.1.83) 

 )0(
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y
fE

z

E






.     (3.1.84) 

Подставляя (3.1.81), (3.1.82), (3.1.83) и (3.1.84) в выражение (3.1.78) приходим 

к уравнению 

.0)0(
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)0()1(
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)1(

22
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 yzyzyzyyy
fEfEiqbEiqaEiqbEaE     (3.1.85) 
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Используя формулы (3.1.32), (3.1.45) преобразуем последние два члена 

уравнения (3.1.85): 
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 (3.1.86) 

С учѐтом (3.1.86), выражение (3.1.85), умноженное на 
0

 , приобретает вид 

0)0(2
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yzyzyyy
fEkbEqiaEqibEaE  .  (3.1.87) 

Таким образом, после вышеприведѐнных преобразований система 

уравнений (3.1.59) принимает вид: 
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   (3.1.88) 

Подставляем в систему (3.1.88) соотношения (3.1.24), (3.1.25) и (3.1.29). 

Учитывая, что n=1,2 приходим к следующему виду системы (3.1.88): 
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 (3.1.89) 

Для того чтобы данная система уравнений имела нетривиальное 

решение, необходимо, чтобы еѐ детерминант был равен нулю, т. е. 
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  (3.1.90) 

где  

,
nynnn

AiqBL   2,1n .   (3.1.91) 

Раскрывая детерминант (3.1.90), получаем уравнение 
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                     (3.1.92) 

Подставляя в (3.1.92) выражения для l и f : 

,
2

2
2

exp
2

exp 000




























D
ch

DD
l


  (3.1.93) 
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exp 000
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,  (3.1.94) 

и учитывая, что 
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,    (3.1.95) 

приходим к дисперсионному уравнению для случая 1), когда 
y

E  — чѐтная, 

zx
EE ,  — нечѐтные функции от z [30]: 
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 (3.1.96) 

Теперь получим дисперсионное уравнение для случая 2), когда 
y

E — 

нечѐтная, 
zx

EE ,  — чѐтные функции от z . Поступаем так же, как при выводе 

уравнения (3.1.96) 

Проделывая то же самое, что и при выводе уравнения (3.1.68), 

учитывая, что 
)0()0(

xx
EE


 , 

f
DD



















2
exp

2
exp 00


,   (3.1.97) 

(следует обратить внимание на отличие (3.1.97)от (3.1.67)) 

получаем уравнение 

0)0()1(

2

)1(

1


xxx
fEbEaE .    (3.1.98) 

Далее, поступая так же, как при выводе уравнения (3.1.74), однако, с 

тем отличием, что теперь 
)0()0(

yy
EE


 , 

l
DD































2

0exp
2

0exp


,   (3.1.99) 

(следует обратить внимание на отличие (3.1.99) от (3.1.73)) 

получаем уравнение 

0)0()1(

2

)1(

1


 yyy
lEbEaE .    (3.1.100) 

Далее, поступая по аналогии с выводом уравнения (3.1.77), с той лишь 

разницей, что в данном случае используется обозначение (3.1.99) и учитыва-

ется, что  
)0()0(

xx
EE


 , 
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приходим к уравнению 

0)0(

0

)1(

22

)1(

11


xxx
lEbEaE  .   (3.1.101) 

И, наконец, поступая по аналогии с выводом уравнения (3.1.87), с тем 

лишь отличием, что теперь используется обозначение (3.1.97) и учитывается, 

что 
)0()0(

zz
EE


 , 

)0()0(

yy
EE


 , 

приходим к уравнению 
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fEkbEqi
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.          (3.1.102) 

Как легко видеть, внешний вид уравнений (3.1.68) и (3.1.98), (3.1.74) и 

(3.1.100), (3.1.77) и (3.1.101), (3.1.87) и (3.1.102) идентичен. Разница состоит 

лишь в смысле, вкладываемом в обозначения l  и f . 

Учтѐм, что аналогично случаю 1),  
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В результате получаем дисперсионное уравнение для случая 2), когда 
y

E  — 

нечѐтная, 
zx

EE ,  — чѐтные функции от z [30]: 
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  (3.1.106) 

Таким образом, мы получили два аналогичных дисперсионных 

уравнения (3.1.96) и (3.1.106), соответственно для случаев 1) и 2). В итоге, в 

планарном волноводе будут распространяться две волны с дисперсионными 

уравнениями (3.1.96) и (3.1.106) вида (3.1.35) с векторами электрического 

поля, определяемыми из граничных условий (3.1.59). 

Решая дисперсионное уравнение раздельно, каким-либо численным ме-

тодом, можно получить значения составляющих комплексного волнового 

вектора 
y

q . Дело в том, что величина комплексного волнового вектора вдоль 

оси OY, т. е. вдоль направления вектора индукции внешнего магнитного поля 
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играет решающую роль в определении величины коэффициента пропускания 

планарного волновода, расчетом которой теперь непосредственно займемся. 

Найдѐм коэффициент пропускания планарного волновода для случая 1), 

т.е. когда Ey — чѐтная, Ex , Ez  —  нечетные функции от z . 

Воспользовавшись соотношениями (3.1.60), (3.1.93) и (3.1.94) приведѐм 

выражения (3.1.63), (3.1.71) и (3.1.80) к виду  

 ηzαsh2EE
0

(0)

x

(0)

x 
 ,   (3.1.107) 

 ηzαch2EE
0

(0)

y

(0)

y 
 ,   (3.1.108) 

 ηzαsh2EE
0

(0)

z

(0)

z 
 ,   (3.1.109) 

Рассчитаем энергию волны, прошедшую через планарный волновод. 

Интенсивность волны в направлении оси Y определяется как среднее значе-

ние y - компоненты вектора Умова – Пойтинга. Выражения для вектора Умо-

ва – Пойтинга и его среднего значения, соответственно имеют вид: 

 (0)(0) H,ES


 ,    (3.1.110) 
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.    (3.1.111) 

Найдѐм    yср SS
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  (3.1.112) 

Из (3.1.112) находим  
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(0)
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S .   (3.1.113) 

Далее с помощью уравнений (3.1.2) и (3.1.7) получаем 

t

H
μErot

(0)

0

(0)









 .   (3.1.114) 

Будем искать решение уравнения (3.1.114) в виде: 

    yqωtiexpαzexpHH
y

(0)

0



.  (3.1.115) 

Из (3.1.115) следует 

(0)

(0)

Hiω
t

H 






.    (3.1.116) 

Как следует из (3.1.113), решая уравнение (3.1.114) нам необходимо 

найти, (0)

x
H   и (0)

z
H  . Займѐмся этим. 
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Распишем подробно левую часть уравнения (3.1.114): 
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    (3.1.117) 

Для нахождения yS  достаточно найти компоненты (0)

x
Erot


 и (0)

z
Erot


, 

поэтому, учитывая (3.1.114), (3.1.115) и (3.1.117) получим следующие 

выражения 
(0)

x0

(0)

x
HiμErot 


,    (3.1.118) 
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.    (3.1.119) 

Далее, с помощью соотношений (3.1.107), (3.1.108), (3.1.109) и (3.1.115) 

находим: 
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, (3.1.120) 
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,   (3.1.121) 
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z
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, 

и из (3.1.118) и (3.1.120) получаем: 

  ηEiαEq
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а из (3.1.119) и (3.1.121): 
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 .     (3.1.123) 

Комплексно сопряжѐнные (3.1.122) (3.1.123) выражения имеют вид: 
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.    (3.1.125) 

Подставляя (3.1.107), (3.1.109), (3.1.124) и (3.1.125) в (3.1.113) и 

воспользовавшись формулами: 

        zα2coszα2ch
2

1
zαshzαsh

0000
 ,  (3.1.126) 

где 
0

α  и 
0

α   соответственно действительная и мнимая части 
0

 , 

 yq2expηη
y
 ,    (3.1.127) 

где 
y

q  – мнимая часть 
y

q , 

получаем 
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  (3.1.128) 

 

Далее, делаем подстановку из (3.1.45) для (0)

y
E


:  
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 ,    (3.1.129) 

в результате чего выражение под знаком реальной части приобретает вид 

принимает вид 
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  (3.1.130) 
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Из (3.1.33) следует, что 
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y
kαq   .    (3.1.131) 

Подставляя (3.1.131) в (3.1.130), получим: 
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  (3.1.132) 

Далее, умножая числитель и знаменатель первого члена в выражении 

(3.1.132) на 
y

q получим 

.
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 (3.1.133) 

 2

yyy
qqq  . 

Таким образом, в случае 1), когда 
y

E  — чѐтная, 
zx

EE ,  — нечѐтные 

функции от z , с учѐтом (3.1.133), получаем выражение для 
y

S :  
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   (3.1.134) 

где Ly   — длина планарного волновода. 

Энергию W волны, прошедшей в единицу времени через поперечное 

сечение планарного волновода размером xD (x изменяется от 0 до x, z  изме-

няется от 
2

D
  до 

2

D
 ), находим из выражения: 


xz

y
dxdzSW .    (3.1.135) 

В расчетах удобно сравнивать энергию  BW , переносимую волной при 

некотором значении магнитного поля B , с энергией  0W , переносимой 

волной при 0B , т. е. определять коэффициент пропускания планарного 

волновода  
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 (3.1.137) 

 

Теперь рассмотрим случай 2), когда электромагнитная волна, 

распространяющаяся в планарном волноводе, имеет следующую чѐтность: 
y

E  

— нечѐтная, 
zx

EE ,  — чѐтные функции z .  

Поступая также как в случае 1), учитывая только другую чѐтность в 

соотношении (3.1.60), запишем в этом случае выражения для компонент 

электрического поля (0)

z

(0)

y

(0)

x
E,E,E : 
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Далее, по аналогии со случаем 1), с помощью выражений (3.1.138), 

(3.1.139), (3.1.140) и (3.1.117) находим 

 

   ηzαсhEαEiq2Erot
0

(0)

y0

(0)

zy

(0)

x 



,   (3.1.141) 

 ηzαсhE2iqErot
0

(0)

xy

(0)

z 



,   (3.1.142) 

    












zαchαzαsh

z
000

. 

 

Далее из (3.1.118) и (3.1.141)  имеем: 
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а из (3.1.119) и (3.1.142): 
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Далее из (3.1.143) и (3.1.144) находим 
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И, наконец, по аналогии со случаем 1), с той лишь разницей, что теперь 

используется формула  
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2

1
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0000
 ,  (3.1.147) 

находим выражение для 
y

S  в случае 2), когда 
y

E  — нечѐтная, 
zx

EE ,  — 

чѐтные функции z :  
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  (3.1.148) 

Таким образом, для случая 2) выражение для  ВТ  (3.1.136) 

приобретает вид: 

 

 

  
 

  
 

 

  
 

  
 

  









































2
(0)

z

0

0

0

0

2
(0)

z

0

0

0

0

0E
0α

D0αsin

0α

D0αsh

BE
Bα

DBαsin

Bα

DBαsh

BT  

 

 

 
 

 

 

 
 

     .0qBq2Lexp

0q
0E

0E

0q

k

Bq
BE

BE

Bq

k

yy

y2
(0)

z

2
(0)

x

2

y

2

0

y2
(0)

z

2
(0)

x

2

y

2

0











































 (3.1.149) 

 

Выражения (3.1.137), (3.1.149) мало полезны для практического 

применения, поскольку неизвестны квадраты модулей комплексных 

амплитуд компонент вектора напряжѐнности электрического поля вдоль осей 

OX и OZ:    
2

(0)

z

2
(0)

x
BEBE


, . Поэтому необходимо упростить эти выражения 

и попытаться избавиться от величин непосредственно не определяемых 

экспериментально. Для этого рассмотрим дисперсионные уравнения 

электромагнитных волн, распространяющихся в планарном волноводе в 

отсутствии магнитного поля 0В 


. Найдѐм в этом случае выражения для 1
α  и 

2
α . 

Рассмотрим систему уравнений (3.1.14). В отсутствии магнитного поля 

тензор диэлектрической проницаемости имеет диагональный вид: 
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С учѐтом (3.1.150), система (3.1.14) приобретает вид: 
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   (3.1.151) 

Чтобы система (3.1.151) имела нетривиальное решение, необходимо, чтобы 

детерминант еѐ коэффициентов был равен нулю, т. е. 

.0

qεkαiq0

αiqαεk0

00αqεk

Δ
2

yzz

2

0y

y

2

yy

2

0

22

yxx

2

0

(166)








   (3.1.152) 

Раскрывая (3.1.152) получаем: 
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Так как 0k 2

0
 , следовательно 
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откуда 
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εkqα  ,     (3.1.155) 

с другой стороны из (3.1.153) следует 
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откуда 
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ε
α  .    (3.1.157) 

Из (3.1.151) и (3.1.154) можно сделать вывод, что корень 
1

  соответствует 

только тем волнам, где есть составляющая напряжѐнности электрического 

поля вдоль оси Х, т.е. 
1

α  соответствует ТЕ – моде. А из (3.1.151) и (3.1.156) 

следует, что корень 
2

  соответствует ТМ – моде, так как в ней есть соответст-

вующие составляющие вектора напряжѐнности электрического поля. В 

(3.1.155) и (3.1.157) взяты положительные корни, так как отрицательные – не 

удовлетворяют условию затухания электромагнитных волн в средах (1) или 

(2) (см. (3.1.16)). 

Так как мы рассматриваем планарный волновод, поэтому в нѐм могут 

распространяться Е – и Н – волны. Таким образом, необходимо рассмотреть 

два случая: 

а) Волна может быть поляризована так, что вектор напряжѐнности элек-

трического поля волны Е


 будет перпендикулярен плоскости падения (пер-
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пендикулярная поляризация). В этом случае в планарном волноводе возника-

ет ТЕ  – мода или Н – волна, для которой выполняются условия: 

0EE0,E
zyx
 .    (3.1.158) 

б) Волна может быть поляризована так, что вектор напряжѐнности 

электрического поля волны Е


 будет параллелен плоскости падения (парал-

лельная поляризация). В этом случае в планарном волноводе возникает ТН – 

мода или Е  – волна, для которой выполняются условия: 

0E0,E0,E
zyx
 .    (3.1.159) 

Рассмотрим случаи а) и б) для электромагнитных волн, распростра-

няющихся  в планарном волноводе, имеющих, как и ранее, следующую чѐт-

ность: 

1) 
y

E  –  чѐтная (
x

E , 
z

E  – нечѐтные функции z ), 

2) 
y

E  –  нечѐтная (
x

E , 
z

E  – чѐтные функции z ). 

Рассмотрим последовательно все возможные случаи. 

1а) ТЕ  – мода ( Н  – волна); 

у
Е  – чѐтная, Ey=0 (

zх
ЕЕ ,  – нечѐтные, Ez=0) функции от z . 

С учѐтом условий (3.1.158), система уравнений (3.1.89) приобретает 

вид: 
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2x

(1)
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   (3.1.160) 

Когда мы говорим о Н – волне, то имеем в виду наличие у данной вол-

ны продольной составляющей напряжѐнности магнитного поля волны Нy и 

поперечной составляющей напряжѐнности электрического поля волны Еx. 

Оси координат направлены в соответствии с рис. 3.1.1. Как следует из систе-

мы уравнений (3.1.160) и из соотношения (3.1.62), в среде (1) имеется две по-

перечные амплитуды напряжѐнности электрического поля волны (1)

1х
Е  и 

(1)

2х
Е  и 

два поперечных волновых числа 1 и 2. Однако, в силу того, что 2 получено 

для ТМ – моды – будет существовать только одна Н – волна. Аналогичные 

рассуждения справедливы и для среды (2). 

Получим дисперсионное уравнение для H – волны. Для этого в системе 

(3.1.160) в силу выше сказанного приравняем к нулю (1)

2х
Е . Получим: 
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   (3.1.161) 
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Чтобы система (3.1.161) имела нетривиальное решение, необходимо чтобы 

детерминант еѐ коэффициентов был равен нулю, т.е. 

0.
lαaα

fa
Δ

01

(173)



    (3.1.162) 

Раскрывая (3.1.162) получаем: 

0fαlα
10

 .    (3.1.163) 

Подставляя в (3.1.163) выражения для l (3.1.93) и для f (3.1.94) и учитывая 

(3.1.160) приходим к дисперсионному уравнению для H – волны: 

0
2

Dα
cthαα 0

01









 .   (3.1.164) 

1б) ТН  – мода ( Е  – волна); 

у
Е — чѐтная, 

zх
ЕЕ ,  – нечѐтные функции от z; Ex=0. 

С учѐтом условий (3.1.159), система (3.1.88) приобретает вид: 















.0fEkbEqiαaEqiαbEααaEαα

0,lEbEaE

(0)

y

2

0

(1)

2zy0

(1)

1zy0

(1)

2y20

(1)

1y10

(0)

y

(1)

2y

(1)

1y

       (3.1.165) 

Так как z и y компоненты вектора напряжѐнности электрического поля 

независимы и мы ищем уравнение для i , то в системе (3.1.165) можно поло-

жить 0EЕ (1)

2z

(1)

1z
 . Когда мы говорим о Е – волне, то имеем в виду существо-

вание у данной волны продольной составляющей вектора напряжѐнности 

электрического поля волны 
у

Е  и поперечной составляющей вектора напря-

жѐнности магнитного поля волны 
х

Н . Оси координат направлены в соответ-

ствии с рис. 3.1.1. По тем же причинам, что и в случае 1а), существует одна Е 

– волна со следующими составляющими:
2

(1)

2х

(1)

2у
α,Н,Е . 

Положим в системе (3.1.165) 0Е (1)

1у
 . Учитывая, что 0EE (1)

2z

(1)

1z
 , из 

системы (3.1.165) получим 
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                                       (3.1.166) 

Чтобы система (3.1.166) имела нетривиальное решение необходимо, 

чтобы детерминант еѐ коэффициентов был равен нулю, т. е. 

.0
fkbαα

lb
Δ

2

020

(188)





    (3.1.167) 

Раскрывая (3.1.167) получаем уравнение 

0fklαα 2

020
 .     (3.1.168) 



66 
 

Подставляя в (3.1.168) выражения для l (3.1.93) и для f (3.1.94) и учитывая 

(3.1.95) получаем 

0k
2

Dα
cthαα 2

0

0

20









 .     (3.1.169) 

Выразим в (3.1.169) 2

0
k  через 

2
 . Для этого из (3.1.157) получим 
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ε
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откуда 

yy

2

2
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2

y2

0
ε

α

ε

q
k  .    (3.1.170) 

Подставляя (3.1.170) в (3.1.169) получаем дисперсионное уравнение для E-

волны: 

0









2zz

2

yyy0

yy02
αε

qε

2

Dα
cthεαα .   (3.1.171) 

2а) ТЕ  – мода ( Н  – волна); 

Ey — нечѐтная, Ex Ez — чѐтные функции z; Ey=0, Ez=0. 

Поступая так же как в случае 1а), находим системы уравнений, анало-

гичные системам (3.1.161): 
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   (3.1.172) 

Система уравнений (3.1.172) отличается от системы (3.1.161) смыслом вкла-

дываемым в f и l. Далее, поступая так же, как в случае 1а), с той лишь разни-

цей, что теперь для f и l используются обозначения (3.1.103) и (3.1.104), а 

также используется формула (3.1.105), получаем дисперсионное уравнение 

для Н  – волны: 

0
2

Dα
thαα 0

01









 ,   (3.1.173) 

2б) ТН – мода (Е – волна); 

Ey — нечѐтная, Ex Ez — чѐтные функции z; Ex=0. 

Так же как в случае 1б) находим систему уравнений, аналогичную 

(3.1.166): 
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   (3.1.174) 

Система уравнений (3.1.174) отличаются от системы (3.1.166) смыслом вкла-

дываемым в f и l. Далее поступая так же как в случае 1б), с тем лишь отличи-

ем, что теперь для f и l используются обозначения (3.1.103) и (3.1.104), а так-
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же используется формула (3.1.105), получаем дисперсионное уравнение для Е 

– волны: 

0









2zz

2

yyy0

yy02
αε

qε

2

Dα
thεαα ,   (3.1.175) 

Проанализируем наличие решений дисперсионных уравнений (3.1.164), 

(3.1.171), (3.1.173), (3.1.175) в случае бесстолкновительной плазмы (компо-

ненты диэлектрической проницаемости имеют только рельные части). Урав-

нения (3.1.164), (3.1.173), не имеют действительных корней qy, так как  1 

больше нуля и   0
2
 dth

oo
 ,   0

2
 dcth

oo
 . Уравнения (3.1.171), 

(3.1.175) будут иметь действительный корень qy, так как имеется третий член, 

который отрицателен.  

Следовательно, в планарном волноводе, изготовленном из висмута, в 

случае бесстолкновительной плазмы будут возбуждаться только Е – волны. В 

противном случае – qy компонента волнового вектора станет комплексной ве-

личиной, мнимая часть которой будет описывать затухание волны, обуслов-

ленное поглощением среды. Данный вывод подтверждается численным рас-

чѐтом. 

Электрическое поле волны с дисперсионными уравнениями (3.1.171), 

(3.1.175) не имеет Ex – компоненты, поэтому выражение (3.1.149), например, 

можно записать в виде: 
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  (3.1.176) 

Для всех значений магнитного поля 41092,1 
y

q м
–1

 (рис. 3.1.4), а 

100
y

q  м
–1

 (рис. 3.1.5), т. е.    
2

y

2

y
BqBq  0001,0 , поэтому можно считать 

22 )()(
yy

qq  . Следовательно, сомножитель выражения (3.1.176) можно 

представить следующим образом: 
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       (3.1.177) 
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Рис. 3.1.4. Действительная часть компоненты волнового вектора вдоль оси 

OY для случая, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

Результат численного расчѐта 

 

Во всѐм интервале магнитных полей 
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2
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(рис. 3.1.6), по-

этому 
 

1

2
















 Bq

k

y

o  с точностью не хуже 5%. Аналогичную замену произведѐм 

в знаменателе выражения (3.1.177). 
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Рис. 3.1.5. Мнимая часть компоненты волнового вектора вдоль оси OY  

для случая, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

Результат численного расчѐта 

 

Таким образом, вместо выражения (3.1.176) получим: 
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    (3.1.178) 

Отношение 015,1
)0(

)(






y

y

q

Bq

 

(рис. 3.1.7) для всего рассматриваемого диа-

пазона магнитных полей, поэтому приравняем его единице. Погрешность, 

вносимая этим приближением, не превышает 1,5%. 
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Рис. 3.1.6. Квадрат отношения волнового числа монохроматической  

электромагнитной волны к действительной части   компоненты волнового 

вектора вдоль оси OY 
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 Bq

k

y

o  для случая, когда магнитное поле направлено 

вдоль бинарной оси. Результат численного расчѐта 

 

Для того чтобы получить выражение для коэффициента пропускания, 

которое можно было бы рассчитать, исходя из экспериментальных данных, 

нужно получить значения для отношения: 
 

 
2

2

0
z

z

E

BE




. Рассматривается волна, 

распространяющаяся в планарном волноводе, которая в отсутствии магнитно-

го поля не имеет  0
x

E


 компоненты электрического поля. Поэтому квадрат 

амплитуды электрического поля такой волны можно записать следующим об-

разом: 

     
222

000
zy

EEE


 .   (3.1.179) 

Волна, распространяющаяся в планарном волноводе, при наличии маг-

нитного поля будет иметь отличную от нуля  BE
x

 компоненту электриче-

ского поля в виду того, что тензор диэлектрической проницаемости висмута в 

магнитном поле будет иметь отличные от нуля xz, zx компоненты. Следова-

тельно, квадрат амплитуды электрического поля такой волны будет иметь 

вид: 

       
2222

BEBEBEBE
zyx 

 .  (3.1.180) 



71 
 

B//бинарной оси

0.99

1.00

1.01

1.02

0 0.5 1 1.5 2
магнитное поле B (Tл)

 
 

Рис. 3.1.7. Отношение действительной части компоненты волнового вектора 

вдоль оси OY при некотором значении магнитного поля к действительной  

части компоненты волнового вектора вдоль оси OY при нулевом значении 

магнитного поля 
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 для случая, когда магнитное поле направлено  

вдоль бинарной оси. Результат численного расчѐта 

 

Считая энергию, подводимую волной извне, постоянной величиной, по-

лучим: 

   
22

0


 EBE


.    (3.1.181) 

Подставив в (3.1.181) выражения (3.1.179) и (3.1.180) легко получить: 
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 .  (3.1.182) 

Из соотношения (3.1.47) следует (рис. 3.1.8): 
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0,055    (3.1.183) 

во всѐм интервале рассматриваемых полей. Тогда из (3.1.182) с учѐтом 

(3.1.183) следует: 
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  .   (3.1.184) 

Поэтому с точностью не хуже 5,5 % можно считать, что 
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 .    (3.1.185) 
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Рис. 3.1.8. Отношение квадрата модуля компоненты волнового вектора  

монохроматической электромагнитной волны вдоль оси OZ к квадратe  

модуля компоненты волнового вектора монохроматической  

электромагнитной волны вдоль оси OY для случая, когда магнитное  

поле направлено вдоль бинарной оси. Результат численного расчѐта 

 

Подставив соотношение (3.1.185) в выражение (3.1.178) получим: 
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   (3.1.186) 

 Первый сомножитель, в выражении (3.1.186) для коэффициента про-

пускания планарного волновода, во всей исследуемой области принимает 
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значение 1.00±0,02 (рис. 3.1.9). Поэтому с точностью не менее 0,2% – это 

константа равна 1. Таким образом 

 

       .07,1 0qBq2LexpBT yy
    (3.1.187) 
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Рис. 3.1.9. Полевая зависимость первого сомножителя выражения (3.1.186) 

для случая, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

Результат численного расчѐта 

 

Нами получено достаточно простое выражение для расчѐта коэффици-

ента пропускания планарного волновода, чтобы показать его аналитическую 

зависимость от волнового вектора электромагнитной волны, распространяю-

щейся в ней. 

Вопрос о погрешности нашего расчѐта остаѐтся открытым. Однако, на-

до заметить, что оценки проведѐнные нами дают величину не более 7%. 

 

§ 3.2. Магнитоплазменные и циклотронные волны в висмуте 

 

Рассмотрение волновых процессов в замагниченной плазме висмута 

возможно моделированием результатов эксперимента, а затем подробным 

рассмотрением тех волновых процессов, которые привели к решению постав-

ленной задачи. 

В качестве примера мы рассмотрим случай, когда магнитное поле на-

правленно вдоль бинарной оси висмута (рис. 2.1.2.). Так как на кристалл на-

ложено магнитное поле, то при некотором магнитном поле можно ожидать 

циклотронный резонанс, когда частота падающего на кристалл электромаг-

нитного излучения совпадѐт с циклотронной частотой  



74 
 

cm

He

с

c 
 .       (3.2.1) 

где 

сm  – эффективная циклотронная масса носителей заряда. 

Дело в том, что электроны вращаются вокруг вектора магнитного поля 

в соответствие с той изоэнергетической поверхностью, на которой они нахо-

дятся. Циклотронную массу можно посчитать с помощью выражения [36]: 

2
32

1

ˆdet
o

B

c
m

m
mm 








 


     (3.2.2) 

где *ˆdet m  – означает детерминант матрицы тензора эффективных масс 
m̂ , B – величина индукции магнитного поля. 

 
oB
mhmhm  


ˆ*  – эффективная масса носителей заряда вдоль на-

правления вектора магнитной  индукции, mo – масса свободного электрона, h


 

– единичный вектор вдоль направления вектора индукции магнитного поля. 

Выражения для циклотронных масс электронов в L точке зоны Бриллю-

эна и дырок Т точке в бинарном, биссекторном и тригональном направлениях 

имеют вид: 
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Рис. 3.2.1. Результаты моделирования формы линии магнитооптического  

эксперимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси,  

экспериментальные результаты (сплошная линия) и оптимальная подгонка 

(пунктирная линия) 
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Когда вектор магнитного поля параллелен бинарной оси имеются три  

типа носителей заряда (3.2.3)- (3.2.5). Это – электроны с эффективными мас-

сами различающиеся примерно в 10 раз друг от друга, и дырки с промежу-

точными эффективными массами. В соответствие с зонной структурой вис-

мута и по результатам численного эксперимента было найдено, что наблюда-

ется сигнал от электронов с наименьшими эффективными массами и дырок 

(рис. 3.2.1). Долина при B=0.35 Tl (рис. 3.2.1) является сигналом от легких 

электронов, а долина при B=1,32 Tl – сигнал от дырок. В численном экспери-

менте мы последовательно исключали различные компоненты высокочастот-

ного тензора проводимости. Это позволило нам сделать вывод о том, что мы 

не наблюдаем сигнал от электронов с наибольшими эффективными цикло-

тронными массами. 

На рис. 3.2.2-3.2.4 приведены результаты численного эксперимента, ко-

гда использовалась та или другая часть компонент тензора электропроводно-

сти (2.4.26) - (2.4.33), соответствующая электронам различных экстремумов и 

Т-дыркам.  

 Как видно из рис. 3.2.2, вклад тяжѐлых бинарных электронов в тензор 

диэлектрической проницаемости представляет собой константу в рассматри-

ваемом диапазоне магнитных полей, и как следствие, коэффициент пропуска-

ния также константа. 

Моделирование электронного вклада в тензор удельной электропровод-

ности, представленное на рис. 3.2.2, совершенно точно указывает, что осо-

бенность в спектре пропускания планарного волновода в районе В=0,35 Тл 

представляет собой вклад лѐгких бинарных электронов. 
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Рис. 3.2.2. Результаты моделирования формы линии магнитооптического  

эксперимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

В расчѐте принималась во внимание только наибольшая эффективная  

циклотронная масса (3.2.3) 
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 Наконец, когда в расчѐте (рис. 3.2.4) принимались во внимание только 

лѐгкие электронные эффективные циклотронные массы (3.2.3) и дырочные – 

(3.2.5), структура спектра фактически соответствовала наблюдаемому 

экспериментально. Таким образом были идентифицированны особенности 

магнитооптического спектра. 
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Рис. 3.2.3. Результаты моделирования формы линии магнитооптического  

эксперимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

В расчѐте принималась во внимание только электронные эффективные  

циклотронные массы (3.2.3), (3.2.4) 

 

Тензор диэлектрической проницаемости для рассматриваемого случая 

определяется выражениями (2.4.26) - (2.4.33). Из 9 компонент имеется только 

5. Дисперсионное уравнение аналогично уравнению (2.3.14). Оно имеет два 

решения: 

yyo   ,      (3.2.5) 

где o  – диэлектрическая проницаемость так называемой обыкновенной вол-

ны Фойгта. По определению и смыслу диэлектрической проницаемости, если 

мы получили в качестве диэлектрической проницаемости у компоненту тен-

зора диэлектрической проницаемости, это означает, что вектор напряжѐнно-

сти электрического поля электромагнитной волны направлен вдоль оси OY 

(рис.  3.1.1). При данном направлении вектора напряжѐнности электрического 

поля электромагнитной волны и с учѐтом вида предполагаемого решения 

(3.1.10), эта волна может распространяться только в OZ направлении нашей 

системы координат (рис. 3.1.1), т.е. в стенки планарного волновода. Волна яв-

ляется чисто поперечной. 
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Второе решение дисперсионного уравнения для рассматриваемой кон-

фигурации имеет вид: 

zzzxxzxxe  /
,     (3.2.6) 

где e  – диэлектрическая проницаемость так называемой необыкновенной 

волны Фойгта. В соответствие с индексами компонент тензора диэлектриче-

ской проницаемости в выражении (3.2.6) эта волна поляризована в XZ 

плоскости нашей системы координат (рис. 3.1.1). Направление еѐ распростра-

нения зависит от соотношений величины мнимых частей α1 и α2 компонент 

волнового вектора вдоль оси OZ с одной стороны и действительной части qy 

компоненты волнового вектора  вдоль оси OY (рис. 3.1.2). 
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Рис. 3.2.4. Результаты моделирования формы линии магнитооптического  
эксперимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси.  

В расчѐте принимались во внимание только лѐгкие электронные эффективные 
циклотронные массы (3.2.3) и дырочные - (3.2.5) 

 
Следует заметить, что обыкновенная и необыкновенная волны Фойгта 

аналогичны обыкновенной и необыкновенной волнам в случае двулучепрелом-
ляющих кристаллов (см. главу 1 параграф 5 данного пособия) в оптике [2]. 

На рис. 3.2.5. представлены результаты расчѐта действительных частей 
диэлектрической проницаемости для обыкновенной и необыкновенной волн 
Фойгта. Расчѐт зависимости диэлектрической проницаемости от величины 
магнитного поля – численная итерационная процедура с выбором двух кор-
ней α1 и α2 из четырѐх. Поэтому, в области, где значения констант распро-
странения вдоль оси OZ α1 и α2  близки друг к другу, возможен обмен ветвями 
расчѐта. На рис. 3.2.6 мы как раз, возможно, и наблюдаем обмен ветвями рас-
чѐта в районе величины магнитного поля В=0,43 Тл. Тем не менее, интенсив-
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ные особенности в константах распространения принадлежат одной из двух 
ветвей α1 и α2, а другая имеет почти постоянное значение в интересующем нас 
диапазоне магнитных полей. 
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Рис. 3.2.5. Результаты моделирования формы линии магнитооптического  

эксперимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси:  

реальные части диэлектрической функции для обыкновенной  

(сплошная линия) и необыкновенной (пунктирная линия) волны Фойгта 
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Рис. 3.2.6. Результаты моделирования формы линии магнитооптического экс-

перимента, когда магнитное поле направлено вдоль бинарной оси: мнимые 

части α1 и α2 компонент волнового вектора вдоль оси OZ. Сплошной линией 

обозначена одна из констант распространения вдоль оси OZ,  

а пунктирной – другая 
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Трудность однозначно ответить на поставленный вопрос заключается в 

том, что решить задачу аналитически невозможно, так как дисперсионное 

уравнение представляет собой трансцендентную комплексную функцию 

(3.1.106). Уменьшение тензора диэлектрической проницаемости (2.4.26) - 

(2.4.33) до 5 компонент для выбранного нами для анализа направления также 

не упрощает существенно процесс решения дисперсионного уравнения. Та-

ким образом, обыкновенная волна связана с электронными экстремумами, 

причѐм, наклонными (в и с на рис. 2.1.2).  

Тогда при магнитном поле в диапазоне от В=0 Тл до В=0,33 Тл диэлек-

трическая проницаемость обыкновенной волны отрицательна. Электромаг-

нитная волна полностью отражается от стенок планарного волновода, и ко-

эффициент пропускания должен быть равен единице или очень к единице, 

что мы и наблюдаем на рис. 3.2.1. Однако, по мере приближения к точке, ко-

гда 0o , создаются условия для резонансного поглощения энергии элек-

тромагнитной волны, и при В=0,33 Тл  мы наблюдаем циклотронный резо-

нанс. Этот циклотронный резонанс характеризуется классическими наклон-

ными орбитами прецессии электронов по поверхности постоянной энергии 

(рис. 2.1.2.). При увеличении магнитного поля диэлектрическая проницае-

мость становится положительной величиной, волна может распространяться 

внутрь стенок планарного волновода, и мы наблюдаем резкое уменьшение 

коэффициента пропускания. Далее диэлектрическая проницаемость, сохраняя 

положительное значение (рис. 3.2.5), уменьшается, приближаясь к нулевому 

значению. Наступает, так называемая, диэлектрическая аномалия. Коэффици-

ент пропускания резко возрастает до единицы. При дальнейшем увеличении 

магнитного поля диэлектрическая проницаемость уменьшается и сохраняет 

примерно постоянное отрицательное значение. Таким образом, коэффициент 

пропускания должен быть равен единице. Однако, в действие вступает не-

обыкновенная волна. 

Перейдѐм теперь к рассмотрению необыкновенной волны. В диапазоне  

магнитных полей от В=0 Тл до В=0,82 Тл диэлектрическая проницаемость 

необыкновенной волны отрицательна (рис. 3.2.5). Таким образом, необыкно-

венная волна не может распространяться в кристалле. В магнитном поле 

В=0,82 Тл диэлектрическая проницаемость (3.2.6) становится равной нулю, и 

наступает условие циклотронного резонанса. Диэлектрическая проницае-

мость становится положительной. Волна может распространяться в веществе. 

Коэффициент пропускания уменьшается и достигает минимума при В=1,33 

Тл. В этом магнитном поле диэлектрическая проницаемость волны становит-

ся отрицательной, волна отражается от стенок планарного волновода и коэф-

фициент пропускания резко возрастает до максимального значения. 

В данном случае волна продольно-поперечная, т.е. магнитоплазменная. 

Так как имеются несколько частот циклотронного резонанса, то должны поя-

виться новые частоты, и в данном случае, резонанс называется гибридным.  
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Вопросы к главе 3 

1. Проведите численные оценки, приводящие к упрощению выражения 

(3.1.176) до максимально достижимых полей с использованием сверхпрово-

дящих соленоидов. Оцените погрешность данного расчѐта. 

2. Использую программное обеспечение, созданное авторами пособия, 

найдите область сходимости решения по первоначальному приближению. 

3. Получите выражения (3.2.3) - (3.2.5) для циклотронных масс, когда 

вектор индукции магнитного поля направлен вдоль бинарной оси. Оцените их 

значения. 

4. Получите выражения для циклотронных масс носителей заряда, когда 

вектор индукции магнитного поля направлен вдоль биссекторной оси кри-

сталлической решѐтки висмута. Оцените их значения. 

5. Получите выражения для циклотронных масс носителей заряда, когда 

вектор индукции магнитного поля направлен вдоль тригональной оси кри-

сталлической решѐтки висмута. Оцените их значения. 

6. Используя программное обеспечение, созданное авторами пособия, 

смоделируйте зависимость коэффициента пропускания планарного волновода 

принимая в расчѐт только дырки, когда вектор индукции магнитного поля на-

правлен вдоль бинарной оси. Интерпретируйте полученный результат. 

7. Используя программное обеспечение, созданное авторами пособия, 

смоделируйте зависимость коэффициента пропускания планарного волновода 

принимая в расчѐт тяжѐлые бинарные электроны и дырки, когда вектор ин-

дукции магнитного поля направлен вдоль бинарной оси. Интерпретируйте 

полученный результат. 
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