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От всех приобретенных знаний               

в памяти у нас остается только то, 

что мы применили на практике.  

(И. Эккерман) 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

ПРЕДМЕТ ИЗУЧЕНИЯ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 
 

Микро и макрообъекты. В основном, предметом изучения 

квантовой механики являются  атомы, молекулы, атомные ядра, эле-

ментарные частицы. Однако, теория твѐрдого тела, также как и физи-

ка звѐзд основывается на квантовой теории. К элементарным части-

цам относятся кванты электромагнитного поля (фотоны) и две группы 

частиц: лептоны и адроны. Для адронов характерно сильное (ядер-

ное) взаимодействие, тогда как лептоны взаимодействуют посредст-

вом слабого взаимодействия. К лептонам относятся электрон, мюон, 

таон и их нейтрино. К более многочисленным  адронам относятся ну-

клоны (протон и нейтрон), мезоны (группа частиц, масса которых 

меньше массы протона) и гипероны (группа частиц, масса которых 

больше массы нейтрона). Соответствующие античастицы относятся к 

тем же группам элементарных частиц. 

Масса и заряд. Микрообъекты, прежде всего, характеризуются 

массой и электрическим зарядом. К примеру, масса электрона 

me=9,1
.
10

-28
 г, нейтрона mn=1839 me,  протона mp=1836 me, заряд про-

тона равен 1,6
.
10

-19
 Кл, а заряд электрона -1,6

.
10

-19
 Кл. Величина элек-

трического заряда любого микрообъекта кратна величине элементар-

ного заряда. Наряду с заряженными существуют нейтральные микро-

объекты (например, фотон, нейтрино, нейтрон).  

Спин. Одной из важнейших специфических характеристик мик-

рообъекта является спин. Спин – это момент импульса микрообъекта, 

не связанный с движением микрообъекта как целого. Спин s фотона 

равен 1, спин электрона (как и спин любого лептона) равен 1/2, спин 

нуклона тоже равен 1/2. Спин не имеет классического аналога и, без-

условно, указывает на наличие внутренней структуры микрообъекта.  

Нестабильность микрообъектов. Все элементарные частицы, 

за исключением фотона, электрона, протона и нейтрино, нестабиль-

ны. Это означает, что они самопроизвольно, без каких-либо внешних 

воздействий распадаются, превращаясь в другие частицы. Например, 

нейтрон самопроизвольно распадается на протон, электрон и элек-

тронное антинейтрино np+e
-
+ .  
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Нестабильные элементарные частицы характеризуются своими 

временами жизни. С уменьшением времени жизни, увеличивается ве-

роятность распада частицы. Например, время жизни нейтрона в сво-

бодном состоянии составляет 880,0 ± 0,9 с.  

Нестабильность присуща и другим микрообъектам. Для некото-

рых атомных ядер наблюдается явление радиоактивности (самопро-

извольное превращение изотопов одного химического элемента в изо-

топы другого, сопровождающееся испусканием частиц). Это показы-

вает, что нестабильными могут быть и атомные ядра. Возбужденные 

состояния атомов и молекул также оказываются нестабильными. На-

блюдается самопроизвольный переход в основное или менее возбуж-

денное состояние. 

Характерно, что наряду с нестабильными существует много ста-

бильных микрообъектов. Фотон, электрон, протон, нейтрино, ста-

бильные атомные ядра, а также атомы и молекулы в основном со-

стоянии существуют неопределенно долго. 

Взаимопревращения микрообъектов. Приведѐнная схема рас-

пада нейтрона (np+e
-
+ ), совершенно не утверждает, что нейтрон 

состоит из связанных друг с другом протона, электрона и электронно-

го антинейтрино. Распад элементарной частицы – это акт превраще-

ния исходной частицы в некую совокупность новых частиц. Исходная 

частица уничтожается, а новые частицы рождаются. Более того, мно-

гие частицы имеют несколько способов распада. 

Если рассматривать частицы не только в свободном, но и в свя-

занном состоянии, то картина взаимопревращений элементарных час-

тиц оказывается существенно богаче и сложнее. Свободный нейтрон 

распадается по приведенной выше схеме, а свободный протон стаби-

лен.  

Распады и взаимопревращения элементарных частиц происхо-

дят и при столкновениях частиц. В качестве примера приведем неко-

торые схемы взаимопревращений при столкновении фотонов с прото-

нами и нейтронами:  +p  n+ 
+
.  

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОСНОВЫ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 
 

1. ГИПОТЕЗА ПЛАНКА. 

Планк в 1900 г. сформулировал постулат, согласно которому 

вещество может испускать и поглощать энергию излучения только 

конечными порциями (элементарное возбуждение), пропорциональ-

ными частоте этого излучения. Данная концепция привела к измене-

нию традиционных положений, лежащих в основе классической фи-

зики. Энергия каждой порции  определяется по формуле E , где 

 - постоянная Планка  = 1.054572666310
-34 

Джс. 

 

2. ФОТОЭФФЕКТ. 

Открытие и изучение явления фотоэффекта принесло физикам 

много неожиданного. Сущность эффекта состоит в испускании веще-

ством фотоэлектронов под воздействием электромагнитного излуче-

ния, падающего на это вещество. Оказалось, что энергия испускаемых 

электронов не зависит от интенсивности поглощаемого излучения, а 

определяется только его частотой и свойствами самого вещества. От 

интенсивности излучения при заданной частоте зависит только пол-

ное число испускаемых электронов.  

Эйнштейн высказал мысль о том, что фотоэффект указывает на 

дискретное строение света. Эйнштейн предположил, что электромаг-

нитное излучение состоит из совокупности квантов, причем энергия 

каждого кванта пропорциональна частоте, а коэффициент пропорцио-

нальности равен постоянной Планка  E . Когда вещество погло-

щает квант света, то энергия этого кванта расходуется на то, чтобы 

выбить электрон и  сообщить ему кинетическую энергию 

TA  . 

Эйнштейн (1905): "Согласно принятой здесь точке зрения, при 

распространении светового луча, вышедшего из какой-либо точки, 

энергия распространяется не непрерывно на все более и более возрас-

тающее пространство, но состоит из конечного числа локализованных 

в пространственных точках квантов энергии, которые движутся без 

разделения и могут поглощаться и испускаться как целое". 

Следует отметить, что к моменту написания Эйнштейном в 

1905г. статьи относительно фотоэффекта было известно немного. В 

1902 г. Ленард обнаружил, что энергия вылетающих электронов не 

зависит от интенсивности падающего света. Что касается зависимости 

энергии фотоэлектронов от частоты, то она была исследована только 

в 1912г. Ричардсоном и Комптоном. 
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Проблемы, связанные с дуализмом фотонов. 
Непоследовательность в определении фотона заключается в ис-

пользовании понятия частоты фотона, в свою очередь связанное с 

представлением о некотором непрерывном периодическом процессе. 

Корпускулярные представления об излучении как о совокупности фо-

тонов не позволяют определить какую-либо периодичность, заимст-

вованную у волновой теории. Поэтому, определение энергии фотона 

как произведения частоты на постоянную Планка с корпускулярной 

точки зрения непоследовательно.  

Фотон заданной частоты нелокализован. Можно было бы пред-

ставить, что фотон представляет собой некоторое образование напо-

добие куска синусоиды. Однако в этом случае его нельзя характери-

зовать одной частотой. Более того, чем большую локализацию фотона 

мы производим посредством измерения, тем большее количество час-

тот в нем должно присутствовать. Фотон же одной частоты, если его 

представлять как волну, должен иметь бесконечную протяженность, 

но тогда фотон трудно назвать частицей. 

Интерференция. Можно было бы предположить, что явления 

интерференции связаны с взаимодействием большого числа фотонов, 

одновременно участвующих в процессе. Но тогда интерференцион-

ные явления должны были бы зависеть от интенсивности света и в 

случае достаточно малой интенсивности, когда в интерференционный 

прибор попадает одновременно не более одного фотона, вовсе бы от-

сутствовали. Такой эксперимент впервые был поставлен Тейлором и 

привел к отрицательному результату. Опыт показал, что какова бы ни 

была интенсивность падающего света, интерференционная картина 

остается одной и той же при условии, конечно, что время экспозиции 

будет достаточно велико. Это указывает на то, что каждый фотон, 

взятый в отдельности, участвует в явлении интерференции – факт 

чрезвычайно странный, если считать фотоны локализованными в про-

странстве. 

 

3. ЭФФЕКТ КОМПТОНА. 

Хотя гипотеза фотонов была высказана Эйнштейном еще в             

1905 г., на протяжении долгого времени физики с большим подозре-

нием относились к этой теории. Только открытие в 1922 г. эффекта 

Комптона дало прямое доказательство существования фотонов. 

Взаимодействие электромагнитного излучения с веществом ха-

рактеризуется появлением рассеянного излучения. Волновая теория 

объясняла это явление следующим образом. Электрическое поле па-

дающей волны приводит в колебательное движение электроны, вхо-



7 

 

дящие в состав материальных тел. В результате они оказываются эле-

ментарными источниками вторичных сферических волн. Это приво-

дит к пространственному перераспределению энергии падающей вол-

ны. В представляемой картине, в случае, если первичная волна была 

монохроматической, то и рассеянное излучение должно быть моно-

хроматическим и обладать той же частотой. Так как рентгеновские 

лучи представляют собой электромагнитное излучение высокой час-

тоты, то в течение весьма длительного времени казалось, что элек-

тромагнитная теория удовлетворительно объясняет рассеяние рентге-

новских лучей веществом. Однако более тщательное изучение этого 

вопроса показало, что в опытах по рассеянию излучения наряду с 

рентгеновскими лучами той же частоты имеется также компонента 

излучения с частотой, меньшей, чем частота падающего излучения. 

Этот факт совершенно необъясним классической точки зрения.  

Это явление было исследовано 

в 1922 г. Комптоном. Он установил 

зависимость частоты рассеянного 

излучения от угла рассеяния и неза-

висимость ее от природы рассеивающего тела. Позже Комптон и Де-

бай показали, что основные особенности этого явления могут быть 

объяснены, если рассматривать взаимодействие между электроном и 

электромагнитной волной как упругое соударение электрона с фото-

ном. Электрон и фотон обмениваются энергией и импульсом в мо-

мент соударения, а поскольку электрон почти всегда можно считать 

неподвижным по сравнению с фотоном, то в результате такого соуда-

рения электрон приобретает, а фотон теряет энергию. Так как частота 

фотона пропорциональна его энергии, то после соударения он должен 

обладать меньшей частотой, чем до соударения. 
Теория эффекта Комптона, согласующаяся с эксперименталь-

ными данными, позволяет, используя законы сохранения импульса и 
энергии, точно определить зависимость частоты рассеянного фотона 
от угла рассеяния. Используя законы сохранения энергии  и импульса 
можно получить 

2
2 2  sinC , 

где м1043,2
2 12
mc

C


  - комптоновская длина волны (здесь 

вычислена для электрона). 
Из полученной формулы можно сделать следующие выводы. 

Во-первых, так как справа стоит положительная величина, то длина 
волны рассеянного фотона больше его первоначальной длины. Во-

 k 
k 

mv 
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вторых, с увеличением угла рассеяния длина рассеянного излучения 
увеличивается. 

Оценим степень изменения длины волны 

%
,




























  101212 10510510432
22 C

. 

Видимый свет простираются в диапазоне 390-770 нм. Пусть для 

видимого света =500 нм=510
-4 

м.  

Следовательно %10%
105

105 6

4

10

















.  Рентгеновские лучи про-

стираются в диапазоне 0,05-100 


A . Для жестких рентгеновских лучей 

<0,2 


A . Пусть = 1 


A   = 10
-10

 м. Тогда % 5%
10

105
10

10














. 

Замечание. Независимость частоты рассеянного излучения от приро-
ды рассеивающего тела объясняется тем, что в акте рассеяния участ-
вуют лишь фотоны и электроны внутренних оболочек атомов, свойст-
ва которых совершенно не зависят от вещества, в состав которого они 
входят. 
 

4. ПОСТУЛАТЫ БОРА. 
Согласно модели Резерфорда, положительный заряд атома на-

ходится в ядре, занимающем небольшую часть атома. Оставить элек-
троны неподвижными вокруг ядра нельзя, т.к. статическая конфигу-
рация электрических зарядов неустойчива, поэтому Резерфорд пред-
положил, что электроны движутся по круговым или эллиптическим 
орбитам. Такая модель атома очень похожа на Солнечную систему, 
поэтому еѐ стали называть планетарной моделью атома.  Модель ато-
ма, предложенная Резерфордом, находится в противоречии с закона-
ми классической физики. С классических позиций, электрон, движу-
щийся по орбите, обладает ускорением и должен испускать электро-
магнитные волны. Эти волны уносят с собой часть энергии электрона. 
Теряя энергию, электрон движется по скручивающейся спирали и па-
дает на ядро. Атом перестаѐт существовать. Спасая ситуацию, дат-
ский физик Нильс Бор в 1913 г. сформулировал  постулаты, находя-
щиеся в противоречии с классической физикой. 

Бор высказал два постулата. 
1. Существуют состояния, находясь в которых атом не излучает (ста-
ционарные состояния); энергия этих состояний образует дискретный 

спектр: Е1, Е2, ..., Еn, ... т.е. nnE   . 

2. Атом излучает (поглощает), переходя из одного стационарного со-
стояния в другое; при этом он излучает или поглощает энергию рав-
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ную разности энергий соответствующих стационарных состояний.  

mnnm EEE  . 

Поскольку, в соответствии с первым постулатом, энергия кратна 

частоте, то nmnmE   . Так, при переходе из состояния с энергией 

Еn в состояние с меньшей энергией Еm испускается квант излучения с 
энергией (Еn - Еm), при этом в спектре атома появляется линия с час-
тотой 


mn

nm

EE 
 . 

Теория Бора была предназначена для спасения модели атома, но 

ни на каких физических принципах она не основывалась. Она являет-

ся переходной теорией от классических моделей атома к квантово-

механическим моделям. 

Эйнштейн в 1949 г. писал: "Мне всегда казалось чудом, что этой 

колеблющейся и полной противоречий основы (имеется в виду физи-

ка в начале века) оказалось достаточно, чтобы позволить Бору – чело-

веку с гениальной интуицией и тонким чутьем – найти главнейшие 

законы спектральных линий и электронных оболочек атомов, включая 

их значение для химии. Это кажется мне чудом и теперь". 

Эренфест лето 1913 г. Писал: "Работа Бора ... приводит меня в 

отчаяние: если формулу Бальмера можно получить таким образом, то 

я должен выбросить всю физику на свалку и сам отправиться туда 

же". 

Штерн, лето 1913 г.: "Если этот абсурд, который только что 

опубликовал Бор, верен, я брошу карьеру физика". 

 

5. ГИПОТЕЗА ДЕ-БРОЙЛЯ. 

Согласно Эйнштейну, свет состоит из частиц фотонов. Другими 

словами, свету присущи свойства, как волны, так и свойства частиц. В 

1924 г. де Бройль распространил идею дуализма не только на излуче-

ние, но и вообще на все микрообъекты. Он предложил с каждым мик-

рообъектом связывать, с одной стороны, корпускулярные характе-

ристики (энергию Е и импульс р), а с другой, волновые характери-

стики (частоту ω и длину волны λ). Взаимосвязь между волновыми и 

корпускулярными свойствами объектов осуществляется через посто-

янную Планка   следующим образом: 









2
pE    ,

. 
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Второе из этих соотношений известно как формула де Бройля. 

Для фотонов эти соотношения выполняются автоматически, если в 

формуле cp /  подставить ω=2c/λ .  

Смелость гипотезы де Бройля состояла в том, что приведенные 

соотношения предполагались выполняющимися для всех объектов, в 

частности для таких, у которых есть масса покоя и которые до этого 

ассоциировались с корпускулами. 

Волна де Бройля 
)(),( tkxieatx  0 . 

Когда де Бройль вводил представление о частице, как о волне, 

он отчетливо осознавал странность и неполноту такого подхода. Он 

писал "Я нарочно дал довольно неотчетливые определения фазовой 

волны и периодического явления, которое она, так же как и квант све-

та, некоторым образом выражает. Настоящую теорию нужно, таким 

образом, рассматривать скорее как форму, физическое содержание 

которой не волне установлено, чем как окончательно разработанную 

стройную теорию". 

В 1927 г. исследуя прохождение электронов сквозь тонкие пла-

стинки, Дэвисcон и Джермер (а также Тартаковский) обнаружили на 

экране-детекторе характерные дифракционные кольца. Оказалось, что 

кристаллическая решетка мишени сыграла роль дифракционной ре-

шетки для «электронных» волн. Измерение расстояний между ди-

фракционными кольцами для электронов заданной энергии подтвер-

дили формулу де Бройля. 

В 1949 г. Фабрикант пропустил через дифракционное устройст-

во крайне слабый электронный пучок – промежуток времени между 

последовательным прохождением электронов через щель более чем в 

10000 раз превышал время, необходимое для прохождения электрона 

через устройство. Опыт показал, что при длительной экспозиции, по-

зволяющей зарегистрировать на экране-детекторе достаточно боль-

шое число электронов, возникала такая же дифракционная картина, 

как и в случае обычных электронных пучков. Таким образом, было 

экспериментально доказано, что волновые свойства электронов нель-

зя объяснить как некий эффект коллектива электронов; волновыми 

свойствами обладает каждый отдельно взятый электрон. 
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ОСНОВНЫЕ ИСТОРИЧЕСКИЕ ДАТЫ. 

1900 Гипотеза Планка.  

1905 Объяснение фотоэффекта Эйнштейном.  

1911 Атом Резерфорда. 

1913 Постулаты Бора.  

1922 Подтверждение корпускулярных свойств света. Эффект 

  Комптона.  

1923 Гипотеза де Бройля.  

1925 Матричная механика Гейзенберга.  

1926 Волновая механика Шредингера. 

1927 Дифракции электронов (Дэвиссон  и Джермер). 
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ЗАДАЧИ. 

 

КОРПУСКУЛЯРНЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 

ИЗЛУЧЕНИЯ. 

1. Длина волны фотона равна =0,65 мкм (т.е. соответствует излуче-

нию лазерной указки, т.е. красный свет). Вычислить энергию и им-

пульс фотона. Энергию фотона выразить в эВ. 

Решение.  Согласно Эйнштейну энергия фотона 

cE








2
2 , 

Дж,
)м(,

)м/с(,)сДж(,, 19

6

834

100563
10650

1099721005511432 









E  

эВ ,)Дж(,/)Дж(, 90711061100563 1919  E , 






2

c

E
p , 

с

мкг
,

)м/с(,

)Дж(, 





 


27

8

19

100191
109982

100563
p . 

 

2. При каком значении скорости электрона его импульс равен им-

пульсу фотона с длиной волны = 0,65 мкм.  

Решение. Согласно условию должно выполняться равенство 

фэ pp  . 
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м/с 

,,

,,,

,
1130

100511432

10650109921090
1

10992

2

34

6830

8





























v
. 

 

ФОТОЭФФЕКТ. 

1. Длина волны света, соответствующая красной границе фотоэффек-

та, для некоторого металла 0=275 нм. Пусть поверхность металла ос-

вещается светом с длиной волны =180 нм. Найти работу выхода А 

электронов из металла, скорость фотоэлектронов и их кинетическую 

энергию. Выразить энергию в эВ. 

Решение. Согласно Эйнштейну TA  . 

а) При красной границе A  или 

A
c






0

2
. 

Отсюда 

Дж.1017,7
)м(10275,0

)м/с(10997,2)сДж(10055,114,32 19

6

834










A  

б) Найдем скорость фотоэлектронов 

A
mv

 
2

2

   A
cmv







2

2

2

     












 A

c

m
v

22
. 

м/с.10920

Дж1017,7
)м(10180,0

)м/с(10997,2)сДж(10055,114,32

)кг(109,0

2

3

19

6

834

30


















 






v

 

в)  Найдем энергию вырванных электронов 

2

2mv
E  , 

Дж,1078,3
2

м/с10920)кг(109,0 19
330







E  

эВ. 36,2
Дж106,1

Дж1078,3
19

19











E  

 

2. Пусть на катод из платины падают фотоны с неизвестной длиной 

волны .  Фототок прекращается, если между катодом и анодом при-

ложить задерживающую разность потенциалов в =0,8 В. Найти 
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длину волны применяемого излучения. Найти длину волны, соответ-

ствующую красной границе фотоэффекта. Работа выхода с платино-

вой поверхности 5,3 эВ. 

Решение:  

а) Прежде всего, рассмотрим вопрос о том, что такое задерживающая 

разность потенциалов и как распределен потенциал между электро-

дами. По определению разность потенциалов между точками 1 и 2 

есть 

.

2

1

12  rdE


     (1) 

Направим ось x от точки 1 к точке 2, т.е. 

по ходу движения электронов. Теперь 

определим направление вектора напря-

женности электрического поля. По ус-

ловию задачи электроны при движении 

к аноду тормозятся и останавливаются. 

Следовательно на них действует тормо-

зящая сила, направленная противопо-

ложно направлению оси x. Сила и на-

пряженность связаны соотношением 

EqF e


  или EeF


 . 

Здесь положили, что e - абсолютное 

значение заряда электрона (qe=-e).  От-

сюда видно, что вектор напряженности 

направлен вдоль движения, т.е. вдоль оси x. Теперь перепишем (1) в 

скалярном виде 

.

2

1

12  Edx  

Поскольку справа стоит величина отрицательная, то делаем вывод, 

что 2<1.  

Изобразим распределение потенциала графически. Для этого примем, 

что поле между катодом и анодом является однородным. Тогда 

xExxEdxEEdx   )( 12

2

1

2

1

12  , 

или 

Exx  1)(  , 

т.е. потенциал зависит от x линейно. 

б) Поскольку формула фотоэффекта является энергетическим соот-

1 2 

E 
 

1 

2 

U1 

U2 F

 

 

x 

x 

x 

E 

T+U 
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ношением, то рассмотрим энергию электрона. Поскольку электроны 

движутся в поле электростатической силы, т.е. консервативной силы, 

то выполняется закон сохранения энергии  

T1+ U1=T2+ U2 

или 

T2-T1=U1-U2. 

Поскольку электроны останавливаются вблизи анода, то конечная ки-

нетическая энергия у анода равна нулю и закон сохранения принима-

ет вид 

T1=-(U1-U2). 

Теперь учтем, что U= q. Тогда 

U1-U2= qe(1-2)= -e(1-2)=e(2-1). 

Отсюда 

T1= -(U1-U2)=e(1-2)>0. 

Введем обозначение =1-2. Тогда закон сохранения энергии при-

мет вид 

T1= e.     (2) 

Построим график потенциальной энергии. Во-первых, заметим, что 

поскольку 2<1, то U1<U2. 

Пусть поле между катодом и анодом является однородным. Тогда 

U1-U2= e(2-1)= -eEx2 

или 

U(x)=U1 + eEx. 

в) Теперь перейдем непосредственно к фотоэффекту. Согласно фор-

муле Эйнштейна имеем 

1TA  . 

Учитывая (2) получим 

 eA  

или 

.
2





 eA

c
  

Отсюда 

,
2









eA

c
 

м. 1004,2
8,0106,1106,13,5

1005,110314,32 9

1919

348










  

Что касается красной границы фотоэффекта, то она находится совсем 

просто 



16 

 

.
2

0

A
c





  

Отсюда 

A

c


2
0 , 

м.10234
)Дж(106,13,5

)м/с(10997,2)сДж(10055,114,32 9

19

834

0











  

 

ЭФФЕКТ КОМПТОНА. 

1. Рентгеновские лучи с длиной волны =70 пм испытывают компто-

новское рассеяние на парафине. Найти длину волны  рентгеновских 

лучей, рассеянных в направлении а) =/2, б) =. 

Решение. 
2

2 2  sinC . 

Ответ: а) м, 1210472  ,  б)  м, 1210974  ). 

2. Какова длина волны рентгеновского излучения, если при компто-

новском рассеянии на графите под углом =60 длина волны рассеян-

ного излучения оказалась равной =25 пм?  

Решение. 
2

2 2  sinC . 

Ответ: м, 1210823  ). 

 

ВОЛНА ДЕ БРОЙЛЯ. 

1. Какова длина волны де Бройля для электрона, движущегося со ско-

ростью v=210
8 

м/c, шарика массой 10 г,  движущегося со скоростью 

v=10 
 
м/c? 

Решение. Запишем соотношения де Бройля 

.
2

   ,






  pE

 
Отсюда следует, что длину волны следует искать из соотношения 

.
2

 
p


 

 
Релятивистский импульс 

.

1
2

2

c

v

mv
p
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Для длины волны де Бройля имеем 

.

1

2
2

 
2

2

mv

c

v

p



 






 

Для электрона со скоростью v=210
8 
м/c 

.м 107,2
102109,0

103

102
1

1005,114,32 12

830

2

8

8

34 



 

















 

Для электрона со скоростью v=10
 
м/c 

.м 103,7
10109,0

103

10
1

1005,114,32 5

30

2

8
34 



 















 

Для шарика массой 10 г со скоростью v=10
 
м/c 

.м 106,6
101010

103

10
1

1005,114,32 33

3

2

8
34 



 















 

 

2. Какова длина волны де Бройля для элек-

тронов, прошедших ускоряющую разность 

потенциалов =10 В? 

Решение. 
а) Прежде всего, рассмотрим вопрос о том, 

что такое ускоряющая разность потенциа-

лов. По определению разность потенциалов 

между точками 1 и 2 есть 

.

2

1

12  rdE


     (1) 

Направим ось x от точки 1 к точке 2, т.е. по 

ходу движения электронов. Теперь опреде-

лим направление вектора напряженности 

электрического поля. По условию задачи 

электроны вначале покоились, а затем приобрели скорость, двигаясь в 

ускоряющем электростатическом поле. Следовательно, на них дейст-

вует ускоряющая сила, направленная по движению, т.е. в направле-

нии оси x. Сила и напряженность связаны соотношением 

1 2 

E 
 

1 

2 

U1 

U2 

F

 

 

x 

x 

x 

E 

T+U 
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EqF e


  или EeF


 . 

Здесь qe=-e. Отсюда видно, что вектор напряженности направлен про-

тивоположно движению, т.е. против оси x. Теперь перепишем (1) в 

скалярном виде 

.

2

1

12  Edx  

Поскольку справа стоит величина положительная, то делаем вывод, 

что 2>1 

б) Теперь запишем соотношения де Бройля 

.
2

   ,






  pE

 
Отсюда следует, что длину волны следует искать из соотношения 

.
2

 
p


 

 
Теперь надо искать импульс. Для этого воспользуемся нерелятивист-

ским выражением для импульса  mvp  . Тогда 

.
2

 
mv


 

 
В этом выражении неизвестна скорость. Найдем ее из закона сохра-

нения энергии, поскольку электрон находится в поле действия элек-

тростатической, т.е. консервативной силы. Закон сохранения энергии  

T1+ U1=T2+ U2 

или 

T2-T1=U1-U2. 

Поскольку электроны, как мы полагаем вначале покоились, то на-

чальная кинетическая энергия равна нулю и закон сохранения прини-

мает вид 

T2=U1-U2. 

Теперь учтем, что U= qe. Тогда 

U1-U2= qe(1-2)= -e(1-2)=e(2-1). 

Поэтому 

T2= U1-U2=e(2-1)>0. 

Введем обозначение =2-1. Тогда закон сохранения энергии при-

мет вид 

T2= e.     (2) 

Нерелятивистское выражение для кинетической энергии 

.
2

2mv
T   
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Тогда 

.
2

2

 e
mv

 

Отсюда получаем выражение для скорости 

.
2

m

e
v


  

Теперь выражение для длины волны нерелятивистских электронов 

примет вид 
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3019
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Скорость при этом равна 

м/c. 1089,1
109,0

10106,12 6

30
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2а. Решить предыдущую задачу для релятивистского электрона. 

Решение. Релятивистская энергия 
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Из закона сохранения имеем 
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Релятивистский импульс 

.11
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Для длины волны де Бройля имеем 

.
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Замечание. Расчет показывает, что отличие между классической и 

релятивистской формулой начинает  превосходить 1%, начиная с раз-

ности потенциалов  20 киловольт. 
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ЧАСТЬ 1. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ  

КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ. 

 

1.1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО. 

1.1.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. 

Пространством называется логически мыслимая структура, 

служащая средой, в которой существуют объекты  и отношения меж-

ду ними. 

Линейным пространством называется множество элементов 

любой природы, называемых векторами, причем выполняются три 

требования: 

1. Имеется правило, посредством которого любым двум векто-

рам 1 и 2 ставится в соответствие третий вектор этого 

же пространства, называемый суммой элементов 1 и 2 и 

обозначаемый 1+2. 

2. Имеется правило, посредством которого любому вектору  и 

любому комплексному числу с ставится в соответствие вектор 

этого же пространства, называемый произведением вектора 

 на число с и обозначаемый как с 

3. Указанные правила подчинены восьми аксиомам  (см. П1). 

При введении понятия линейного пространства абстрагируются 

как от природы элементов этого пространства, так и от конкретных 

правил суммирования элементов и умножения их на число.  

Линейной комбинацией векторов 1 ,2 , …  называется сумма 

произведений этих векторов на произвольные комплексные числа, т.е. 

выражение вида  с11+с22 +…. 

Полной системой векторов или базисом называется такая 

система векторов 1, 2 , … (базисных векторов), с помощью кото-

рой произвольный вектор  можно представить в виде линейной 

комбинации  =с11+с22 + …, которая называется разложением 

вектора по базису. Коэффициенты разложения cn, которые являются, 

в общем случае, комплексными числами, называются компонентами 

вектора (координатами вектора или амплитудами разложения). 

Совокупность {cn} (или {cA}) коэффициентов разложения вектора  

называется представителем вектора . 

Размерностью пространства называется максимальное число 

базисных векторов. Конечномерным (N-мерным) называется линей-

ное пространство, если в нем существует N базисных векторов.  
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В конечномерном пространстве, разложение вектора по базису 

можно записать в виде 



N

n

nnc
1

. 

Бесконечномерным называется линейное пространство, если в 

нем существует любое количество базисных векторов. В бесконеч-

номерном пространстве, разложение вектора по базису имеет вид 







1n

nnc . 

В обоих случаях (конечномерном и бесконечномерном) индекс 

суммирования принимает дискретные значения из натурального ряда 

чисел.  

Возможны случаи, когда индекс суммирования пробегает не-

прерывный (континуальный) ряд значений. Обозначим такой индекс 

символом A. В этом случае обобщением разложения вектора в беско-

нечный ряд будет интеграл   
max

min

A

A

AA dAc . Интегрирование здесь ве-

дется по всей области определения переменной A; эта область может 

быть ограниченной или неограниченной.  В последнем случае преде-

лы интегрирования становятся бесконечными.  

Векторы n будем называть дискретными базисными векто-

рами, а векторы A - непрерывными базисными векторами. 

Обычно, в разложении вектора по базису, мы не будем указы-

вать пределы суммирования и интегрирования, полагая, что они из-

вестны. Итак, произвольный вектор  имеет разложение   

   
n

nnc   в дискретном базисе n, 

    dAc AA  в непрерывном базисе A. 

Условимся о следующих обозначениях. Компоненты разложе-

ния cA вектора  по непрерывным базисным векторам A обозначать 

как A(A). Разложения для векторов  и  тогда примет вид  

  dAAA ,    dAAA . 

Компоненты разложения cn вектора  по дискретным базисным 

векторам будем обозначать как cn  или dn:  

 
n

nnc ,   
n

nnd . 

Евклидовым называется N-мерное линейное пространство лю-

бой природы, если в нем имеется правило посредством которого лю-
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бым двум векторам  и  ставится в соответствие (конечное) ком-

плексное число, называемое скалярным произведением, обозначае-

мое символом  (, ) причем выполнены требования: 

1. (, )* = (,) (симметричность), 

2. (+,) = (,)+(,) (линейность), 

3. (,с) = с(,) (однородность), 

4. (,)0;   (,) = 0, если =0 (положительная определенность). 

Гильбертовым (в честь немецкого математика Д.Гильберта 

(1862–1943)) называется линейное бесконечномерное пространство в 

котором определено скалярное произведение векторов и имеется 

полная система базисных векторов.  

Нормой вектора называется величина  ),(||  .  Выраже-

ние ),(||  2
 называется скалярным квадратом. Нормируемым 

называется вектор норма которого конечна, т.е. для него выполняется 

условие  ),( . Все векторы эвклидова или гильбертова про-

странства - нормируемые векторы. 

Нормированным (нормированным на единицу, единичным 

вектором) называется вектор для которого выполняется условие 

нормировки (,)=1.  

Если норма вектора  равна не единице, а некоторому числу, то 

всегда можно приготовить другой вектор  нормированный на еди-

ницу  ||/  . 

Ортогональными называются два вектора для которых вы-

полняется условие ортогональности  (,)=0. 

Ортонормированной системой векторов называется множе-

ство попарно ортогональных единичных векторов, т.е. такая сис-

тема для любых двух векторов n  и n  которой выполняется усло-

вие ортонормированности   

nnnn   ),( , где 







 

nn

nn
nn

  ,

  ,

0

1

 

Пусть базис представляет собой ортонормированную систему 

векторов. Тогда скалярное произведение двух векторов в этом базисе 

можно записать через компоненты разложения этих векторов 

.

),(,),(

,

,









































n

nn

mn

nnnn

nn

nnnn

n

nn

n

nn

dcdc

dcdc
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Итак 





n

nndc),( . 

Отсюда, в частности следует, что 





n

nc 2||),( .     (1) 

Это соотношение называется равенством Парсеваля. Очевидно, 

что это равенство есть не что иное как теорема Пифагора обобщенная 

на бесконечномерный случай. В случае непрерывного базиса обобще-

нием равенства Парсеваля будет выражение 






 dAcA
2||),( .     (2) 

Норма любого вектора в гильбертовом пространстве конечна, 

поэтому  из (1) и (2) следует, что для коэффициентов разложения 

справедливы соотношения 

,|| 2 
n

nc       (3) 

.|| 2  dAcA      (4) 

Дискретная последовательность коэффициентов {cn}, которая 

удовлетворяет равенству (3) называется квадратично суммируемой. 

Из таких последовательностей можно образовать конкретное гиль-

бертово пространство, которое обозначается как l2. Непрерывная по-

следовательность коэффициентов {cA}  которая удовлетворяет равен-

ству (4) называется квадратично интегрируемой. Из таких последо-

вательностей можно образовать конкретное гильбертово пространст-

во, которое обозначается как L2. Соотношения (3) и (4) не что иное 

как требование конечной нормы для элементов этого пространства.  

 

1.1.2. КОНКРЕТНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ                           

ПРОСТРАНСТВ. 

 

1.1.2.1. Пространство конечных числовых последовательно-

стей.  

Определение. Пусть векторами пространства являются конеч-

ные последовательности из N комплексных чисел. Для двух произ-

вольных векторов },...,,{}{ NNi cccc 21
 

 и },...,,{}{ NNi ddd 21  из этого пространства операции 

сложения и умножения на число определены правилами: 
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},...,,{}{ NNNii dcdcdcdc  2211 ; 

},...,,{}{ NNi acacacaca 21 . 

Скалярное произведение. Операция скалярного произведения 

в пространстве числовых последовательностей определена следую-

щим образом 





N

n

nndc
1

),(  

Матричная запись числовых последовательностей. Числовые 

последовательности принято записывать в виде матриц-строк или 

матриц-столбцов. Мы будем пользоваться вторым способом. Напри-

мер, для двух произвольных векторов можем записать 

,...

1



















Nc

c

 
....

1



















Nd

d

 

Поэтому вместо термина "пространство числовых последова-

тельностей" можно пользоваться термином – пространство число-

вых столбцов.  

Сопряженной называют матрицу комплексно сопряженную ис-

ходной и затем еще и транспонированную. Для матрицы столбца опе-

рация сопряжения приводит к строке 

)....( 1

*   N

T cc  

Используя правило умножения матриц можем записать скаляр-

ное произведение числовых последовательностей как произведение 

строки на столбец 

....)...(),(

1

1

1


















 




N

N

N

n

nn

d

d

ccdc  

 

1.1.2.2.  Пространство квадратично суммируемых  

 бесконечных последовательностей.  

Пусть векторами пространства являются бесконечные последо-

вательности комплексных чисел ,...},{}{ 21 cccn   . Операции 

сложения, умножения на комплексное число и скалярное произведе-

ние определяются так же как и для конечных последовательностей. 

Таким образом все соотношения, которые были записаны для конеч-

ных последовательностей остаются здесь в силе. Пусть, кроме того, 
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векторы имеют конечный скалярный квадрат т.е.  

.||),(
1

2

1

 










n

n

n

nn ccc  

Пространство из таким образом определенных векторов, являет-

ся гильбертовым, обозначается как l2 и называется пространством 

бесконечных квадратично суммируемых (с конечной нормой, с 

суммируемым квадратом) последовательностей. 

 

1.1.2.3.  Пространство квадратично интегрируемых функ-

ций.  

Пространство L2 (a,b). Пусть векторами пространства являются 

комплексные функции от действительной переменной x(a,b). Обо-

значим элемент этого пространства как (x). Это обозначение пони-

мается как бесконечное непрерывное (несчетное) множество чисел 

(x), а переменная x как непрерывный индекс. Таким образом функ-

цию x(x) можно рассматривать как непрерывный аналог дискрет-

ной бесконечной последовательности  }{ i . 

Скалярным произведением любых двух функций (x) и (x) из 

этого пространства называется число  

.)()())(),(( *


b

a

dxxxxx   

Это скалярное произведение будет конечно не для любых двух 

функций, а  только для квадратично интегрируемых функций, т.е. 

функций для которых скалярный квадрат конечен 

.|)(|)()())(),(( 2*  
b

a

b

a

dxxdxxxxx   

Требование квадратичной интегрируемости равносильно требо-

ванию конечной нормы  ))(),((|)(| xxx . 

Пространство L2 (-,+).  Особую роль в квантовой механике  

играет  пространство L2 (-,+) - пространство квадратично ин-

тегрируемых комплексных функций на интервале x(-,+).  Ска-

лярным произведением любых двух функций (x) и (x) из этого про-

странства называется число 

.)()(),(  




 dxxx   
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1.2. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ.  

Линейным оператором Â  называется правило, по которому 

каждому вектору  линейного пространства ставится в соответ-

ствие другой вектор  этого же пространства, т.е. Â , причем, 

для любых векторов 1, 2 и  любых комплексных чисел с1, с2 выпол-

няются равенства: 1) 2121  AAA ˆˆ)(ˆ ; 2)  AccA ˆ)(ˆ . 

Обычно выражение  Â  читается следующим образом: 

«При действии на вектор  оператора Â  получается вектор ». В этой 

формулировке оператор не есть нечто конкретное – это абстрактный 

оператор, который действует на абстрактные векторы. В лучшем слу-

чае действие оператора можно описать словами, например «действие 

оператора заключается в удлинении вектора» или «действие операто-

ра заключается в повороте вектора». В конкретных пространствах 

оператор получает свою конкретную реализацию, например, это мо-

жет быть матрица, ядро интегрального оператора или дифференци-

альный оператор. 

Все операторы квантовой механики являются линейными; по-

этому в дальнейшем, говоря об операторах, мы будем иметь в виду 

только линейные операторы.  

Определим основные алгебраические действия над операторами. 

Суммой операторов  Â   и  B̂   называется оператор  BA ˆˆ  , 

действие которого определяется правилом: .ˆˆ)ˆˆ(  BABA  

Произведением оператора Â  на число называется оператор 

cÂ  или Ac ˆ , действие которого  определяется правилом: 

)ˆ()ˆ()ˆ(  AcAccA . 

Произведением операторов Â  и B̂  называется оператор BA ˆˆ , 

действие которого  определяется последовательным применением 

операторов-сомножителей: )ˆ(ˆ)ˆˆ(  BABA .  

Произведение операторов  Â  и B̂  коммутативно, если для не-

го выполняется условие ABBA ˆˆˆˆ  . Коммутирующими называются 

операторы, для которых их произведение коммутативно. 

В общем случае, произведение операторов не коммутативно, т.е. 

ABBA ˆˆˆˆ  . Поэтому в записи произведения операторов существенен 

их порядок. Алгебра, в которой нельзя менять порядок следования 

множителей называется некоммутативной алгеброй, а сами величи-

ны некоммутирующими. 
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Коммутатором операторов Â  и B̂  называется оператор 

ABBABA ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  . Коммутатор коммутирующих операторов  равен ну-

лю 0]ˆ,ˆ[ BA . 

Произведение операторов  Â  и B̂  антикоммутативно, если 

выполняется условие ABBA ˆˆˆˆ  . Это означает, что в результате при-

менения оператора BA ˆˆ  получается тот же вектор, что и в результате 

применения оператора AB ˆˆ , но с обратным знаком. Антикоммути-

рующими называются операторы, для которых их произведение ан-

тикоммутативно, Коммутатор антикоммутирующих операторов не 

равен нулю 0]ˆ,ˆ[ BA . 

Возведением оператора в степень n называется последова-

тельное повторение n раз действия одного и того же оператора  Â : 

AAAAn ˆ...ˆˆˆ  . 

Например: )ˆ(ˆˆ  AAA2
, )]ˆ(ˆ[ˆˆ  AAAA3

. 

Линейный оператор Â  называется сопряженным линейному 

оператору Â  если для любых векторов  и  выполняется условие 

)ˆ,(),ˆ(  AA . 

Свойства операции сопряжения: 

 ˆ)ˆ(  .4ˆˆ)ˆˆ(  .2

ˆˆ)ˆˆ( .5           ˆ)ˆ(  .3ˆˆ  .1

AABABA

ABBAAcAcII









 

Линейный оператор  Â  называется самосопряженным  если 

выполняется условие )ˆ,(),ˆ(  AA  или, кратко, AA ˆˆ  . 

Теорема 1. Для того, чтобы произведение BA ˆˆ  двух самосо-

пряженных операторов Â  и B̂  было самосопряженным оператором 

необходимо и достаточно, чтобы эти операторы коммутировали. 

Доказательство.   

1. Достаточность. Требуется доказать, если операторы коммути-

руют ABBA ˆˆˆˆ  , то BABA ˆˆ)ˆˆ( 
. Действительно, согласно свойству 5 

и условию коммутативности имеем BAABABBA ˆˆˆˆˆˆ)ˆˆ(  
 

2. Необходимость. Требуется доказать, если произведение явля-

ется самосопряженным оператором, т.е. если BABA ˆˆ)ˆˆ( 
, то операто-

ры Â  и B̂  коммутируют. Действительно, с одной стороны 

BABA ˆˆ)ˆˆ( 
.  С другой стороны ABABBA ˆˆˆˆ)ˆˆ(  

. Сравнивая пра-
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вые части видим, что выполняется равенство ABBA ˆˆˆˆ  , т.е.  операто-

ры  Â  и B̂  коммутируют  

Следствие. Из того, что любой оператор коммутирует сам с со-

бой следует, что для любого самосопряженного оператора Â  его сте-

пень, т.е. nÂ  также является самосопряженным оператором. 

 

1.3. УРАВНЕНИЕ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ. 

Оператор Â  ставит в соответствие вектору  вектор  этого же 

пространства Â . Может оказаться, что действие оператора Â  на 

некоторый вектор  сводится просто к умножению этого вектора на 

число, т.е. может оказаться, что для некоторого вектора  справедли-

во уравнение 

 AÂ ,      (1) 

где A - вообще говоря комплексное число. Если вектор, удовлетво-

ряющий уравнению (1) существует, то он называется собственным 

вектором (СВ) оператора Â , а соответствующее этому вектору зна-

чение числа A называется собственным значением (СЗ). Говорят, что 

собственный вектор  принадлежит собственному значению A. Ко-

личество собственных векторов может быть конечным или даже бес-

конечным. При этом различным собственным векторам соответству-

ют, вообще говоря, различные собственные значения. Множество 

всех СЗ называется спектром оператора. Задача отыскания всех СЗ 

оператора и принадлежащих им собственных векторов называется за-

дачей на собственные значения. Решение этой задачи состоит в ре-

шении уравнения (1), которое называется уравнением на собствен-

ные значения (УСЗ). УСЗ играет фундаментальную роль в квантовой 

механике. 

В результате решения УСЗ может оказаться, что множество СЗ 

является дискретным. Другими словами векторы  существуют толь-

ко при некоторых избранных значениях числа A. В этом случае СЗ 

нумеруются дискретными индексами из натурального ряда: A1, A2, 

A3,…, а спектр оператора называется дискретным. СВ нумеруются 

индексами в соответствии с номерами тех СЗ, которым они принад-

лежат т.е. 1, 2, … . УСЗ в случае дискретного спектра принимает 

вид nnn AA ˆ . 

В некоторых случаях одному СЗ оператора соответствует не-

сколько СВ. Про такой спектр говорят, что он вырожден. Количество 

СВ принадлежащих одному СЗ называется кратностью вырожде-



30 

 

ния этого СЗ. УСЗ в случае вырожденного спектра принимает вид: 

nknnk AA  ˆˆ . 

СЗ могут пробегать и непрерывный ряд значений A на отрезке -

Amin  A  Amax+. Тогда спектр оператора называется непрерыв-

ным. СВ непрерывного спектра нельзя пронумеровать числами из на-

турального ряда В этом случае векторы зависят от собственного зна-

чения A как от параметра, пробегающего непрерывное множество 

значений. СВ в этом случае называются обобщенными собственны-

ми векторами и нумеруются индексом из символа СЗ - A . Эти  СВ 

удовлетворяют уравнению AA AA ˆ . 

СЗ произвольного оператора могут быть, вообще говоря, ком-

плексными. В квантовой механике особую роль играют только такие 

операторы, которые приводят к вещественным СЗ. Такими операто-

рами являются самосопряженные операторы. Важное значение само-

сопряженных операторов в квантовой механике основано на сущест-

вовании следующих теорем. 

Теорема 2. Собственные значения самосопряженного операто-

ра вещественны. 

Доказательство. Пусть  - какой-либо вектор из собственных 

векторов самосопряженного оператора, т.е. этот вектор удовлетворяет 

уравнению   AÂ . Используем определение самосопряженного 

оператора )ˆ,(),ˆ(  AA . Полагая в этом уравнении, что = пе-

репишем его левую часть ),(),ˆ(  AA . Теперь рассмотрим 

правую часть. Для нее имеем 

).,(),(),()ˆ,(  AAAA  

Левые части этих равенств по определению совпадают, а значит, 
 AA . Но это может быть только в том случае, когда A - число ве-

щественное.  

Теорема 3. Если Â  - самосопряженный оператор, то собствен-

ные векторы, отвечающие различным собственным значениям этого 

оператора ортогональны, т.е. удовлетворяют соотношению.  

  nnnn
     ,),( 0  - дискретный спектр, 

  AAAA
      ,),( 0  - непрерывный спектр. 

Доказательство. Докажем эту теорему полагая, что спектр 

оператора дискретный. Для каких либо двух различных с.в. имеем 

nnn AA ˆ  и nnn AA  ˆ .  

Умножим первое уравнение скалярно на n : 
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),,()ˆ,( nnnnn AA       (1) 

а второе на n: 

).,()ˆ,( nnnnn AA       (2) 

Сделаем комплексное сопряжение уравнения (2) 

),(),ˆ( nnnnn AA  

     (3) 

или, учитывая, что оператор самосопряженный и что собственные 
значения самосопряженного оператора вещественны 

).,()ˆ,( nnnnn AA       (4) 

Вычтем уравнение (4) из (1)  
0  ),)(( nnnn AA .    (5) 

Поскольку по условию теоремы с.в. принадлежат различным 

с.з., т.е. nn AA  , то из (5) следует, что 0  ),( nn .  

Заметим, что свойство дискретности спектра практически не ис-
пользовалось. Поэтому это решение остается в силе и для непрерыв-
ного спектра. (У Мессиа стр.185 говорится, что нельзя таким же обра-
зом записать и условие ортогональности, хотя у Левича говорится, 
что условие ортогональности для непрерывного спектра ничем не от-
личается от дискретного спектра) 

Собственные векторы дискретного спектра принято нормиро-

вать на единицу, т.е. полагают, что 1 ),( nn . Объединяя свойство 

ортогональности с условием нормировки, получим, что собственные 
векторы самосопряженного оператора удовлетворяют условию орто-

нормированности nnnn   ),( . 

Собственные векторы непрерывного спектра нельзя нормиро-
вать таким образом. В этом случае применяется правило нормировки, 

которое называется нормировкой на -функцию )(),( AAAA
  . 

-функция - это функция, удовлетворяющая условиям:  

1) )()()( cfdxcxxf 




 или )()()( 0fdxxxf 




, 2) .1)( 




dxx  

Свойства -функции  


















kderdkexxx

cxcxxx

rkiikx
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Аппроксимация непрерывно дифференцируемыми функциями. 

,
sin

lim)(      ,
sin

lim)( 

  ,
1

lim)(  ,lim)(   ,
1

1
lim)(

22

2

22
0

22

22

x

x
x

x

x
x

x
xex

x
x x


























































 

,)(
xx

xdxx
x

x

xx

x
x





















  

x
xdxx

x

x
x









 )( , n

x
n

xn

n

dx

d
xdxx

dx

d 
 )( . 

Дискретный вырожденный спектр. Пусть спектр оператора 
дискретный  и вырожденный. Следовательно, его  собственные векто-

ры удовлетворяют уравнению nknnk AA ˆ  (k=1…s). Векторы, отно-

сящиеся к одному собственному значению, вообще говоря, не будут 
ортогональны. Однако, поскольку эти s  векторов линейно независи-
мы, то с их помощью и процедуры ортогонализации их можно заме-
нить на другие s векторы, которые уже будут ортогональны. После, 
кроме того, процедуры нормирования для этих новых векторов будет 

справедливо соотношение kkknnk   ),( . Заметим, что решением 

уравнения на собственные значения, отвечающим данному Fn, в слу-

чае вырождения является не только каждый вектор nk, но и линейная 

комбинация  
s

k

nkkn c . Учтем, что векторы, относящиеся к раз-

ным собственным значениям, всегда ортогональны. Учитывая это об-
стоятельство, мы можем общее условие ортонормированности для 

дискретного спектра записать в виде  kknnknnk   ),( . 

Теорема 4 (Спектральная теорема). У самосопряженных опе-
раторов, используемых в квантовой механике, существуют полные 
системы собственных векторов, т.е. системы, которые обеспечи-

вают для любого вектора  из гильбертова  пространства разложе-
ние 

    





0n

nnc  - дискретный спектр, 

     
min

min

A

A

AA dAc  - непрерывный спектр. 

Это означает, что из всех собственных векторов полного набора 
можно образовать базис данного пространства.  
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Заметим, что векторы n принадлежат гильбертову пространст-

ву, а векторы A ему не принадлежат, хотя и образую базис. 

Вычисление коэффициентов разложения. Пусть n – ортнор-

мированный базис. Умножим разложение произвольного вектора  

скалярно на  n   

n

n

nnn

n

nnnn ccc  








 ),(),( . 

Итак 

).,(  nnc      (М1) 

В непрерывном случае поступаем аналогично  

AAAAAA cAdAAcAdc    )(),(),(  

или 

),(  AAc .     (М1) 

Таким образом, разложению вектора  можно придать вид 

  
n

nn

n

nnc ),(  в дискретном базисе 

  dAdAc AAAA ),(   в непрерывном базисе. 

 

1.4. МАТРИЦА ОПЕРАТОРА.  

Дискретный спектр.  Пусть Â  - произвольный линейный опе-

ратор  Â . Разложим векторы  и  по собственным векторам 

m некоторого другого оператора B̂ . 

  
m

mmc  и  
m

mmd .  

Тогда 

.ˆˆˆ  
m

mm

m

mm AccAA  

Умножая скалярно наn, получим 

.)ˆ,(),( 






 
m

mmm

m

mmmm сAAc  

Учитывая, что  ),(  mmd  получим 

.



m

mmmm cAd      (M2) 

Совокупность чисел )ˆ,( mmmm AA    называется матрицей ли-

нейного оператора. 
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Матрица оператора в собственном базисе. Если базисные векторы яв-
ляются СВ данного оператора, тогда 

.),(),()ˆ,( nnnnnnnnnnnnn AAAAA     

Таким образом, матричные элементы в этом случае не равны нулю, 
только если они расположены на главной диагонали матрицы, т.е. ес-
ли эта матрица является диагональной. 

Свойства матрицы самосопряженного оператора. Пусть опера-

тор самосопряженный )ˆ,(),ˆ(  AA . Запишем это соотношение в 

форме )ˆ,()ˆ,(   AA . Если теперь в качестве векторов взять два 

базисных вектора, то ).ˆ,()ˆ,( nnnn AA  



  Следовательно,  

nnnn AA 

   или AA 

. Матрица, удовлетворяющая такому усло-

вию называется самосопряженной. Таким образом, матрица самосо-
пряженного оператора в ортонормированном базисе из собственных 
векторов самосопряженного оператора является самосопряженной 
матрицей. Если все матричные элементы действительны, то 

,nnnn AA    и матрица в этом случае называется симметричной. 

Непрерывный спектр. Пусть  разложение вектора по базису 
имеет вид  

dBBB   и dBBB  . 

Тогда действие оператора на вектор запишется в виде 

BdAA BB
  

ˆˆ
. Умножая это выражение скалярно на про-

извольный вектор B, получим 

   BdA BBBB )ˆ,(),(    

.   BdA BBBB         (M2) 

Это выражение есть матричное представление оператора в 

случае непрерывного спектра. Функция ),( BBAA BB
  является 

аналогом матрицы оператора  и называется ядром интегрального 

преобразования. 

 

1.5. ЗАМЕНА БАЗИСА.  
Пусть в векторном пространстве имеется два разных дискрет-

ных ортонормированных базиса: n из собственных векторов опера-

тора Â  и m из собственных векторов оператора B̂ . Произвольный 

вектор   имеет разложение  
m

mmc  в базисе m и разложение  
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n

nnc  в базисе n. Базисные векторы нового базиса n разло-

жим по базисным векторам m. 

 
m

mmnn U .     (1) 

Про это выражение говорят, что оно осуществляет преобразование от 
одного базиса к другому.  

mn

m

mmnm

m

mmnm

m

mnmmnm

UUU

U





















),(

),(),(

 

).,( nmmnU   

Совокупность чисел ),( nmmnU   называется матрицей преоб-

разования. 

.),( 
m

mnmn      (2) 

Определим связь между компонентами разложения в разных базисах  

 
n

nnm

n

nnmmm ccc ),(),(),(  

или  

.),( 
n

nnm

n

nmnm ccUc
    (3) 

Пусть спектр оператора Â  - дискретный, а B̂  - непрерывный. Тогда 
формулы (2)  и (3) примут  вид 

  dBBnBn ),( , 

 
n

nnBB c),( . 

Введем обозначения  

)(),( BnnB  , 

 
n

nn BcB )()( . 

Перепишем это выражение в более привычном для математики и 
квантовой механике виде, полагая B=x:  

 
n

nn xcx )()(
.     (M3) 

В математике это выражение называется разложением функции из  

пространства L2 (-,+) по базису из системы ортонормированных 
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функций n(x) (n=1,2,...). Покажем, что функции n(x) являются квад-
ратично интегрируемыми 

  .),(),),((,),(

),(),()()())(),((

nnnnnxnxnxnx

nBnBnnnn

dBdx

dxdxxxxx
























 

 

1.6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ УСЗ. 

Покажем, что если базисные векторы т являются собственны-

ми векторами некоторого оператора Â , то столбцы матрицы Umn яв-
ляются собственными векторами  оператора, записанного в матрич-
ной форме. 

Рассмотрим УСЗ для оператора имеющего дискретный спектр 

nnn AA ˆ . Разложим вектор n по собственным векторам m 

оператора B̂ : 


 
m

mnmn U  и подставим это разложение в УСЗ  

























m

mnmn

m

mnm

m

mnmn

m

mnm

UAAU

UAUA

.ˆ

,ˆ

 

Умножим последнее равенство скалярно на m 








 
m

mmnmn

m

mmnm UAAU ),()ˆ,(  

и, учитывая свойство ортонормированности векторов m 

,

,

mnn

m

nmmm

m

mmnmn

m

mmnm

UAUA

UAAU



















 

 

).,(),)(ˆ,( nmn

m

nmmm AA 


  

Для квантовой механики важен случай, когда спектр оператора 

Â  дискретный, а оператора B̂  непрерывный. Тогда последнее выра-
жение примет вид 

).()( BABdBA nnBB     

Положим B=x 

).()( xAxdxA nnxx         (M4) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ.  

ТЕОРИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ – I. 

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БАЗИСА. 

Пусть в гильбертовом пространстве имеется два разных дискретных 

ортонормированных базиса: n из собственных векторов оператора 

Â  и m из собственных векторов оператора B̂ . Условно назовем ба-

зис m старым, а базис n новым. Базисные векторы нового базиса n 

разложим по базисным векторам старого базиса m. 

 
m

mmnn U .     (1) 

Про это выражение говорят, что оно осуществляет преобразование от 

одного базиса к другому.  

mn

m

mmnm

m

mmnm

m

mnmmnm UUUU   

'''

),(),(),(  , 

),( nmmnU  , 

 
m

mnmn ),( , 





























............

...),(),(),(

...),(),(),(

...),(),(),(

332313

322212

312111

mnU
. 

Совокупность чисел ),( nmmnU   называется матрицей преобра-

зования. 





























............

...),(),(),(

...),(),(),(

...),(),(),(

332313

322212

312111

1

nmU
. 

Найдем матрицу обратного преобразования  

  

n

nnmm U 1

. 

1

'

1

'

'

1

'

'

1 ),(),(),( 













   nm

n

nnmn

n

nnmn

n

nmnnmn UUUU  . 

Отсюда следует, что 

),(1

mnnmU 
. 

Теперь учтем, что  
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),(),( mnnmmnU  
. 

Сравнивая левые и правые части двух последних выражений прихо-

дим к выводу, что 
  mnnm UU 1

. 

Символически это можно записать так 
TUU  1

 или 
 UU 1

. 

Матрица, обладающая таким свойством, называется унитарной, та-

ким образом, матрица преобразования ортонормированных базисов 

является унитарной.  



























 

............

...),(),(),(

...),(),(),(

...),(),(),(

)(
332313

322222

312111

1
mn

T UUU
, 





























............

...),(),(),(

...),(),(),(

...),(),(),(

332313

322212

312111

nmU
. 

 

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОМПОНЕНТ ВЕКТОРА  

    ПРИ СМЕНЕ БАЗИСА. 

2.1. Преобразование от дискретного спектра к дискретному. 

Произвольный вектор   имеет разложение  

 
m

mmc      (2) 

в базисе m и разложение  

 
n

nnc      (3) 

в базисе n.  

Определим связь между компонентами разложения в разных базисах  

 
n

nnm

n

nnmmm ccc ),(),(),(
 

или  

 
n

nmnm cUc
 .    (4) 
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Обратное преобразование 

  

m

mmn

m

mnmn ccUc ),(1

.    (5) 

Замечание. Столбцы матрицы преобразования как базисные 

столбцы. 

Выражения (4) и (4') есть преобразование компонент одного и того же 

вектора при смене базиса. Но можно дать и другую интерпретацию - 

как разложение по базису вектора из пространства числовых столб-

цов. Основанием для этого является то, что, во-первых, матрица 

),( mnnmU   является унитарной и поэтому ее столбцы попарно 

ортогональны, во-вторых, эта матрица имеет обратную, т.е. она невы-

рожденная и, следовательно, ее столбцы линейно-независимы. По-

этому из столбцов этой матрицы можно образовать базис, в котором 

разложение вектора 



















3

2

1

c

c

c

c


, 

т.е. выражение  
n

nmnm cUc  примет вид 
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11

1

3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

U

U

U

c

U

U

U

c

U

U

U

c

c

c

c

UUU

UUU

UUU

c

c

c

nnn

n

n

n

m

m

m

.  (6) 

Введя для базисных векторов обозначение 



















n

n

n

n

U

U

U

e

3

2

1


,  

можем придать разложению (6) вид  


n

nnecc


.      (6) 

Из сравнения с (2) видно, что одни и те же числа ст являются коэф-

фициентами разложения 
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 вектора  в пространстве абстрактных векторов, 

 вектора {сm} пространстве числовых последовательностей при 

условии, что базис в пространстве числовых последовательно-

стей образован из столбцов матрицы перехода 

),( nmmnU  . 

2.2. Преобразование от непрерывного спектра к непрерывному. 

.),(   dAUdA ABAAABB   

Поскольку коэффициенты разложения A, являются квадратично-

интегрируемыми функциями, то такое разложение возможно.  

Доказательство.  Пусть имеется два базиса A  и B . Разложение 

произвольного вектора примет в этих базисах вид   dAAA  и 

  dBBB .  

Поэтому получим 

  dAdA ABAAABBB ),(),(),( .  

Обратное преобразование 

.),( 1


 dAUdB BABBBAA   

Введем обозначения  

).(),(

),(),(

1 AU

BU

BBAAB

AABBA









  

Отсюда видим, что, поскольку 
 ),(),( ABBA , то  

).()( BA AB

  

С учетом введенных обозначений 

  dBA BBA )(  и .)( dAB AAB    

2.3. Преобразование от непрерывного спектра к дискретному.  

Пусть спектр оператора Â  - непрерывный, а B̂  - дискретный. Тогда 

,)(),(  
n

nn

n

nnBB Bcc   

  dBnBnBn ,),(
 

2.4. Преобразование от дискретного спектра к непрерывному.  

Пусть спектр оператора Â  - дискретный, а B̂  - непрерывный. Тогда 

.)(),(  
n

nn

n

nnBB Bcc   
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Перепишем это выражение в более привычном для математики и 

квантовой механике виде. Для этого положим B=x. Тогда это выраже-

ние примет вид 

.)()( 
n

nn xcx   

В математике это выражение называется разложением произвольной 

функции из в пространства L2 (-,+) по базису из системы ортонор-

мированных функций n(x) (n=1,2,...). Покажем, что функции n(x) 

являются квадратично интегрируемыми 

  .),(),),((,),(

),(),()()())(),((

nnnnnxnxnxnx

nBnBnnnn

dBdx

dxdxxxxx
























 

Здесь использована формула преобразования от непрерывного базиса 

к дискретному 

.),(  dxxnxn  

 

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ УСЗ. 

3.1. УСЗ для операторов с дискретным спектром. 

Покажем, что если базисные векторы т являются собственными 

векторами некоторого оператора Â , то столбцы матрицы Umn явля-

ются собственными векторами  оператора, записанного в матрич-

ной форме. 

Рассмотрим УСЗ для оператора имеющего дискретный спектр 

nnn AA ˆ . Разложим вектор n по собственным векторам m опе-

ратора B̂ : 


 
m

mnmn U  (нет смыла говорить просто о некотором 

базисе m , т.к. нет другого способа образования базиса кроме как из 

собственных векторов некоторого оператора. см. тж. Зам. 4) и подста-

вим это разложение в УСЗ  

.ˆ

,ˆ

























m

mnmn

m

mnm

m

mnmn

m

mnm

UAAU

UAUA

 

Умножим скалярно на m 








 
m

mmnmn

m

mmnm UAAU ),()ˆ,(  

и, учитывая свойство ортонормированности векторов m 
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,






 
m

mmnmn

m

mmnm UAAU   

,mnn

m

nmmm UAUA 


  

).,(),)(ˆ,( nmn

m

nmmm AA 


  

 

3.2. УСЗ для операторов с непрерывным спектром. 

).,(),)(ˆ,( ABABBB ABdA    

Это выражение является формулировкой задачи на собственные зна-

чения в пространстве непрерывных числовых последовательностей. 

Векторы ),( AB   являются собственными векторами интегрального 

оператора с ядром )ˆ,( BB A  . 

Можно записать это выражение также в виде 

).()( BABdBA AABB     

Функция )(BA  называется собственной функцией оператора Â  в 

B-представлении. 

Воспользуемся последним соотношением и найдем собственную 

функцию оператора Â  в своем собственном, т.е. A-представлении. 

УСЗ в этом случае примет вид ).()( AAAdAA AAAA
    

Ответ можно записать сразу )(),()( AAA AAA
  . Тем не 

менее, вычислим левую часть  

),()()()(

),)(,()(),ˆ(

)()ˆ,()(

AAAAAAAdAAAAA

AdAAdAA

AdAAAdAA

AAAAAAA

AAAAAA























 

)()( AAAAA A
   ).()( AAAA

   

 

3.3. УСЗ для случая, когда спектр одного оператора непрерыв-

ный, а другого дискретный. 

Для квантовой механики важен случай, когда спектр оператора Â  

дискретный, а оператора B̂  непрерывный. Тогда последнее выраже-

ние примет вид 

).()( BABdBA nnnBB     
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Положим B=x 

).()( xAxdxA nnnxx         (M3) 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Доказать, что система комплексных функций  

,...,,,      ,...,...,,, 210
2

1

2

1

2

1

2

1 2 


neee inxxiix

 

является ортогональной и нормированной системой векторов в про-

странстве L2(0,2). 

Решение. В интервале от 0 до 2  

для mn 

,0
)(2

1)2)cos((

)(2

1

)(2

1

2

1

2

1

2)(

2

0

)(

2

0

)(

2

0























nmi

nm

nmi

e

e
nmi

dxedxee

nmi

xnmixnmiimxinx














 

для m=n 

.1
2

1

2

1

2

1 2

0

2

0

2

0

 
 




xdxdxee inxinx

 

2. Доказать, что система комплексных функций  

,...,,,      ,...,,...,,, 210
2

1

2

1

2

1

2

1 2 


neee inxxiix

 

является ортогональной и нормированной в пространстве L2(-,). 

Решение. В интервале  от - до   

для mn  

,0
)(

))sin((

)(2

)(2

1

2

1

2

1

)()(

)()(

































nm

nm

nmi

ee

e
nmi

dxedxee

nminmi

xnmixnmiimxinx























 

для m=n 

.1
2

1

2

1

2

1






















xdxdxee inxinx
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3. Доказать, что система комплексных функций  

,...,,,      ,...,,...,,, 210
2

1

2

1

2

1

2

1 242 


 neee nxixixi
 

является ортогональной и нормированной в пространстве L2(0,1). 

4. Доказать, что система функций  

,...
sin

,
cos

,...,
sin

,
cos

,
sin

,
cos

,


nxnxxxxx 22

2

1
 

является ортогональной и нормированной в пространстве L2(-,). 

Решение. В интервале  от - до  











 






nn

nn
nxdxxnnn

  ,

  ,
coscos),(

0

11
,  

,
  ,0

  ,1
sinsin

1
),(








 




nn

nn
nxdxxnnn







 

.0sincos
1

),(  









 nxdxxnnn  

5. Доказать, что система функций  

,...cos,...,cos,cos, nxxx


2
3

221
 

является ортогональной и нормированной в пространстве L2(0,). 

Решение. В интервале  от 0 до  













 






nn

nn
nxdxxnnxdxxn

   ,

   ,
coscoscoscos

0

112

0

,  

6. Доказать, что система функций 

,...sin,...,sin,sin nxxx


2
2

22
 

является ортогональной и нормированной в пространстве L2(0,). 

Решение. В интервале  от 0 до  

.
   ,0

   ,1
sinsin

1
sinsin

2

0 






 


nn

nn
nxdxxnnxdxxn







  

 

7. Произвольную квадратично-интегрируемую функцию можно раз-

ложить в интервале от 0 до 2  в ряд Фурье 
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n

inx
n

n

nn ecxcx
2

1
)()( , где 









2

02

1
dxexc inx

n )(
. 

Показать, что ,))(),(( nn cxx   

.
2

1

2

1
)()(

2

1
))(),((

2

0

)(

2

0

2

0

n

n

nnn

n

xnni

n

n

xni

n

inx

nn

ccdxec

dxecedxxxxx













 

 






































 

8. Оператор дифференцирования. Пусть вектором  будет функция 

(x) из пространства L2 (-,+). Пусть функция (x) получается из 

(x) путем дифференцирования 
dx

xd
x

dx

d
x

)(
)()(


 . Эта запись 

означает, что функции (x) правило действия 
dx

d
 сопоставляет 

функцию (x)=(x). Следовательно, оператор дифференцирования 

имеет вид 
dx

d
A ˆ . Линейность этого оператора следует из свойства 

производной ))()())()(( x
dx

d
cx

dx

d
cxcxc

dx

d
22122212  . 

9. Оператор  умножение функции (x) на независимую перемен-

ную. Пусть вектором  будет функция (x) из пространства L2 (-

,+). Пусть функция (x) получается из (x) путем умножения на 

независимую переменную x. Тогда это можно записать так: 

).()(ˆ)( xxxxx    

В этом случае каждой функции (x) независимая переменная со-

поставляет другую функцию (x)=x(x). Поэтому независимую пе-

ременную можно также рассматривать как оператор, который мы 

обозначаем через x̂ . Линейность этого оператора очевидна. 

10. Сумма операторов. Пусть операторами будут 
x

A



ˆ

 и 
y

B



ˆ

, а 

вектором, на которую они действуют - функция ).,( yx  Тогда, по 

определению суммы операторов 
yxyx 

























. 
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11. Сумма операторов. Пусть ,ˆ xA   
dx

d
B ˆ . Тогда 

.
dx

d
x

dx

d
x


 








  

12. Произведение операторов. Из операторов x̂  и 
dx

d
 можно со-

ставить оператор-произведение 
dx

d
x̂ , имеющий следующий смысл: 

dx

d
x

dx

d
x











ˆ . 

13. Коммутирующие операторы.  Операторы  x̂  и ŷ  или опера-

торы 
x


 и 

y


, действующие на функции вида (x,y) являются 

операторами, которые коммутируют между собой. Действительно 

yxyx 


















 2

,  yxxyxy 























 22

. 

14. Возведение оператора в степень.  

2

22

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d 








 









. 

15. Доказать, что если 1 ABBA ˆˆˆˆ , то BABBA ˆˆˆˆˆ 222  . 

Решение. Для доказательства умножаем первое выражение на B̂  

слева BABBAB ˆˆˆˆˆˆ  2  и справа BBABBA ˆˆˆˆˆˆ 2 . Складывая эти ре-

зультаты, получим доказательство. 

16. В каких случаях для операторов справедлива формула элемен-

тарной алгебры 

.ˆˆ)ˆˆ)(ˆˆ()ˆˆ)(ˆˆ( 22 BABABABABA   

Решение. 

)ˆˆˆˆ()ˆˆ()ˆˆ)(ˆˆ( ABBABABABA  22 , 

).ˆˆˆˆ()ˆˆ()ˆˆ)(ˆˆ( 22 ABBABABABA   

Ответ: формула имеет место в тех случаях, когда операторы ком-

мутируют. 

17.  Определить действие операторов 

2









x

dx

d
 и 

2










dx

d
x  на функцию 

xsin .  
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Решение. 

 

 

.sincos3sin

sincos2cossin)cossin(

cossin)sin(sin

2

22

2

xxxxx

xxxxxxxxxxx
dx

d

xxxx
dx

d
xx

dx

d
x

dx

d
xx

dx

d








































 

 

.sincos)sin(cos

)cos(sinsin

2

2

xxxxxxxx

xx
dx

d
xx

dx

d
x

dx

d
xx

dx

d
x





























 

18.  Определить результаты возведения операторов в степень а) 

.1

2











dx

d
  

Решение.  

.12211
2

2

2

22







 




































dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d
  

19.  Записать оператор 

2









 x

dx

d
A ˆˆ  без скобок. 

Решение. Вычисляем последовательно, применяя оператор к произ-

вольной функции: 

,12

ˆ

2

2

2
2

2

2

2










































































x
dx

d
x

dx

d
x

dx

d
x

dx

d
x

dx

d

x
dx

d
xx

dx

d

dx

d
x

dx

d
x

dx

d
x

dx

d
A

 

т.е.   .212ˆ 2

2

2

22

x
dx

d
x

dx

d
x

dx

d
x

dx

d
x

dx

d
A 


























  

20. Доказать, что ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABACBA  . 

21.  Доказать, что ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABCBACBA  . Указание: раскрыть 

левую и правую части и убедиться в их равенстве. Следствие 

].ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 BABBBABA   

22.  Доказать, что ABCBACBAC ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆˆ[  . Следствие 

.ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆ[ 2 ABABAABA   

Решение: 

 
.ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ

,ˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆˆ[

ACBABCABCBACABCBAC

ACBBACBAC
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23.  Найти коммутатор операторов x̂  и 
dx

d̂
. 

Решение. С одной стороны 
dx

xd
x

dx

xd
xx

dx

d
x

)()(
ˆ)(ˆ










 









. С дру-

гой стороны 
dx

xd
xxx

dx

d
xx

dx

d )(
)()(ˆ











. Вычитая из пер-

вого уравнения второе, получим: 0













 )()(

ˆ
ˆˆ

ˆ
xx

dx

d
xx

dx

d
. Та-

ким образом, оператор 
dx

d
xx

dx

d
  будучи применен к произволь-

ной функции , не меняет ее, т. е. 1
dx

d
xx

dx

d
. Следовательно 

коммутатор равен .1,ˆ 








dx

d
x  

24.  Записать условие, которому должен удовлетворять в простран-

стве L2 (-,+) сопряженный оператор.  

Ответ. .)(ˆ)()())(ˆ( 
  dxxAxdxxxA    

25.  Записать условие, которому должен удовлетворять в простран-

стве L2 (-,+) самосопряженный оператор.  

Ответ. .)(ˆ)()())(ˆ( 
  dxxAxdxxxA   

26.  Доказать, что если операторы Â  и B̂  - самосопряженные, то 

оператор  ABBA ˆˆˆˆ   - также самосопряженный. 

Решение. .ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆˆˆ( ABBABAABBAABABBAABBA    

27.  Доказать, что если операторы Â  и B̂  - самосопряженные, но не 

коммутирующие, то оператор ]ˆˆ[ BA  не обладает свойством самосо-

пряженности, но оператор ]ˆˆ[ BAi  - самосопряженный. 

Решение. 
],ˆˆ[)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(]ˆˆ[

BAABBABAAB

BAABABBABA



 

 

  
).ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ

)ˆˆˆˆ())ˆˆˆˆ((])ˆˆ[(

ABBAiBAiABi

ABBAiABBAiBAi









 

28.  Доказать, что если операторы Â  и B̂  - самосопряженные, то 

их коммутатор можно представить в виде CiBA ˆ]ˆˆ[  , где Ĉ  - само-

сопряженный оператор. 
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Решение. Имеем (см. предыдущую задачу) ]ˆˆ[]ˆˆ[ BABA  . Введем 

обозначение ]ˆˆ[ˆ BAF  . Тогда имеем FF ˆˆ  . Умножим это равен-

ство на мнимую единицу FiFi ˆˆ   и, с учетом свойств операции 

сопряжения, перепишем это равенство в виде FiFi ˆ)ˆ(  
. Введем 

обозначение FiC ˆˆ  . Тогда имеем  
CC ˆˆ , т.е.  оператор Ĉ  са-

мосопряженный. Учитывая, что CiF ˆˆ   и определение оператора 

F̂ , получим CiBA ˆ]ˆˆ[  . 

29. Доказать, что в пространстве L2 (-,+) справедливы правила 

переброса производной  








 













dx

d

dx

d
,, , 












 


















xd

d

xd

d
2

2

2

2

,,
. 

Решение. Производя интегрирование по частям и учитывая, что 

функции  и  обращаются в нуль на пределах интегрирования по-
лучим 

.
)(

)(
)(

)()()(

)(
)(

,






































dx
dx

xd
xdx

dx

xd
xxx

dxx
dx

xd

dx

d













 

Правило переброса второй производной найдем, применяя дважды 
правило переброса первой производной. При этом нужно иметь 

ввиду, что производная dxxd /)(  равна нулю на бесконечности 

.,,

,,,

2

2

2

2















































xd

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

xd

d







 

В общем случае можно показать (см.Соколов §7):  

.
)(

)()1()(
)(

  dx
dx

xd
xdxx

dx

xd
n

n
n

n

n 



 

30. Проверить, является ли оператор 
dx

d
A ˆ

  самосопряженным. 

Решение.  Применяем правило переброса производной 

.,, 


















dx

d

dx

d
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Можем представить полученный результат в виде 

))ˆ(,(),ˆ(  AA . Т.е. операторы 
dx

d
A ˆ

 и 
dx

d
A ˆ

 сопря-

жены друг другу, но они не самосопряженные. 

31.  Проверить, является ли оператор  
dx

d
iA ˆ

 самосопряженным. 

Решение. Применяя правило переброса производной, находим 

.,,,, 




































dx

d
i

dx

d
i

dx

d
i

dx

d
i  

Итак, оператор Â  удовлетворяет критерию самосопряженности. 

32.  Проверить, являются ли оператор  2

2

dx

d
A ˆ  самосопряженным. 

Решение. То, что оператор 2

2

dx

d
A ˆ  самосопряженный следует не-

посредственно из правила переброса второй производной.  
33. Проверить, является ли оператор умножения  на независимую 

переменную xA ˆ  самосопряженным. 
Решение.  Учитывая, что х есть величина действительная, получим 

),(),(),(  xxx . Поэтому оператор xA ˆ  есть опера-

тор самосопряженный. 
34.  Проверить, является ли собственной функцией оператора 

2

2

2

x
dx

d
A ˆ

 функция: а) 

2

2

1
x

e


; б) 

2

2

1
x

xe


.  

Ответ: а) Да СЗ=1 ; б) Да. СЗ=3. 
Решение. 

а)  

.

ˆ

2222

2222

2222

2

1

2

1

22

1

22

1

2

1

22

1

2

1

22

1

2

1

22

1

2

2

2

1

2

2

2

2

1

xxxx

xxxx

xxxx

eexexe

exxe
dx

d
exe

dx

d

dx

d

exe
dx

d
ex

dx

d
eA
















































 

35. Получить решение уравнения  E
dx

d
2

2

 (т.е. без гранич-

ных условий). 
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36.  Получить решение уравнения  E
dx

d
2

2

 с граничными ус-

ловиями (0)=(l)=0. 

Решение. Перепишем ДУ в форме 0  E . Это есть однород-

ное линейное дифференциальное уравнение второго порядка отно-

сительно неизвестной функции . Кроме того заметим, что опера-

тор является самосопряженным. Введем обозначение Ek   и 

запишем дифференциальное уравнение в виде 02   k . Реше-

ние этого уравнения известно )sin(  kxA . Используем те-

перь  граничные условия. Из условия (0)=0 следует 0sinA  от-

куда 0 . Из условия (l)=0 получаем 0 )sin()( klAl  от-

куда следует, что nkl  . Найдем k: n
l

k


 ,  n=1,2,... Отсюда для 

СЗ. имеем 2

22

l

n
En


 . Для СФ имеем x

l

n
Ax


 sin)( . Постоян-

ную A определим из условия нормировки 

1
2

2

0

22 


 
l

Axdx
l

n
Axx n

l

nnn sin))(),(( . Отсюда 
l

An

2
   и 

.
2

sin
2

)( x
l

n

l
xn


   

Легко проверить, что эти функции образуют ортонормированную 
систему. Эти функции образуют базис в пространстве L2(0,l). Лю-
бую функцию в этом пространстве можно разложить в ряд Фурье 

,
2

sin
2

)()(
11











n

n

n

nn x
l

n
c

l
xcx


  

.
2

sin)(
2

)()())(),((

0

0









l

l

nnn

xdx
l

n
x

l

dxxxxxc






 

37. Получить решение уравнения  p
dx

d
i . 
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ЧАСТЬ 2. 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ  

КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ. 

 

2.1. ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ. ПОНЯТИЕ СОСТОЯ-

НИЯ.  

Основным понятием для квантовой механики является понятие 

состояния. В классической механике состояние частицы в произ-

вольный момент времени t однозначно определяется заданием одно-

временно пространственного положения частицы, которое описыва-

ется радиус-вектором r


, и импульса p


, т.е. комплекта { r


, p


}. Если в 

пространство внесена система координат, то тогда состояние частицы 

характеризуется шестью числами },,;,,{ zyx pppzyx  три из которых 

проекции радиус-вектора, т.е. координаты, а три проекции импульса. 

Внешние силы, действующие на частицу, считаются известными. По-

скольку частица движется по определенным законам, то достаточно 

знать состояние частицы в начальный момент времени и эти законы, 

чтобы вычислить координаты и импульсы для произвольного момен-

та времени. Тогда мы сможем предсказать состояние объекта и в 

произвольный момент времени, т.е. объекта.  Зная координаты и 

импульсы можно определить другие механические величины, кото-

рые через них выражаются. Важнейшими из таких величин являются 

энергия и момент импульса, поскольку для них справедливы законы 

сохранения (также как и для импульса). В классической и квантовой 

механике  все перечисленные механические величины – координата, 

импульс, момент импульса, энергия – называют динамическими пе-

ременными. Каждую динамическую переменную можно измерить, 

причем в классической механике полагается, что все динамические 

переменные можно измерить в принципе сколь угодно точно, причем 

одновременно. 

Явление дифракции электронов явно указывает на то, что мик-

рочастицы обладают волновыми свойствами. Обратимся к оптике. 

Дифракция световых волн возникает вследствие их интерференции. 

Интерференция волн, в свою очередь, возникает потому, что для волн 

справедлив принцип суперпозиции. Пусть 1E


 и 2E


 напряженности 

электрических полей двух световых волн. Принцип суперпозиции ут-

верждает, что наложение этих волн образует результирующее поле с 

напряженностью 21 EEE


 . Интенсивность результирующей волны 

есть 1221
2

21
2 IIIEEEI  )(


, где последнее слагаемое на-
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зывается интерференционным слагаемым. Приведенные соображения 

подсказывают, что отказавшись от описания состояния частиц  клас-

сическим образом, мы можем взять самое важное из теории волн, а 

именно возможность их сложения, т.е. образования из волн линейной 

суперпозиции. Это заключение лежит в основе квантового принципа 

суперпозиции: квантовые состояния должны обладать свойством 

характерным для всяких волн, а именно допускать участие в  ли-

нейных операциях или, другими словами, любая линейная комби-

нация (суперпозиция) возможных квантовых состояний должна 

являться также возможным квантовым состоянием. Из принци-

па суперпозиции, таким образом, следует, что квантовые состояния 

должны обладать теми же свойствами, что и абстрактные векторы и 

поэтому могут быть представлены как векторы в некотором вектор-

ном пространстве, которое полагается гильбертовым. То, что кванто-

вые состояния описываются именно абстрактными векторами, сле-

дует из того, что на эти векторы не наложено никаких дополнитель-

ных условий кроме необходимости их участия в линейных операциях. 

Вектор, которые поставлен в соответствие квантовому состоянию на-

зывается вектором состояния и обозначается как . В общем случае 

вектор состояния может зависеть от времени, так что полностью сле-

дует писать (t). До тех пор пока исследование зависимости вектора 

состояния от времени не понадобится, мы аргумент t выписывать не 

будем. С учетом введенного для вектора состояния обозначения 

сформулируем принцип суперпозиции в более коротком виде: Если 

квантовая система может находиться в состояниях n, то она 

может находиться и в состоянии  
n

nnc .  

Для иллюстрации этого принципа рассмотрим следующий мыс-

ленный эксперимент. Пусть электроны пролетают один за другим че-

рез непроницаемый экран с двумя щелями. Для начала поставим пе-

регородку между щелями вдоль движения. Электрон пройдет либо 

через первую щель, либо через вторую. Пусть электрон прошел через 

первую щель. Мы можем сказать, что он перешел в некоторое состоя-

ние 1. Если электрон прошел через вторую щель, то скажем, что 

электрон стал находиться в состоянии 2. Теперь уберем перегород-

ку. Согласно принципу суперпозиции электрон теперь находится в 

суперпозиции двух возможных состояний, а именно =с11+с22. 

Эта формула интересна вот в каком отношении. Из нее следует, что 

электрон за экраном находится в таком состоянии, как будто он про-

шел одновременно через обе щели. Такая картина вполне естественна 
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для обычных волн. Однако ее невозможно представить для частиц. 

Ведь достоверно известно, что электрон неделим, т.е. он не может 

раздвоиться и пройти через обе щели одновременно. Более того на 

экране детектора мы будем наблюдать типичную дифракционную 

картину от двух щелей. Ситуация такая как будто электрон не только 

раздвоился, но превратился в волну и волны от двух щелей интерфе-

рируют между собой давая наблюдаемую интерференционную карти-

ну. Однако из этого же опыта известно, что электроны дают на экране 

детектора точечные вспышки, т.е. регистрируются как частицы. В 

приведенных соображенияx явно имеются противоречия, которые по-

казывают, что движение электрона нельзя интерпретировать ни как 

движение частицы ни как движение волны. Электрон является кван-

товым объектом принципиально отличающимся от классического 

объекта, например частицы или волны. Поэтому электрон не допуска-

ет никакой наглядной интерпретации и тоже касается суперпозицион-

ного состояния. 

Подведем итог сказанному в виде следующего основного посту-

лата. 

Постулат 1 (Постулат о состоянии). Состояния квантовой 

системы изображаются векторами (t) абстрактного гильбер-

това пространства, называемого пространством состояний. 

Заметим, что принцип суперпозиции носил наводящий характер, те-

перь этот принцип является следствием постулата о состоянии. 

 

2.2. ОПЕРАТОРЫ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН.  СВЯЗЬ 

ОПЕРАТОРОВ С РЕЗУЛЬТАТАМИ ИЗМЕРЕНИЙ. 

Постулат 2 (Постулат об операторе). В квантовой механике 

каждой динамической переменной A ставится в соответствие 

линейный самосопряженный оператор Â , действующий в гиль-

бертовом пространстве векторов состояний и называемый на-

блюдаемой или квантовым оператором. 
Символически  это сопоставление можно представить в виде:  

 динамическая переменная A  линейный самосопряженный 

оператор Â .  

Несколько примеров:  оператор координаты x̂ , оператор им-

пульса p̂


, оператор момента импульса L̂ , оператор энергии Ĥ , опе-

ратор спина Ŝ . 

В квантовой механике принято говорить не о физических вели-

чинах, а о динамических переменных. Связано это с тем, что физики 
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расходятся во мнении, что считать в квантовой механике физической 

величиной. В то же время смысл динамической переменной проще - 

это та физическая величина, которую можно экспериментально изме-

рить. Отсюда и происходит термин "наблюдаемая". В этом курсе по-

нятия физическая величина и динамическая переменная используются 

как синонимы (хотя лично мое мнение, что следует их различать).  

Следующий постулат связывает математический формализм с 

результатами количественных экспериментов. Каждый такой экспе-

римент заключается в измерении динамической переменной и полу-

чении значения этой переменной. 

Постулат 3 (Постулат об измерении). Единственно возмож-

ными результатами измерения данной динамической переменной 

являются собственные значения оператора этой переменной. 

Чтобы установить какие значения в принципе можно получить 

при измерении следует решить задачу на собственные значения  

 AÂ . Смысл постулата, таким образом, заключается в том, что 

совокупность всех собственных значений A тождественна с совокуп-

ностью всех возможных результатов измерения. Состояния, описы-

ваемые собственными векторами оператора Â , называют  собствен-

ными состояниями оператора Â . 

Постулат 4 (Постулат о коммутационных соотношениях). 

Координатам и импульсам квантовой системы соответствуют 

операторы, удовлетворяющие коммутационным соотношениям.  

0]ˆ,ˆ[ ji xx , 0]ˆ,ˆ[ ji pp , ijji ipx  ]ˆ,ˆ[ , i,j=1,2,3, 

т.е. оператор координаты и соответствующей проекции импульса не 

коммутируют, а оператор координаты и другой проекции импульса 

коммутируют. Заметим, что здесь впервые появляется постоянная 

Планка. 

Строго говоря, конкретный вид всех операторов физических ве-

личин постулируется. Во многих случаях, когда квантовая система 

имеет классический аналог, для получения конкретного вида опера-

тора пользуются таким рецептом. Берут классическое выражение для 

величины, а затем координаты и импульсы заменяют соответствую-

щими операторами. Следует иметь в виду, что полученный по такому 

рецепту оператор надо обязательно проверить на самосопряженность. 

Следует также учитывать, что в квантовой механике есть операторы, 

которые не имеют классических аналогов, например, оператор спина. 

Возможность использовать для построения операторов физических 

величин их классические аналоги называется принципом соответ-

ствия. 
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Примеры. 

1. Оператор координаты – это такой оператор, у которого собствен-

ными значениями являются координаты, т.е. xx xx ˆ . Здесь через 

x обозначены собственные векторы оператора координаты. Если 

оператор действует не на собственный вектор, а на некоторый произ-

вольный вектор , то имеем x̂ .  

2. Оператор импульса - это такой оператор, у которого собственными 

значениями являются импульсы, т.е. 
xx pxpx pp ˆ . Здесь через p 

обозначены собственные векторы оператора импульса. Если оператор 

действует не на собственный вектор, а на некоторый произвольный 

вектор , то имеем xp̂ .  

3. Пусть гамильтониан не зависит от времени. Это означает, что кван-

товая система находится в стационарном силовом поле. В этом случае 

гамильтониан совпадает с оператором энергии и следовательно соб-

ственными значениями этого оператора будут значения энергии. Обо-

значим значения энергии как E. Тогда задача на собственные значе-

ния приобретает вид EE EH ˆ . Это уравнение известно как ста-

ционарное уравнение Шредингера.  В случае дискретного спектра 

это уравнение, очевидно, можно записать в виде .ˆ
nnn EH   

Момент импульса. Моментом импульса  называется вектор 

][ˆ prL


 . Учитывая определение векторного произведения можем 

записать для оператора 

zyx ppp

zyx

kji

L

ˆˆˆ

ˆ






. 

Запишем отдельно проекции 

yzx pzpyL ˆˆˆ  , zxy pxpzL ˆˆˆ  , xyz pypxL ˆˆˆ  . 

Гамильтониан. Установим вид чрезвычайно важного для квантовой 

механики оператора Гамильтона. Функция Гамильтона в классиче-

ской механике есть сумма кинетической и потенциальной энергии   

).,,()(
2

1 222 zyxUppp
m

UTH zyx   

Соответствующий оператор в квантовой механике строится по прин-

ципу соответствия 
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).,,(ˆ)ˆˆˆ(
2

1
ˆ 222 zyxUppp

m
H zyx   

Первое слагаемое естественно назвать оператором кинетической 

энергии, т.е 

).ˆˆˆ(
2

1
ˆ 222

zyx ppp
m

T   

Выражение для гамильтониана обобщим на случай, когда квантовая 

система находится в нестационарном силовом поле U(x,y,z,t). В этом 

случае 

).,,,(ˆ
2

ˆ
ˆ

2

tzyxU
m

p
H 



 

Оператор Гамильтона в случае нестационарного силового поля не 

является оператором полной энергии. 

 

ЗАДАЧИ 

1. Найти коммутатор ]ˆ,ˆ[ 2
xpx . 

Решение. 

Способ 1. 
.ˆ2ˆˆ)ˆˆˆˆ(

)ˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ 2

xxxxx

xxxxxxxxx

piippxppx

ipxpppxxppppxpx








 

Способ 2. Используем ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ BABBBABA 2 .  

Тогда .ˆ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ xxxxxx pipxpppxpx 22   

2. Показать, что kji xixL ˆ]ˆ,ˆ[  , i , j=1,2,3 (индексы ставятся в цикли-

ческом порядке). 

Решение.  

 
;ˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ          

)ˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[

ziyppyzpzypyypzpy

pzypyyypzypypzpyyypzpyyL

yyyzyz

yzyzyzyzx





22  

 

;ˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ          

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[

yixppxyxpypxyxpypyx

pyxpxxxpyxpxpypxxxpypxxL

xxxxxx

xyxyxyxyz




 

 

.ˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ          

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[

xizppzxzpxpzxzpxpxz

pxzpzzzpxzpzpxpzzzpxpzzL

zzzzzz

zxzxzxzxy




 

Если индексы стоят не в циклическом порядке, то значения коммута-

торов будут те же, но со знаком "-". Например, 
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.ˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ          

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[

yipzzpypzyzpypyzzpy

pzzpyzzpzzpypzpyzzpzpyzL

zzzzzz

yzyzyzyzx




. 

3. Показать, что kji pipL ˆ]ˆ,ˆ[  , i,j=1,2,3 (индексы ставятся в цикличе-

ском порядке). 

4. Показать, что kji LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  , i,j=1,2,3 (индексы ставятся в цикличе-

ском порядке). 

5. Показать, что 02 ]ˆ,ˆ[ jLL , i,j=1,2,3. 

6. Показать, что 02 ]ˆ,ˆ[ pLx


. 

Решение: 02222  ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ zxyxxxx pLpLpLpL


 поскольку 

 ,0]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2  xxxxxxxx pLpppLpL  

 ,ˆˆ2]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2

zyyxyyyxyx ppipLpppLpL   

 ,ˆˆ2]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2

zyzxzzzxzx ppipLpppLpL   

 .0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2222  zxyxxxx pLpLpLpL


 

7. Показать, что 02 ]ˆ,ˆ[ pLy


. 

8. Показать, что 02 ]ˆ,ˆ[ pLz


. 

9. Показать, что 02 ]ˆ,
ˆ

[ pL


. 

Решение: .0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2222  pLkpLjpLipL zyx


 

10. Показать, что 022 ]ˆ,ˆ[ pL


. .ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆ[ 2 ABABAABA   

Решение:  .0ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆ[ 2222  LpLpLLpL


 

11. Показать, что .0]ˆ,ˆ[ 2 Lpi


 

Решение:  .0]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2  LpLLLpLp iii


 

 

2.3. ВЕРОЯТНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЯ.  

2.3.1. ПОСТУЛАТ О ВЕРОЯТНОСТЯХ. ПОНЯТИЕ О 

ПРЕДСТАВЛЕНИИ ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ. ВОЛНОВАЯ 

ФУНКЦИЯ. 

Пусть состояние системы задано некоторым вектором состояния 

. Введем некоторый самосопряженный оператор Â .  Произведем 

теперь многократное измерение величины A. Многократное измере-

ние, по определению, это такое измерение в котором отсчеты значе-

ния величины проводятся множество раз в тождественных условиях, 

при этом результат измерения находят как среднее от всех имеющих-
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ся значений отсчетов. Поэтому перед проведением каждого измере-

ния мы будем считать, что квантовая система возвращается всякий 

раз в одно и то же исходное состояние .  

Пусть спектр оператора, например, дискретный. Решив уравне-

ние nnn AA ˆ , мы получим значения An. Согласно постулату об 

измерении при каждом отчете мы будем получать одно из собствен-

ных значений оператора  Â , т.е. одно из значений An. При разных от-

счетах будут появляться разные значения An, но все они принадлежат 

спектру собственных значений оператора Â . Естественно поставить 

вопрос о том как часто будут появляться одни и те же значения, т.е. 

каковы вероятности отдельных результатов измерений. 

Постулат 5 (Постулат о вероятностях). В состоянии кванто-

вой системы, описываемом вектором состояния  вероятность 

Wn получить при измерении динамической переменной A одно из ее 

возможных значений An равна квадрату модуля коэффициента cn в 

разложении вектора  по собственным состояниям n оператора 

этой динамической переменной, т.е. эта вероятность определя-

ется формулой 
2|| nn cW  . 

Если оператор динамической переменной имеет непрерывный 

спектр, то вероятность того, что в состоянии  динамическая 

переменная примет значение, лежащее в интервале (A, A+dA) оп-

ределяется формулой 

dAAdW A
2||)(  . 

Произвольный вектор  имеет разложение   

    
n

nnc   в дискретном базисе n, 

     dAc AA  в непрерывном базисе A . 

Совокупность коэффициентов разложения  cn (или cA) вектора  по 

собственным состояниям оператора Â  называется волновой функци-

ей состояния  в A-представлении. 
Выберем в качестве собственных состояний собственные векто-

ры оператора координаты x. Коэффициенты разложения произволь-

ного вектора  по собственным состояниям x в этом случае принято 

обозначать как x(x). Т.е. разложение произвольного вектора  по 

собственным состояниям x будем записывать в виде 
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  dxxdx xxx )( . 

Выберем в качестве собственных состояний собственные векто-

ры оператора импульса p. Функция (p) является волновой функци-

ей состояния  в импульсном представлении. Коэффициенты разло-

жения произвольного вектора  по собственным состояниям p в 

этом случае принято обозначать как p(p). Разложение произволь-

ного вектора  по собственным состояниям p будем записывать в 
виде 

  dppdp ppp )( . 

В соответствии с постулатом вероятность обнаружить у частицы 

импульс в интервале (p, p+dp) равна dpppdW 2|)(|)(  . 

Наконец выберем в качестве собственных состояний собственные 
векторы оператора Гамильтона, полагая, что спектр дискретный. Соб-

ственные векторы обозначим как n. Разложение произвольного век-

тора  по собственным состояниям n будем записывать в виде  

 
n

nnc . 

Собственные векторы нормированы условием mnnm  ),( . Коэф-

фициенты разложения вектора произвольного вектора  по собствен-

ным состояниям n в этом случае принято обозначать как cn. Сово-
купность коэффициентов, т.е. дискретная последовательность чисел 

cn, является волновой функцией состояния  в энергетическом пред-
ставлении. В соответствии с постулатом вероятность обнаружить час-

тицы значение энергии En равно 
2|| nc . 

Комментарии.  
1.  Содержание постулата можно изобразить в виде схемы 

 



















...

||   ,

...

||   ,

2

2
111

nnn cWA

cWA

. 

2. Очевидно, что в случае непрерывного спектра величина 2|| A  иг-

рает роль плотности вероятности. Коэффициенты разложения явля-

ются величинами имеющим размерность  AcA dim/dim 1 . 

3. Из спектральной теоремы известно, что операторы, используемые в 
квантовой механике, обладают полными системами собственных век-

торов. Таким образом, разложения вектора  по собственным векто-
рам квантового оператора, о котором говорится в постулате, возмож-
но. 
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4. В случае непрерывного спектра задача на собственные значения 

имеет вид AA AA ˆ . Решениями этой задачи являются обобщен-

ные собственные векторы  A, которые не являются элементами гиль-

бертова пространства. Следовательно, эти собственные векторы, в со-

ответствии с постулатом 1 не изображают физически реализуемые со-

стояния. В то же время значимость этих состояний заключается в том, 

что из них можно образовать базис в гильбертовом пространстве.  

Выводы.  

1. Из рассмотренного постулата следует, что эксперименталь-

ному определению подлежат только собственные значения квантово-

го оператора, а также вероятности различных наблюдений. Это озна-

чает, что ни вектор состояния, ни коэффициенты разложения не име-

ют самостоятельного физического смысла. Это вспомогательные ма-

тематические понятия, обеспечивающие адекватность квантового 

формализма экспериментально наблюдаемым фактам.  

Здесь интересно отметить, что хотя вектор состояния и волно-

вые функции являются вспомогательными нефизическими и следова-

тельно ненаблюдаемыми величинами, они в квантовой используются, 

т.е. имеют какой-то смысл. Это отличает их от понятия траектории, 

которая имеет физическое содержание, однако также является нена-

блюдаемой и в квантовой механике не используется. Такое положе-

ние понятие траектории в квантовой механике привело разделению 

физиков на два лагеря: тех кто считает, что ненаблюдаемость траек-

тории лишает это понятие в квантовой механике физического смысла 

и тех полагает, что физический смысл у этого понятия остается, толь-

ко оно в квантовой механике оказалось лишним.  

2. Смысл вектора состояния  заключается в том, что он со-

держит в себе исчерпывающую информацию о возможных резуль-

татах измерения любой динамической переменной, которая характе-

ризует квантовый объект (подобно тому как радиус-вектор r


 заклю-

чает в себе всю информацию о пространственном положении части-

цы).  

 

2.3.2. НОРМИРОВКА ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ И ВОЛНО-

ВЫХ ФУНКЦИЙ. 

Сумма всех вероятностей должна быть равна единице, т.е. 

должно выполняться равенство 

,1|| 2 


n

n

n

n cW      (2) 
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.1|| 2 




dAA      (3) 

На языке теории вероятностей это равенство означает, что веро-

ятность того, что какое-либо событие произойдет (в нашем случае со-

бытием является получение результата измерения) равна единице, 

т.е., другими словами какой-либо результат измерения будет получен 

с достоверностью. Поэтому векторы состояния должны быть норми-

рованными на единицу, т.е. должны удовлетворять условию норми-

ровки 

(,)=1.      (4) 

Отсюда следует, что выражения (2) и (3) являются условием 

нормировки волновых функций. 

Выводы.  

1. И в случае дискретного и в случае непрерывного спектра 

нормировка векторов состояния и волновых функций на единицу яв-

ляется следствием постулата о вероятностях, т.е. следствием вероят-

ностной интерпретации коэффициентов разложения вектора состоя-

ния по базису из собственных векторов квантового оператора. 

2. Из условия нормировки следует, что и вектор состояния и 

волновая функция определены неоднозначно, а с точностью до фазо-

вого множителя e
i

 где -  любое действительной число. Действи-

тельно, при умножении на такой множитель квадрат модуля вектора 

состояния и волновой функции не изменится. Отсюда в частности 

следует продолжение вывода сделанного в конце предыдущего пунк-

та. При экспериментальном исследовании мы получаем значения ве-

роятностей, т.е. квадраты модулей. При этом  теряется информация о 

фазовых множителях волновых функций. Поэтому задача восстанов-

ления волновой функции по результатам  опыта представляется 

принципиально невозможной (хотя у Блохинцева указывается, что в 

некоторых частных случаях это может оказаться возможным). 

 

2.3.3. СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ ВЕЛИЧИНЫ. 

Проведя достаточно большую (в идеале бесконечно большую 

серию отсчетов) можно получить среднее значение.  

Теорема (Теорема о среднем значении). Среднее значение фи-

зической величины A в состоянии   определяется формулой 

).ˆ,(  AA  

  Доказательство.  Будем считать, для определенности, что 

спектр оператора Â  дискретный и невырожденный nnn AA ˆ . 
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Произвольный вектор с разложим по собственным векторам этого 

оператора  
n

nnc . 

).ˆ,()ˆ,(

)ˆ,(),(),(

),(|| 2











 

AcA

AcAcAc

AcAccAcAWA

n

nn

n

nn

n

nnn

n

nnn

n

nnn

n

nnnnnnn

 

 
Среднее значение оператора в своем собственном состоянии.  

Пусть система находится в одном из своих собственных состояний, 

т.е. состоянии, которое описывается одним из собственных векторов 

n оператора Â . Это означает, что =n, т.е. из всего ряда разложе-

ния осталось только одно слагаемое, причем cn=1. Но это означает, 

что Wn=1, т.е. с достоверностью при каждом повторении измерения 

будет экспериментально обнаружено собственное значение An. Оче-

видно, что среднее значение физической величины A совпадет в этом 

случае с собственным значением An. Действительно, для среднего 

значения величины A имеем 

.),(),()ˆ,( nnnnnnnnn AAAAA   

Вывод: если система находится в собственном состоянии n операто-

ра Â , то с достоверностью при каждом отсчете мы будем получать 

одно и то же значение этой величины, равное ее собственному значе-

нию An.  

В квантовой механике принята следующая терминология. Говорят, 

что физическая величина имеет в некотором состоянии определенное 

значение или, что она может быть измерена точно, если при мно-

гократном повторении опыта в тождественных условиях обнаружива-

ется одно и то же значение физической величины. Из сказанного вы-

ше следует, что физическая величина имеет определенное значение 

только в собственном состоянии оператора этой величины. 

 

2.3.4. УСЛОВИЯ, ПРИ КОТОРЫХ НЕСКОЛЬКО ФИЗИ-

ЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН МОГУТ  ИМЕТЬ ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ЗНА-

ЧЕНИЯ. ПОНЯТИЕ О ПОЛНОМ НАБОРЕ ОДНОВРЕМЕННО 

ИЗМЕРИМЫХ ВЕЛИЧИН. 

В предыдущем параграфе был выяснены условия, при которых 

одна физическая величина может иметь определенное значение, т.е. 

быть точно измеренной. Важнейшим вопросом квантовой механики 
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является вопрос о возможности точно измерить одновременно две 

разные физические величины. С математической точки зрения эта 

проблема очевидно формулируется так: при каких условиях кванто-

вая система может находится в состоянии, которое является общим 

собственным состоянием для операторов величин A и B ? Ответ на 

этот вопрос дает следующая теорема.  

Теорема 6 (Теорема об одновременной измеримости).  Для 

того, чтобы  две физические величины A и B могли быть одновремен-

но точно измерены, необходимо и достаточно, чтобы их операторы 

коммутировали. 

  Доказательство. 

Необходимость. Докажем необходимость, т.е. следующее ут-

верждение: если две величины A и B имеют одновременно определен-

ные значения, то их операторы коммутируют. 

Пусть квантовая система находится в состоянии n., которое яв-

ляется общим собственным состояние для операторов Â  и B̂ .  Физи-

ческая величина A имеет в нем определенное значение An, а физиче-

ская величина B имеет в нем определенное значение Bn, т.е. 

nnn AA ˆ  и .ˆ
nnn BB   

Умножим первое уравнение слева на B̂ , а второе на Â  

nnnn ABAB ˆˆ  и nnnn BABA ˆˆ , 

и вычтем из первого второе, т.е. 

.)()ˆˆˆˆ( nnnnnn BAABBAAB   

Очевидно, что правая часть равна нулю, потому что числа, которые 

можно переставлять местами. Отсюда следует, что равна нулю и пра-

вая часть 

.0)ˆˆˆˆ(  nBAAB  

Следовательно 

.0]ˆˆ[ AB  

Достаточность. Докажем достаточность, т.е. следующее утверждение: 

если операторы двух величины A и B коммутируют, то эти величины 

могут одновременно иметь определенные значения, т.е. другими сло-

вами, что состояние в котором должна находится квантовая система 

должно быть общим собственным состоянием для обоих операторов. 

Используя коммутативность, можем записать 

nnnnnn BAABABBA  ˆˆˆˆˆˆ . 

Сравнивая начало и конец выражения, видим, что nBˆ   является соб-

ственным состоянием оператора Â , принадлежащей тому же собст-
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венному значению Fn, что и n. Это возможно только в том случае, 

если n и nBˆ  отличаются лишь множителем. Обозначив этот мно-

житель через Bn  можно записать 

nnn BB ˆ . 

Отсюда следует, что операторы имеют одни и те же собствен-

ные состояния. 

Динамические переменные A,B,... образуют полный набор одно-

временно измеримых величин, если они обладают общей системой 

базисных функций, т.е. если операторы этих величин коммутируют. 

 

2.3.5. СООТНОШЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ.  

Рассмотрим две динамические переменные, операторы которых 

не коммутируют. Это означает, что эти две величины не могут быть 

одновременно точно измерены. Другими словами при одновременном 

измерении этих двух величин экспериментально полученные значе-

ния каждой величины будут иметь разброс относительно среднего 

значения. Введем меру разброса этих значений - дисперсию 

.)()()()( 2222 AAAAADA   

Теорема. Пусть коммутатор двух квантовых операторов пред-

ставлен в виде CiBA ˆ]ˆ,ˆ[  , где Ĉ  -  самосопряженный оператор. 

Тогда для дисперсий величин A и B справедливо неравенство 

222

4

1
)()()( CBA  , 

которое называется соотношение неопределенностей. 

Пусть C . Тогда 

4

2
22 
 )()( BA  

или 

2

22 
 )()( BA .  

Соотношение неопределенностей для координаты и импульса называ-

ется неравенством Гейзенберга. Для пары величин x  и px  можем за-

писать 

2

22 
 )()( xpx  

или 

2




xpx . 
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ЧАСТЬ 3. 

 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ. 

 

 
3.1. КООРДИНАТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВЕКТОРА СО-

СТОЯНИЯ. 

Выберем в качестве собственных состояний собственные векто-

ры оператора координаты x. Коэффициенты разложения произволь-

ного вектора  по собственным состояниям x в этом случае принято 

обозначать как x(x). Т.е. разложение произвольного вектора  по 

собственным состояниям x будем записывать в виде 

  dxxdx xxx )( . 

В общем случае волновая функция является комплексной функ-

цией трех пространственных переменных (т.е. радиус-вектора) и вре-

мени ),,,( tzyx . Квадрат ее модуля поэтому,  в общем случае, запи-

шется в виде 
2|),,,(|),,,(),,,( tzyxtzyxtzyx  

. В тех случаях, 

когда отсутствует явная потребность в выписывании всех трех декар-

товых и времени будем использовать обозначение 

},,{},,{ 321 xxxzyxrx 


 и опускать t, т.е. будем записывать 

),(),,,()()( trtzyxrx


 .  

Рассмотрим движение одной частицы в трехмерном пространст-

ве. В окрестности точки с координатами (x,y,z) определим бесконечно 

малую прямоугольную область (dx,dy,dz). Очевидно, что произведе-

ние dxdydz есть объем этой бесконечно 

малой области. Теперь составим про-

изведение 

.|),,,(|),,,( 2 dxdydztzyxtzyxdW   

Смысл этого выражения состоит в том, 

что dW(x,y,z,t) есть вероятность обна-

ружить частицу в момент времени t в 

элементе объема dxdydzdV   в окре-

стности точки (x,y,z). Квадрат модуля 

|(x,y,z,t)|
2
 волновой функции очевид-

но имеет смысл плотности распреде-

ления вероятностей различных результатов измерения координаты 

частицы (т.е. обнаружения частицы в элементе объема dxdydz в окре-

стности точки (x,y,z)). Заметим, что исторически впервые появилась 

(x1,x2,x3) 

(dx,dy,dz) 

x 

y 

z 
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именно формула dxdydztzyxtzyxdW 2|),,,(|),,,(  , а рассматри-

ваемый нами постулат о вероятностях явился ее обобщением. Полу-

чена она была Максом Борном в 1926г. именно с целью вероятност-

ной интерпретации волновой функции (x). 

Введем для квадрата модуля волновой функции обозначение 
2|),,,(|),,,( tzyxtzyx  . Тогда выражение для вероятности можно 

записать компактно в виде 

.),,,(|),,,(|),,,( 2 dxtzyxdxtzyxtzyxdW     

Величина dW(x,t) есть вероятность обнаружить частицу в бесконечно 

малой области. Очевидно, чтобы определить вероятность обнаруже-

ния частицы в конечном объеме V следует найти значение интеграла 

.|),,,(|),,,( 2


V

dVtzyxtzyxW   

Если в этом интеграле произвести интегрирование по всему беско-

нечному пространству, то получим не что иное как условие норми-

ровки волновой функции 

.1|),,,(| 2  


dVtzyxW   

Физический смысл этого равенства состоит в том, что поскольку час-

тица существует, то вероятность ее обнаружить где-нибудь, равна 

единице, т.е. это событие достоверно.  

Функция, которая удовлетворяет такому условию, как мы знаем, 

называется квадратично интегрируемой. Следовательно из того физи-

ческого соображения, что частица существует и находится где-то в 

пространстве, следует что волновая функция должна быть квадратич-

но интегрируемой.  

Из условия нормировки следует, что волновая функция, так же 

как и вектор состояния определена неоднозначно, а с точностью до 

так называемого фазового множителя e
i

 где -  любое действи-

тельной число.  

 

3.2. КООРДИНАТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ. 

3.2.1. ОПЕРАТОР КООРДИНАТЫ.  

Учитывая, что оператор координаты самосопряженный и что его 

собственные значения действительны, найдем матрицу оператора ко-

ординаты в своем собственном представлении 

)(),(),ˆ()ˆ,( xxxxxxx xxxxxxxx
  . 

или 
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)( xxxx xx  . 

Пусть )ˆ(xU  - произвольная функция координат. Тогда матричные 

элементы от нее 

)()())ˆ(ˆ,( xxxUxUU xxxx   . 

Рассмотрим действие оператора координаты в координатном пред-
ставлении. Для случая базисных векторов, состоящих из собственных 

векторов оператора координаты, выражение     BdA BBBA  за-

пишется в виде  

xxxxxx xxdxxxxdx    )( , 

т.е. xx x . 

 

3.2.2. ОПЕРАТОР ИМПУЛЬСА. 
Прежде всего, учтем соотношение  

)ˆ,()ˆ,ˆ()ˆˆ,( xxxxxxxxx pxpxpx    

Далее, из коммутационного соотношения следует, что 

xxxxxx

xxxxxxxx

pxxpxx

pxpxpx









))(()ˆ,)((

)ˆ,()ˆ,()]ˆˆ[,(
 

)(),()]ˆˆ[,( xxiipx xxxxx
    

Сравнивая правые части двух последних выражений, получаем 

)())(( xxipxx xxx
    

Из свойства  -функции )()( xx
dx

d
x   следует 

)()()( xxxx
x

xx 



 . Сравнивая это выражение с преды-

дущим получим   

)()( xx
x

ip xxx





  . 

Рассмотрим в матричном представлении действие оператора импуль-
са  

.

)(
)(

)(

x

xxxxxxx

x
i

xdxx
x

ixd
x

xx
ixdp






















  





 

Таким образом, в координатном представлении действие опера-
тора импульса эквивалентно действию дифференциального оператора 
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x
i



  , который и принимается за оператор импульса в координатном 

представлении. Итак, полагают, что  

x
ipx



 


. 

В трехмерном случае надо различать операторы проекций импульса. 
Для этого их указывают в виде индекса 

,ˆ
x

ipx



   ,ˆ

y
ipy



   .ˆ

z
ipz



   

Эти три выражения для проекций можно объединить одним вектор-
ным выражением  

 


ip̂ , 

где  - оператор градиента (набла). 
Заметим, наконец, что поскольку оператор физической величины, 
имеющей классический аналог, выражается через операторы коорди-
наты и импульса, то в координатном представлении он будет иметь 

вид 















i

i
x

ixA ,ˆ , где  i=1,2,3.  

)(,ˆ xx
x

ixAA
i

ixx















  . 

Учитывая свойство 

,)(
x

xdxx
x

x
x









 


  

можем записать 

.,ˆ)(,ˆ 
























  x

i

ix

i

ixxx
x

ixAxdxx
x

ixAxdA    

ЗАДАЧИ. 
1. Записать формулу для нахождения среднего значения в простран-
стве квадратично-интегрируемых функций. 

)).(ˆ),(()(ˆ)()(ˆ)()(

)()()ˆ,)(()(

))(ˆ,)(()ˆ,(

xAxdxxAxxdxxAxdxx

xdAxdxxxdAxdxx

xdxAdxxAA

xxxx

xx































 

 

3.2.3. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА. 
Чтобы записать оператор Гамильтона в координатном представ-

лении, получим сначала координатное представление оператора квад-
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рата импульса. Рассмотрим сначала одномерный случай, т.е. найдем 

матрицу оператора проекции импульса 
2
xp̂ . Для матричного элемента 

этого оператора можем записать 

).()(

)()(

)()(

)()())ˆ(,()(

2

2
22

2

2

22

xx
x

xx
xx

xdxx
x

xx
x

xdxx
x

xx
x

xdpppp xxxxxxxxxxxx












































 













 

Действие этого оператора на произвольную функцию  

.)(

)()(

2

2
2

2

2
2

2

2
22

xx

xxxxxx

x
xdxx

x

xdxx
x

xdp

































 

Поэтому полагаем, что в координатном представлении оператор им-
пульса имеет вид дифференциального оператора 

2

2
22

x
px




 ˆ . 

Обобщая на трехмерный случай получим 

22

2

2

2

2

2

2
22222 



























 



zyx
pppp zyx ˆˆˆˆ

. 

Рассмотрим оператор Гамильтона для одной частицы, находящейся в 
стационарном силовом поле 

).ˆ,ˆ,ˆ(
2

ˆ
ˆ

2

zyxU
m

p
H 



 

Рассмотрим для начала одномерный случай 

).ˆ(
2

ˆˆ
2

xU
m

p
H x   

Теперь запишем матрицу оператора Гамильтона  

).()(
2

))ˆ(ˆ
2

1
,()ˆ,(

2

22

2

xxxU
xm

xUp
m

HH xxxxxxx
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Введем обозначение 

)(ˆ xU
xm

H 





2

22

2


 

и будем называть это выражение гамильтонианом в координатном 
представлении. Тогда матрицу оператора Гамильтона можно предста-
вить в виде 

)(ˆ xxHH xx
 , 

.)(
2

)()(
2 2

22

2

22

xx

xxxx

xU
xm

xdxxxU
xm

xdH












































  

Обобщая на трехмерный случай получим 

),,(ˆ zyxU
m

H  2
2

2


. 

Оператор кинетической энергии имеет вид .
2

ˆ 2
2


m

T


 

3.2.4. ОПЕРАТОР УГЛОВОГО МОМЕНТА  
Учитывая определение момента импульса и используя для пред-

ставления радиус-вектора декартовый ортонормированный базис мо-
жем записать 

zyx

zyx

kji

i

ppp

zyx

kji

L

zyx






















ˆˆˆ

ˆ

, 

.ˆ






























































x
y

y
xk

z
x

x
zj

y
z

z
yiiL





 

Запишем отдельно проекции: 




















y
z

z
yipzpyL yzx ˆˆˆ

; 




















z
x

x
zipxpzL zxy ˆˆˆ

; 




















x
y

y
xipypxL xyz ˆˆˆ

. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 

ТЕОРИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ – II. 
 

1. КООРДИНАТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ УСЗ. 

1.1. УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА КООРДИНАТЫ. 
 

Собственная функция оператора координаты в координатном пред-

ставлении (или другими словами состояние в котором координата 

имеет определенное значение). 

За основу (см. Зам.2) примем матричное представление УСЗ 

).()( BABdBA AABB


   

Для рассматриваемого случая оператора координаты это соотношение 

примет вид 

).()( xxxdxx xxxx


   

Учитывая явный вид матричных элементов оператора координаты, 

получим 

).()()( xxxdxxxx xx


   

По определению ),()( xxx x   . Учитывая, что собственные 

векторы операторов, обладающих непрерывным спектром, нормиру-

ются на -функцию, получаем, что с.ф. оператора координаты в коор-

динатном, т.е. своем собственном, представлении имеют вид 

)()( xxxx
   

или убирая лишние индексы 

).()( xxxx
   

Проверим, что эти функции действительно являются решениями за-

дачи на с.з. 

),()()( xxxxdxxxxx    

),()( xxxxxx    

.0)()(  xxxx   

т.е. пришли к известному соотношению для -функции.  

 

1.2. УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ИМПУЛЬСА.  

)()( BABdBA AABB   , 

).()( xpxdxp ppxx     
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2. ИМПУЛЬСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ. 

2.1. ОПЕРАТОР ИМПУЛЬСА.  

Поскольку матрица оператора в своем собственном представлении 

должна быть диагональной, то сразу заключаем 

),()ˆ,( ppppp pppp
    

.)()( ppppppp ppdppppdppppdp      

2.2. ОПЕРАТОР КООРДИНАТЫ. 

Результат, который будет ниже получен можно получить тремя спо-

собами: 1) формально, если в полученных выше формулах сделать 

замену iipxpx     ,   , ; 2) из коммутационного соотноше-

ния между координатой и импульсом, как это было проделано для ко-

ординатного представления; 3) используя преобразование подобия с 

помощью унитарной матрицы U. Разберем последний способ. 

Пусть p-базис - новый, а x-базис - старый. Из курса линейной алгебры 

известно, что преобразование матрицы оператора при переходе к но-

вому базису задается выражением 

.1 UAUA xp   
Учтем правило перемножения непрерывных матриц 

.1


 dBdCUAUA CDBCABAD  

Поэтому для матрицы оператора в импульсном представлении имеем 

.)()(

1






















xdxdxxx

xdxdUxUxdxdUxUx

pxxp

pxxxxppxxxpxpp


 

Учитывая явный вид этой матрицы преобразования базисов 

px
i

pxp exU 




2

1
)(  

получим 

).()(

)(2
2

1

2

1

2

1

2

1

)(
2

1

)(

)(

pp
p

ipp
p

i

pp
pi

xde
pi

xdxexdexe

xdxdexxxex

xpp
i

xpp
i

xp
i

xp
i

xp
i

px
i

pp
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Полезно сравнить это выражение с матрицей оператора импульса в 

координатном представлении )( xx
x

ip xx





  . 

Рассмотрим действие оператора координаты в импульсном представ-

лении 

.)(

)(

pp

ppppp

p
ipdpp

p
i

pdpp
p

ipdx

































 

Отсюда заключаем, что в импульсном представлении оператор коор-

динаты можно записать в виде 

p
ix



 ˆ . 

2.3. СФ ОПЕРАТОРА ИМПУЛЬСА.  

Спектр чисто непрерывный и вид СФ оператора импульса непосред-

ственно следует из условия нормировки и имеет вид 

).()( pppp
   

2.4.  СФ ОПЕРАТОРА КООРДИНАТЫ. 

Из общего правила )()( AB BA 
 делаем вывод, что  

)()( px xp 
 и следовательно имеем 

.
2

1
)(

px
i

x ep 








  

3.  СВЯЗЬ ИМПУЛЬСНОГО И КООРДИНАТНОГО ПРЕД-

СТАВЛЕНИЙ. 

В соответствии с общей формулой   dAB AAB )(  перехода от 

одного непрерывного представления к другому имеем и учитывая яв-

ный вид матрицы перехода имеем 

,)(
2

1
)()()(   dpepdpxpx

px
i

p






  

.)(
2

1
)()()( 



 dxexdxpxp
px

i

x






  

Если сделать формально замену /pk  , то этим двум выражениям 

можно придать вид обратного преобразования Фурье (интеграла Фу-

рье) 
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 dkekdpxpx ikx
p )()()()(

2

1
 

и прямого  преобразования Фурье 

.)(
2

1
)( 

 dxexp ikx


  

На этом основании можно заключить, что координатное и импульсное 

представления связаны преобразованием Фурье. 
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ЧАСТЬ 4. 

 

УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 

 

 

4.1.  СТАЦИОНАРНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА.  

СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ. 

Рассмотрим квантовую систему, которая является замкнутой 

или движется в некотором постоянном потенциальном поле U(x), т.е. 

силовая функция не зависит от времени и, следовательно, является 

потенциальной энергией. Другими словами пусть система не нахо-

дится в переменном внешнем поле. В классической механике функ-

ция Гамильтона такой системы называется энергией.  По аналогии с 

классической механикой,  в квантовой механике по принципу соот-

ветствия, вводится оператор Гамильтона, соответствующий классиче-

ской функции Гамильтона и называемый гамильтонианом. Следова-

тельно, собственными значениями гамильтониана являются значения 

энергии  EE EH ˆ . Пусть спектр гамильтониана дискретный, тогда 

УСЗ запишется в виде nnn EH ˆ , которое называется стацио-

нарным уравнением Шредингера. Собственные состояния гамильто-

ниана называются стационарными состояниями. В стационарном 

состоянии квантовая система обладает определенным значением 

энергии. Поскольку гамильтониан не зависит от времени, то и собст-

венные векторы n  от времени не зависят.  Поэтому справедливо 

свойство: в стационарных состояниях среднее значение любой вели-

чины не зависит от времени, если оператор этой величины не зави-

сит от времени constAA nn  )ˆ,( . 

Собственные векторы гамильтониана часто используются в ка-

честве базиса. Произвольный, зависящий от времени, вектор состоя-

ния можно представить в виде разложения по этим собственным век-

торам  
n

nn tct )()( . Об этом разложении говорят как о разложении 

по стационарным состояниям. Коэффициенты cn(t) в этом разложе-

нии, в отличие от базисных векторов n, являются функциями време-

ни.  

Найдем теперь, как выглядит СУШ в координатном представле-

нии  

),()( xExdxH nnnxx     

),()()(ˆ xExdxxxH nnn    
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).()(ˆ xExH nnn    

Собственная функция гамильтониана в координатном представ-

лении n(x) называется волновой функцией стационарного состоя-

ния. 

 

4.2. УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА. 

4.2.1. ПОСТУЛАТ ОБ ЭВОЛЮЦИИ. 

До сих пор мы интересовались только тем как описать или изо-

бразить состояние. Это описание относилось к некоторому произ-

вольному моменту времени. Теперь мы будем интересоваться тем как 

состояние квантовой системы изменяется во времени. Об изменении 

состояния во времени говорят как об эволюции состояния. 

Постулат 6 (Постулат об эволюции). Квантовая система 

может находиться только в тех состояниях, для которых вре-

менная эволюция векторов состояния удовлетворяет уравнению 

Шредингера 

),()(ˆ
)(

ttH
t

t
i 




      (1) 

где оператор Ĥ  - гамильтониан рассматриваемой системы, в общем 

случае зависящий от времени. Уравнение (1) называется также не-

стационарным уравнением Шредингера. 

Поскольку для квантовых состояний должен выполняться прин-

цип суперпозиции, то следовательно и уравнение Шредингера, кото-

рое определяет возможные состояния должно удовлетворять этому 

принципу. Действительно, пусть 1(t) и  1(t) два произвольных со-

стояния, удовлетворяющие уравнению Шредингера. Составим линей-

ную комбинацию (t)=с11(t)+с22(t). Уравнение Шредингера явля-

ется линейным и однородным. Из теории дифференциальных уравне-

ний известно, что линейная комбинация решений линейного одно-

родного уравнения также является его решением. Следовательно век-

тор (t) является решением уравнения Шредингера, или, другими 

словами, описывает одно из возможных состояний системы, наряду с 

1(t) и 2(t). Это утверждение и доказывает, что УШ удовлетворяет 

принципу суперпозиции. 

 

4.2.2. УШ В ЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ. 

4.2.2.1. Гамильтониан зависит от времени. 

Рассмотрим уравнение Шредингера в предположении, что га-

мильтониан в общем случае зависит явно от времени 
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).()(ˆ
)(

ttH
t

t
i 




  

Введем теперь гамильтониан 0Ĥ , который не зависит явно от време-

ни, полагая, что спектр у него дискретный 

.ˆ
0 nnn EH   

Разложим произвольный вектор состояния по собственным векторам 

не зависящего от времени оператора Гамильтона (т.е. по стационар-

ным состояниям) 

.)()(  
n

nn tct  

Волновая функция cn(t) является волновой функцией  состояния (t) в 

энергетическом представлении. 

),)(ˆ,(, 
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 . 

Это есть УШ в энергетическом представлении. 

 

4.2.2.2. Гамильтониан не зависит от времени. 

Пусть 0HtH ˆ)(ˆ  , т.е. рассмотрим случай гамильтониана, не за-

висящего от времени, т.е. рассмотрим решение задачи 

)(ˆ)(
tH

t

t
i 




0 . Тогда уравнение Шредингера окажется записанным 

не только в энергетическом представлении, но еще и в собственном 

базисе рассматриваемого гамильтониана 

,)(
)(








n

nnnn
n Etc
t

tc
i   

).(
)(

tcE
t

tc
i nn

n 



  

Решение этого уравнения, очевидно, имеет вид 

,)0()(
t

E
i

nn

n

ectc 
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n

n

t
E

i

n

n

nn

n

ectct )()()( 0 . 

Таким образом, мы нашли решение в виде разложения вектора со-

стояния по стационарным состояниям. Очевидно, что состояние (t), 

в отличие от n, не обладает определенной энергией  и поэтому не 

является стационарным состоянием. При измерении энергии у систе-

мы, находящейся в таком состоянии будут обнаруживаться разные 

энергии с разными вероятностями. Интересно, что эти вероятности не 

меняются с течением времени. Действительно, для вероятности обна-

ружения значения энергии En в произвольный момент времени имеем 

22 00000 |)(|)()()()(|)(| nnn

tE
i

n

tE
i

nn cccecectc
nn

 


  . 

 

ЗАДАЧИ. 

1. Найти решение уравнения ).(
)(

tcE
t

tc
i nn

n 



  

Решение: 

.)0()()(
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4.2.3. УШ В КООРДИНАТНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ. 

4.2.3.1. Гамильтониан зависит от времени. 

Пусть гамильтониан, в общем случае, зависит от времени 

)(ˆˆ tHH  . Найдем выражение для УШ в координатном представлении. 

Для этого разложим вектор состояния по собственным состояниям 

оператора координаты 

,),()(    xdtxt x  

и подставим это разложение в УШ )(ˆ)(
tH

t

t
i 




 : 

.),(ˆ),(  



 xdtxHxdtx

t
i xx   
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Умножим это соотношение скалярно на  x: 

.),()ˆ,(),)(,(  



 xdtxHxdtx

t
i xxxx   

Учитывая нормировку собственных векторов непрерывного спектра, 

получим 

.),()(),(  



 xdtxHxdxxtx

t
i xx   

Принимая во внимание явный вид матричного элемента гамильтониа-

на, т.е. переписывая последнее выражение в виде 

,),()(ˆ)(),(  



xdtxxxHxdxxtx

t
i   

окончательно запишем 

).,(ˆ),( txHtx
t

i  



      (2) 

Это уравнение есть линейное однородное дифференциальное уравне-

ние относительно волновой функции (x,t). 

Уравнение (2) – это уравнение Шредингера в общем виде. Кон-

кретный вид этого уравнения полностью определяется конкретным 

видом гамильтониана. Рассмотрим, к примеру, квантовую систему, 

состоящую из одной частицы массы m, которая движется в некотором 

потенциальном поле U(x). Тогда гамильтониан этой системы в коор-

динатном представлении 

)(ˆ xU
m

H  2
2

2


 

и, следовательно, уравнение Шредингера принимает вид  

).,()(
2

),( 2
2

txxU
mt

tx
i 














 


 

 

4.2.3.2. Гамильтониан не зависит от времени. 

Найдем теперь решение УШ, записанного в координатном пред-

ставлении, 

).,(ˆ),( txHtx
t

i  



  

Можно непосредственно проинтегрировать это уравнение. Легче, од-

нако, найти решение, используя формулу преобразования компонент 

вектора состояния от дискретного спектра к непрерывному 
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n

nn

n

nnx xccx )(),()( . Принимая во внимание зависи-

мость от времени перепишем это преобразование в виде 

 
n

nn xtctx )()(),( . Поэтому решение УШ в координатном пред-

ставлении принимает вид 

 


n

n

t
E

i

n xectx
n

)()(),( 0 . 

 

Замечание. Часто волновой функцией стационарного состояния назы-

вают функцию 
tE

i

nn

n

extx 


 )(),( . Тогда решение УШ можно 

представить в виде .),()0(),( 
n

nn txctx   

ЗАДАЧИ. 

1. Доказать, на примере координатного и энергетического представ-

лений, что вектор состояния не зависит от выбора представления. 

Решение. Необходимо доказать, что  
n

nnx tcdxtxt )(),()( . 

Действительно 

.)()()0(

)()0(),()(
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2. Доказать, что нормировка вектора состояния не зависит от времени. 

Решение. 
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4.3. УРАВНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ. 

Рассмотрим уравнение Шредингера для одной частицы, движу-

щейся в одном измерении в поле потенциальных сил  
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       (1) 

Возьмем уравнение комплексно сопряженное (1) 

).,()(
2

),(
2

22

txxU
xmt
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           (2) 

Умножим (1) на 
*
(x,t), а (2) на (x,t) и вычтем из первого результата 

второй 























































2

2

2

22

2 xxmtt
i


  

или 
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  (3) 

Введем величину 




























xxmi
txjx
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),(  

и учтем, что 

.
|),(| 2

t

tx

ttt 
























 
 




  

Тогда уравнение (3) можно записать в виде 

0
2











x

txj

t

tx x ),(|),(|
 

или 

.0
),(),(











x

txj

t

tx x
 

В трехмерном случае обобщением этого уравнения будет 

0



),(

),(
txjdiv

t

tx 
. 

Полученное выражение называется уравнением непрерывности. 

Полученное выражение в точности совпадает с уравнением непре-

рывности, которое можно встретить в электродинамике и гидродина-

мике. Аналогии с этими разделами физики помогают нам дать физи-

ческую интерпретацию этого соотношения и в частности формально 

введенного вектора ),( txj


. 
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величина гидродинамика электродинамика квантовая механика 

),( tx  
плотность жидко-

сти 
плотность заряда 

плотность вероятно-

сти 

),( txj


 
плотность  

потока жидкости 

плотность элек-

трического тока 

плотность тока веро-

ятности 

Следовательно, вектор ),( txj


 имеет смысл плотности потока вероят-

ности. Подобно тому, как в гидродинамике  есть плотность жидко-

сти, в квантовой механике можно представить  как плотность неко-

торой фиктивной жидкости из вероятности разлитой во всем про-

странстве. Роль плотности этой фиктивной жидкости играет величина 
2|),(|),( txtx  . 

Дадим наглядную интерпретацию. Пусть N частиц в момент 

времени t находятся в одном и том же состоянии, т.е. описываются 

одной и той же волновой функцией (x,t). Вероятность нахождения 

одной частицы в заданной точке пространства определяется плотно-

стью вероятности  и равна dVtxtxdW ),(),(  . Число частиц в объе-

ме dV  будет пропорционально этой вероятности  

dVtxNtxNdWdN ),(),(  . 

Следовательно, плотность частиц в данной точке пространства 

).,(),( txN
dV

dN
txN    

Далее заметим,  что плотность потока можно выразить в виде vj


  

и следовательно, уравнение непрерывности можно записать в виде 

.0



vdiv

t





 

Умножая плотность вероятности на N, получим уравнение непрерыв-

ности в виде 

.0



N

N jdiv
t


 

Тогда vtxj NN


),(  есть просто плотность потока частиц. В этом 

случае уравнение непрерывности выражает закон сохранения частиц. 

Если частицы несут заряд, то плотность заряженных частиц 

),(),( txeN
dV

dN
etxe  . Соответственно уравнение непрерывности 

примет форму 0



e

e jdiv
t


. В этом случае уравнение непрерыв-

ности выражает закон сохранения заряда. Если частицы несут массу, 
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то их плотность  ),(),( txNm
dV

dN
mtxm  00 . Соответственно 

уравнение непрерывности примет форму 0



m

m jdiv
t


. В этом 

случае уравнение непрерывности выражает закон сохранения массы. 

Задача. Используя уравнение непрерывности доказать, что норми-

ровка волновой функции не меняется со временем. 

Решение. Запишем уравнение непрерывности в интегральной форме 

 





VS

dV
t

Sdj


 и распространим интегрирование по всему про-

странству. На бесконечности волновые функции должны убывать в 

силу требования квадратичной интегрируемости. Следовательно, на 

бесконечно удаленной поверхности волновая функция равна нулю и, 

следовательно, токи отсутствуют. Поэтому 0




V

dV
t

. Интеграл 

здесь не что иное как нормировка волновой функции. Следовательно, 

из уравнения непрерывности следует, что нормировка волновой 

функции со временем не меняется. Поскольку нормировка равна ве-

роятности обнаружить частицу где-либо в пространстве, то, следова-

тельно, это выражение представляет собой закон сохранения веро-

ятности.  

Вывод уравнения непрерывности в трехмерном случае. 

Возьмем УШ и комплексно сопряженное УШ 
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txxU
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Умножим первое ур-е на 
*
(x,t), а второе на (x,t) и вычтем из перво-

го результата второй 

).(
2

22
2




 
























mtt
i


   (1) 

Учтем тождество )(   div22
 и введем 

вектор )(),(  
mi

txj
2


. Тогда уравнение (1) запишет-

ся в виде .0),(
|),(| 2





txjdiv

t

tx 
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4.4. ЭВОЛЮЦИЯ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ.  

 ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ. 

Пусть )(tA  - среднее значение некоторой физической величины A в 

состоянии (t): 

)).()(ˆ),(()( ttFttF   

Эта величина может зависеть от времени по двум причинам: 1) со-

стояние (t) в общем случае изменяется со временем; 2) оператор 

)(ˆ tA  может явно зависеть от времени. Найдем производную 

  ).]ˆˆ[ˆ,()ˆ,()ˆˆˆˆ,(
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Отсюда видно, что скорость изменения среднего есть среднее от не-

которого операторного выражения  

)]ˆˆ[ˆ,(
)(














 AH

i
A

tdt

tAd

 . 

Пусть оператор Â  не зависит от времени, т.е.  0




t

Â
 и коммутирует 

с гамильтонианом, т.е. 0]ˆ,ˆ[ AH . Тогда 0
dt

tAd )(
 и, следовательно, 

среднее значение величины сохраняется во времени. Такие величины 

называются сохраняющимися, или интегралами движения. Боль-

шинство операторов, с которыми имеет дело квантовая механика, не 

зависят явно от времени. Поэтому для величин, которые представле-

ны такими операторами условием того, что эти величины будут инте-

гралами движения, является требование коммутативности оператора 

этой величины с  гамильтонианом. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 

1. ТЕОРЕМЫ ЭРЕНФЕСТА. 

Пусть система описывается гамильтонианом 

).(
2

ˆˆ
2

xU
m

p
H x   

Найдем производную от среднего координаты  

).]ˆˆ[,(
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 xH
i

dt

txd


 

Учтем, что коммутатор равен 
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  (1) 

Этот вывод можно было бы проделать и в координатном представле-

нии: 
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получим 

.)ˆ,(
1)(

m

p
p

mdt

txd x
x      (2) 

Интегрируя (2) получим 

.
1

)( 0 tp
m

xtx xt        (3) 

Для производной от среднего импульса частицы имеем 

).]ˆˆ[,(
)(

 xpH
i

dt

tpd

     (4) 
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Найдем коммутатор ]ˆˆ[ xpH . Поскольку импульс коммутирует с собой, 

то имеем 

].ˆ)ˆ(ˆ[]ˆˆ[ xx pxUpH   

Разложим потенциальную энергию в ряд 

.ˆ)ˆ(ˆ
0







n

n

nxCxU      (5) 

Воспользуемся алгебраическим соотношением (Мессиа т.1, с.206) 

.][],[
1

0

1





n

s

snsn BABBBA  

Для координат и импульсов отсюда имеем 

.ˆˆˆ

ˆ]ˆˆ[ˆ]ˆ,ˆ[

1
1

0

1

1

0

1






















n
n

s

sns

n

s

snsn

xnixxi

xxpxxp


    (6) 

Отсюда следует 

.
ˆ

)ˆ(ˆ
ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[)]ˆ(ˆ,ˆ[]ˆ),ˆ(ˆ[

00

0

1

00

xd

xU
ixC

xd
i

xd
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Ci

xnCi

xpCxCpxUppxU

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

xn

n

n

nxxx













































 

Отсюда 

x

xU
ipH x

ˆ

)ˆ(
]ˆˆ[




   

или, в координатном представлении 

.
)(

]ˆˆ[
x

xU
ipH x




       (5) 

Поэтому 













 





xd

xU

xd

xU

dt

tpd

ˆ

)ˆ(ˆ
)

ˆ

)ˆ(ˆ
,(

)(
   (6) 

или, в координатном представлении 

.
)(

)
),(

,(
)(




















x

xU

x

txU

dt

tpd
   (7) 
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Этот вывод можно было бы проделать и в координатном представле-

нии: 

.

)(
22

22

)ˆˆˆˆ(]ˆˆ[

3

33

3

33

2

22

2

22
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i
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Полученные соотношения (2) и (7) называются теоремами Эренфеста. 

Смысл этих соотношений в том, что они устанавливают связь между 

физическими величинами в форме аналогичной классической меха-

ники Ньютона 

Беря производную от dttxd /)( , получим уравнение движения в фор-

ме аналогичной Ньютоновской 

.
),()(

2

2

x

txU

dt

txd
m




  

Замечания.  

1. Можем записать 

,
ˆ

ˆ
ˆ

1
]ˆˆ[

x

x
p

H
p

m
xH

i






  

.
ˆ

ˆ
)

ˆ

ˆ
,(

)(



















xx p

H

p

H

dt

txd
 

2. Вычислим матричные элементы от обеих частей выражения 

xp
m

xH
i

ˆ]ˆˆ[
1


 , 
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)ˆ,)((

)ˆ,()ˆ,(

)ˆ,()ˆ,ˆ(

)ˆˆ,()ˆˆ,(

)]ˆˆ[,()ˆ,(
1

nnnn

nnnnnn

nnnnn

nnnn

nnnxn

xEE
i

xE
i

xE
i

xE
i

xH
i

Hx
i

xH
i

xH
i

p
m































 

или 

.)()(
1

nnnnnnx xEE
i

p
m

 
  

 

2. ОПЕРАТОР ЭВОЛЮЦИИ. 

Пусть гамильтониан Ĥ  не зависит от времени. Тогда решение 

задачи 

)(ˆ)(
tH

t

t
i 




 .  

имеет вид разложения по собственным векторам n, этого гамильто-

ниана  

.)0()()(  


n

n

t
E

i

n

n

nn

n

ectct 
   (1) 

Введем теперь унитарный оператор  

.)(

ˆ
t

H
i

etU 


        (2) 

Действие этого оператора понимается в смысле разложения экспо-

ненты в степенной ряд. Поскольку разложение экспоненты имеет вид 







0n

n
x

n

x
e

! , то можем записать 

.
ˆ

!

1
)(

0
















n

n

t
H

i
n

tU
  

Подействуем этим оператором на  
n

nnc )()( 00 : 



90 

 

,)0(
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ˆ
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n
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E

i
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ct
H

i
k

tUt







 

т.е. получаем то же выражение, что и (1). Поэтому зависимость век-

тора состояния от времени (в стационарном поле) можно представить 

в виде действия оператора на вектор состояния в начальный момент 

времени 

).0()(ˆ)(  tUt       (3) 

Для волновых функций получаем аналогично 

).0,()(ˆ),( xtUtx    

О зависимости вектора состояния от времени в виде (3) говорят как 

об унитарной эволюции. Сам унитарный оператор )(ˆ tU  называется 

оператором эволюции. 

Подставляя (3) в УШ получим 

).(ˆˆ
)(ˆ

tUH
t

tU
i 




      (4) 

Ввести оператор эволюции можно было бы из следующих соображе-

ний. Пусть мы хотим описывать эволюцию оператором, т.е. предста-

вить ее в виде )()(ˆ)( 0 tUt . Нормировка вектора состояния не 

должна меняться со временем. Оператор, действие которого не меня-

ет нормировку, должен быть унитарным оператором. Подставляя те-

перь (3) в (1) получаем (4). Теперь полагаем, что гамильтониан не за-

висит от времени. Тогда интегрируем (4) и получаем (2). 

 

3. ГЕЙЗЕНБЕРГОВСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ. 

Используя оператор эволюции можно формулу для среднего 

значения записать в виде 

)).(ˆˆˆˆ),(ˆ())(ˆ),(()( 111 tUUAUtUtAttA  
   (5) 

Таким образом, среднее значение не изменяется, если подверг-

нуть все векторы состояния и операторы унитарному преобразованию  

),(ˆ  )( 1 tUt  
    (6) 

.ˆˆˆ       ˆ 1 UAUA       (7) 

Заметим, что (6) есть унитарное вращение всего пространства 

состояний (вместе с базисом) в направлении противоположном эво-

люционному вращению вектора состояния. Очевидно, что при таком 
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преобразовании вектор состояния будет оставаться неизменным. Дей-

ствительно )()(ˆˆ)(ˆ 0011   UUtU . Можно сказать, что в резуль-

тате преобразования (6)-(7) временная зависимость оказалась пере-

брошена с векторов состояния на операторы.  

Переход к неизменным векторам состояния и зависящим от 

времени операторам называется переходом к представлению Гей-

зенберга. Случай, когда рассматриваются зависящие от времени век-

торы состояния, называется представлением Шредингера. Для век-

тора состояния в представлении Шредингера введем обозначение 

).()( ttS   

Неизменный вектор состояния в представлении Гейзенберга опреде-

лим так 

).0(SH   

Тогда (5) можно записать в виде 

).)(ˆ,())(ˆ),(()( HHSS tAtAttA      (8) 

Используя новые обозначения, перепишем преобразования (6)-(7) в 

виде 

,ˆˆˆ)(ˆ 1 UAUtA SH        (9) 

).0()(ˆ 1 SSH tU  
    (10) 

Очевидно, что результат вычисления значений всех измеримых 

величин в квантовой механике не должен зависеть от того какой ма-

тематический способ описания выбирается, т.е. они должны бать 

одинаковыми в обоих представлениях - как в представлении Шредин-

гера так и в представлении Гейзенберга. Кроме среднего значения к 

таким величинам относятся собственные значения оператора и квад-

рат модуля волновой функции. Для того, чтобы обеспечить инвари-

антность волновых функций необходимо потребовать некторое пре-

образование базиса. Действительно, унитарный оператор эволюции в 

представлении Шредингера описывает вращение вектора состояния 

(t) в пространстве состояний. Вследствие этого возникает зависи-

мость волновых функций от времени. Эту же зависимость можно по-

лучить, если полагать вектор состояния неизменным, а базисные век-

торы вращать в обратную сторону.  Обозначим как S
A  неподвижный 

базис в представлении Шредингера, а через )(tH
A  вращающийся ба-

зис в представлении Гейзенберга. Оба базиса связаны преобразовани-

ем  

.)()( 1 S

A

H

A tUt  
     (11) 
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Тогда легко показать, что волновые функции в обоих представлениях 

одинаковы 

).,()),((),(

),())(,(),(

1 tAtU

UttA

HHH

A

HS

A

HS

A

SS

A

S









  

Поэтому и квадрат модуля, т.е. измеряемая величина, также является 

одинаковой в обоих представлениях. 

Собственные значения также одинаковы: 

).(ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ)()(ˆ

11

111

tAUAAU

AUUUAUttA

H

A

S

A

S

A

S

A

S

A

H

A









 

Очевидно также, что и матричные элементы остаются одинаковыми 

).())()(ˆ),(())()(ˆˆ)(ˆ),((

))()(ˆˆ),()(ˆ()ˆ,()(

1 tAttAtttUAtUt

ttUAttUAtA

H

BB

H

B

HH

B

H

B

SH

B

H

B

SH

B

S

B

SS

B

S

BB










 

Это вывод можно записать короче 

.)( 111 SSHH AUUAUUUUAA  
 

Вообще развитый формализм предназначен был для того, чтобы оста-

вить матричные элементы неизменными - для этого действительно 

следует одновременно с базисом преобразовывать и операторы. 

Дифференцируя (9), получим уравнение движения в виде 

)].(ˆ,ˆ[)(ˆ tAH
i

tA
dt

d HH


     (12) 

Это гейзенбергово уравнение движения. 

Замечания. 

1. Полагая в (9) t=0, получим 

.ˆ)0(ˆ SH AA   

Потому (9) можно записать в виде 

.ˆ)0(ˆˆ)(ˆ 1 UAUtA HH       (13) 

Это выражение можно рассматривать как уравнение движения, а (12) 

считать его дифференциальной формой. 

2. Уравнене (12) можно было бы, вообще говоря, постулировать ис-

ходя из принципа соответствия с гамильтоновой динамикой. Интег-

рируя его получили бы затем (13). 

3. Исходя из определения среднего значения 

))(ˆ,()( HHH tAtA      (14) 

можно получить  

).]ˆ,ˆ[,()ˆ,()( HHHHHH AH
i

A
dt

d
tA

dt

d
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Это же можно записать в виде 

.
ˆ)(











dt

Ad

dt

tAd H

     (15) 

Аналогичное выражение в представлении Шредингера 
















dt

Ad

dt

tAd Sˆ)(
 

является чисто формальным. 

4. Вычислим матричные элементы в базисе из собственных векторов 

гамильтониана 

).0()0(

))0(ˆ,(

))()0(ˆ,(
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 (16) 

Отсюда следует, что 

)(
)(

tAi
dt

tdA
nnnn

nn


  .     (17) 

К этому же выводу можно прийти, взяв матричные элементы от обеих 

частей соотношения 

)](ˆ,ˆ[)(ˆ tAH
i

tA
dt

d HH


 .    (18) 

Действительно, используя инвариантность матричных элементов, по-

лучим 



94 

 

,)(

)ˆ,)(()ˆ,)((

)ˆˆ,()ˆ,ˆ(

)ˆˆ,()ˆˆ,())](ˆˆ[,(

))](ˆˆ[,())(ˆ,(

nn

H

nn

H

n

HH

nnn

S

n

SS

nnn

S

n

SS

n

S

n

SS

n

S

n

SS

n

S

n

SS

n

S

n

SS

n

H

n

HH

n

H

n

HH

n

Ai

AEE
i

AEE
i

HA
i

AH
i

HA
i

AH
i

tAH
i

tAH
i

tA
dt

d































 

т.е. 

).()( tAitA
dt

d H

nnnn

H

nn        (19) 

Очевидно, что это соотношение не имеет место в представлении 

Шредингера, поскольку там не определена производная от оператора 

(точнее, определена формально). 

В частности 

).()( txitx
dt

d H

nnnn

H

nn         (20) 

Теперь рассмотрим гамильтониан  

).(
2

ˆˆ
2

xU
m

p
H x       (21) 

В представлении Шредингера для матричных элементов имеем (см. т-

мы Эренфеста) 

.)(
1

nnnnnnx xip
m

  
    (22) 

В силу инвариантности в представлении Гейзенберга получим 

.)(
1 H

nnnn

H

nnx xip
m

       (23) 

Объединяя со (20) получим 

.)(
1

)( H

nnx

H

nn p
m

tx
dt

d
   

5. Попробуем перейти от классических гамильтоновых уравнений 

движения к операторным аналогам 

pd

Hd

dt

xd

ˆ

ˆˆ
 , .

ˆ

ˆˆ

xd

Hd

dt

pd
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Такой переход, очевидно, имеет смысл только в гейзенберговом пред-

ставлении.  

Для обычного гамильтониана (21) имеем 

p
mdt

xd
ˆ

ˆ 1
 ,  .

ˆ

)ˆ(ˆˆ

xd

xUd

dt

pd
  

Поэтому, для средних значений имеем 

)ˆ(
ˆ

p
mdt

xd 1









,   .

ˆ

)ˆ(ˆˆ


















xd

xUd

dt

pd
 

В частности, в гейзенберговом координатном представлении 

)ˆ(p
mdt

dx 1
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)(ˆ


















dx

xdU

dt

pd
 

Используя (15) можем также записать 
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dx
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ЧАСТЬ 5. 

 

ОСНОВНЫЕ ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ  

КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ. 

 

5.1. ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОЙ ЧАСТИЦЫ. 

5.1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.  

Пусть частица движется в отсутствие действия сил. Такое дви-

жение называется свободным движением. Так силы отсутствуют, то 

потенциальная энергия U=const и мы можем принять ее равной нулю. 

Оператор Гамильтона в этом случае включает только кинетическую 

энергию 

.
22

ˆ
ˆˆ 2

22


mm

p
TH


 

Операторы проекции импульса ip̂ , оператор квадрата момента им-

пульса 2L
̂

 и все три проекции iL̂  коммутируют с гамильтонианом: 

]ˆ,ˆ[ Hpi ; ]ˆ,
ˆ

[ HL2


; ]ˆ,ˆ[ HLi .  

Следовательно, каждая из этих физических величин сохраняется при 

свободном движении частицы. Однако не все операторы xp̂ , 2L
̂

 

zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ  коммутируют между собой: 

jiLp ji      ,]ˆ,ˆ[ 0 ; 02 ]
ˆ

,ˆ[ Lpi


. 

Таким образом, существуют следующие наборы одновременно ком-

мутирующих операторов: 

   1) ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ Hppp zyx  

   2) HpL xx
ˆ,ˆ,ˆ , HpL yy

ˆ,ˆ,ˆ , ,ˆ,ˆ,ˆ HpL zz  

   3) HLLx
ˆ,

ˆ
,ˆ 2


, HLLy
ˆ,

ˆ
,ˆ 2


, ,ˆ,ˆ,ˆ 2 HLLz


 

Выберем в качестве полного набора набор Hp ˆ,
̂

 и будем искать 

решения УСЗ для каждого оператора, входящего в этот набор. Иско-

мые решения должны быть общими собственными состояниями для 

операторов Hp ˆ,
̂

.  

Свободная частица совершает равномерное прямолинейное 

движение. Направим ось х вдоль направления этого движения. Такой 

выбор направления оси позволяет избавиться от проекций zy pp ˆ,ˆ , т.е. 

позволяет свести задачу к одномерной. После такого выбора направ-

ления полный набор представлен операторами Hpx
ˆ,ˆ . Гамильтониан 

принимает вид 
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dx

d

mm

p
TH x

22

22 


ˆˆˆ  

Как известно, если гамильтониан не зависит явно от времени, то су-

ществуют стационарные решения УШ. Таким образом, задача заклю-

чается в решении двух УСЗ 

).()(ˆ

),()(ˆ

xExH

xpxp

EE

pxpx





 

 

5.1.2. РЕШЕНИЕ УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ИМПУЛЬСА 

Оператор проекции импульса на ось x имеет вид 

.ˆ
x

ipx



   

УСЗ принимает вид 

).()( xpx
x

i
xx pxp  




   

Это линейное однородное дифференциальное уравнение первого по-

рядка. Такие уравнения допускают решение методом разделения пе-

ременных:  

,
1

)(

)(
dxp

ix

xd
x





 

,
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)(ln 21 Cxp
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Cx xp 
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ln 3Cxp
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Замечание.  Это же решение можно было бы получить через характе-

ристическое уравнение )(
)(

xp
dx

xd
i x

p



    0 )()( xp

i
x pxp   

 0 xp
i

r
   xp

i
r


   .)(

xp
i

p

x

ex   

Решение не накладывает никаких ограничений на значения импульса, 

поэтому спектр оператора импульса непрерывный и занимает всю 

действительную ось -<px<. Обратим внимание на то, что волновые 

функции конечны, непрерывны и однозначны, однако они не являют-

ся квадратично интегрируемыми. Действительно, интеграл 

 













 dxCdxeeCdxxx
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i
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i
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xx
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расходится.  Поэтому найдем нормировочную постоянную C исполь-

зуя нормировку на -функцию, т.е. нормированные волновые функ-

ции должны удовлетворять условию )()()( xxpp ppdxxx
xx







 . Уч-

тем свойство -функции )(ydxeiyx 




2 . Тогда 

).(2)(2
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22
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xxxx

xpp
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xpp
i

xp
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pp

ppCppC
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deC

dxeCdxeeCdxxx

xx

xxxx

xx







































 



 

Итак  21/C . Поэтому окончательно волновая функция принима-

ет вид 

xp
i

p

x

x
ex 




2

1
)( .     (1) 

Мы выбрали ось x в качестве направления распространения частицы. 

Теперь рассмотрим два случая, когда частица движется вдоль поло-

жительного и отрицательного направлений этой оси. Такой выбор со-

ответствует двум случаям: px=p, px=-p. Соответствующие решения 

примут вид 

  px=p,  
px

i

p ex 




2

1
)( ,   (2) 

  px=-p, .
2

1
)(

px
i

p ex 








    (3) 

Проверим, что эти решения действительно соответствуют собствен-

ным значениям p и -p. Для этого подставим эти решения в УСЗ для 

оператора импульса: 

   px=p,  



 ppee

x
i ipx

px
i

 , 

px=-p, .ppee
x

i ipx
px

i








  

Наконец обобщим полученное решение (1) на трехмерный случай 

.
)2(

1
)(

2/3

rpier






       (4) 
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5.1.3. РЕШЕНИЕ СУШ. 

СУШ запишется в виде 

).(
)(

2 2

22

xE
dx

xd

m
E

E 





    (5) 

Перепишем его в форме 

0
2

22

2




)(
)(

x
mE

dx

xd
E

E


. 

Это есть однородное линейное дифференциальное уравнение второго 

порядка относительно неизвестной функции (x). Введем обозначе-

ние 22 /mEk   и запишем дифференциальное уравнение в виде 

02   )()( xkx EE .    (3) 

Это уравнение имеет два частных решения: 
ikx

E
ikx

E exex  )(      ,)( 21 .    (4) 

Это решение удовлетворяют стандартным условиям конечности и не-

прерывности во всем пространстве только при любых положитель-

ных значениях Е>0 (т.е. при k>0; в противном случае оба решения не-

ограниченно возрастают: в первом случае при отрицательных значе-

ниях x, а во втором случае при положительных x). Поэтому спектр 

собственных значений энергии в данном случае непрерывный. 

Непосредственной проверкой, а именно, подставляя функции 1 и 2  

в уравнение (5), убеждаемся, что обеим этим функциям соответствует 

одно и то же значение энергии Е. Это показывает, что мы здесь имеем 

дело с вырождением, а именно - с двукратным вырождением. 

Общее решение УШ (3) является суммой двух частных решений 

.)()()( 212211

ikxikx

EEE ececxcxcx     (5) 

 

5.1.4. ВЫВОДЫ. 

Решение (5) не является СФ оператора импульса, в то время как 

СФ оператора импульса является одновременно и СФ гамильтониана 

(оператор импульса сам по себе образует полный набор, в то время 

как гамильтониан этим свойством не обладает, на что указывает дву-

кратное вырождение). 

Мы ищем решение, которое должно быть одновременно СФ как 

гамильтониана так и оператора импульса. Это требование будет удов-

летворено, если положить .   , 0 kkpkp xx   Теперь можем 

записать искомое решение  

.
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1
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eex
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Можно записать эту функцию также в виде 

.
2

1

2

1
)(,

ikx
px

i

Ep eex 


 





  

Каждая из этих функций является СФ как оператора импульса так и 

гамильтониана и обе эти функции принадлежат одному и тому же вы-

рожденному собственному значению энергии Е. 

Учитывая, что 22 /mEk  , получим, что связь между энергией и 

импульсом такая же как и в классической механике 

.
2

2

m

p
E   

ЗАДАЧИ. 

1. Плотность тока вероятности. Пусть частица движется вдоль по-

ложительного направления оси х, и, следовательно, ее состояние опи-

сывается волновой функцией 
/),( ipxaetx  . Найдем плотность тока 

вероятности в этом состоянии. Учтем, что 

.   ,
px

i
px

i

pe
i

a
x

ae 










 

  

Следовательно 
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Окончательно для плотности тока вероятности можем записать  

.||),( 2a
m

p
txj   

 

5.2. ЧАСТИЦА В ОДНОМЕРНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ  

 ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ.  

Рассмотрим одномерное движение частицы в потен-

циальном поле 










l, xx

lx
xU

0

00

  ,

   ,
)( . 

Такое поле называется бесконечно глубокой потен-

циальной ямой. Поскольку на границе ямы на час-

тицу действуют бесконечно большие силы, направ-

ленные внутрь ямы, то говорят, что частица заключена в области про-

странства, ограниченной идеально отражающими (абсолютно не-

проницаемыми) стенками. Поскольку частица не может выйти за 

1 2 

l x 0 

U 
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пределы ямы, то о движении частицы в таком ограниченном про-

странстве говорят как о финитном движении. 

Ищем решение СУШ в двух областях: вне ямы и внутри нее. 

Поскольку частица не может находиться вне ямы, то ее волновая 

функция в области вне промежутка 0<x<l  равна нулю. Из условия не-

прерывности следует, что волновая функция также равна нулю и на 

границах области, т.е. (0)=(l)=0. Это условие является граничным 

условием для решения УШ внутри ямы. Внутри ямы запишем УШ 

).(
)(

2 2

22

xE
dx

xd

m






 

Перепишем его в форме 

.0)(
2)(

22

2

 x
mE

dx

xd





 

Это есть однородное линейное дифференциальное уравнение второго 

порядка относительно неизвестной функции (x). Введем обозначе-

ние 22 /mEk   и запишем дифференциальное уравнение в виде 

.0)()( 2  xkx   

Решение этого уравнения 

).sin()(   kxAx  

Используем теперь  граничные условия. Из условия 00  )(  следует 

 sinA0  откуда 0 . Из условия 0 )(l  следует 

0 klAlx sin)(  откуда следует, что  nkl   или 

l

n
k




,  n=1,2,...  

Значение n=0 отбрасываем, иначе получим (0<x<l)=0, что равно-

сильно отсутствию частицы в яме. Следовательно 

     ,
2

2

2



mE

l

n









 

и 

     
2

2

22

2
n

ml
En


 ,  n=1,2,... 

Таким образом, СУШ имеет решения, удовлетворяющие гра-
ничным условиям только при дискретных значениях числа n. Други-
ми словами энергия частицы в бесконечно глубокой потенциальной 
яме оказывается дискретной, т.е. квантованной. С математической 
точки зрения эта дискретность явилась следствием применения к вол-
новой функции граничных условий. 
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Состояние частицы с наименьшей энергией называется основным со-

стоянием, остальные состояния называются возбужденными со-

стояниями. Видим, что энергия основного состояния равна 

2

22

1
2ml

E


 . 

То что минимальная 
энергия не равна нулю 
объясняется с физиче-
ской точки зрения тем, 

что значение x конечно 
(оно не может быть 
больше ширины ямы), 
поэтому  неопределен-
ность в импульсе, а сле-
довательно и энергии 
также конечна. 
Рассмотрим теперь волновые функции 

x
l

n
Ax nn


 sin)( . 

Постоянную A определим из условия нормировки  

.1
2

2sin
42

1

sin))(),((
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Отсюда 
l

An

2
 . 

Видим, что значение постоянной не зависит от значения квантового 
числа n. Итак, окончательное выражение для волновой функции име-
ет вид  

x
l

n

l
xn


 sin)(

2
. 

Теперь определим плотность вероятности нахождения частицы в раз-
личных точках внутри ямы 

x
l

n

l
xn


 22 2

sin)( . 

Из анализа этой функции видно, что при увеличении квантового чис-
ла n максимумы в плотности распределения стремятся сблизится друг 
с другом. Это означает, что при больших n частица с равной вероят-
ностью будет находится в любой точке внутри ямы. 

  

E1 

E2 

E3 

0 l 0 l 

2 

1 1 
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1. Энергия частицы, движущейся в потенциальной яме, прини-

мает дискретный ряд значений. 

2. Частица не находится в состоянии покоя даже в основном со-

стоянии, т.е. состоянии с минимальной энергией. 

В заключение данного параграфа отметим, что можно доказать 

совершенно общую теорему, согласно которой имеем следующее: ес-

ли движение квантовой системы финитно (осуществляется в ограни-

ченной области пространства), то энергетический спектр системы 

всегда дискретен. Поэтому спектры атомов, молекул, твердых тел – 

дискретны. Наоборот, если квантовая частица совершает инфинитное 

движение (например, так движется свободный электрон), то энерге-

тический спектр ее всегда непрерывный (энергия частицы может 

принимать любые значения в пределах от какого-то значения до бес-

конечности). Поэтому энергетический спектр электрона в атоме водо-

рода дискретный, в то же время энергетический спектр ионизирован-

ного атома водорода (электрон оторван от атома) непрерывный. Важ-

но подчеркнуть, что эти положения имеют общий характер. 

 

ЗАДАЧИ. 

1. Для электрона  в одномерной прямоугольной потенци-

альной яме с абсолютно непроницаемыми стенками вы-

числить энергию основного состояния и расстояние меж-

ду основным и первым возбужденным уровнями энергии.  

Ширина ямы: а) 1 см; б) 10
-8

 см. 

Решение. 
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2. Частица массой m находится в одномерной прямоугольной потен-

циальной яме шириной l с абсолютно непроницаемыми стенками. 

Найти выражение для плотности энергетических уровней (число 

энергетических уровней в интервале энергий от E до E+dE), полагая, 

что n»1. Вычислить плотность уровней для электрона, если  l=1см, 

E=1 эВ. 

Решение.  

E1 

E2 

E3 

E1 
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Относительное расстояние между уровнями 
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3. Частица находится в основном состоянии  

в одномерной прямоугольной потенциаль-

ной яме с бесконечно высокими стенками. 

Определить а) в каком месте ямы плотность 

вероятности обнаружения частицы макси-

мальна; б) вычислить вероятность обнару-

жения частицы в интервале [l/3, 2l/3], в) оп-

ределить энергию частицы в этом состоянии 

для электрона, если ширина ямы l=10
-8

 см. 

Решение.    

а) Основное состояние описывается волновой функцией 

l

x

l
x


 sin)(

2
1 . Поэтому плотность вероятности имеет вид 

l

x

l
x


 22

1

2
sin))(( . Исследуем эту функцию на экстремумы 
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Из этого выражения видно, что в интервале x(0, l) имеется три экс-

тремума в точках 0, l/2, l, причем, только в точке x=l/2 имеет место 

максимум. 

б) Находим вероятность 

.61,0
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в) Энергию найдем из соотношения .
2 2
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1
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4. Частица находится в состоянии )/(sin)( lxAx  2  в одномерной 

прямоугольной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. 

Определить вероятность ее обнаружения в основном состоянии. 

Решение.  Функция (x) не описывает стационарное состояние, одна-

ко она является квадратично-интегрируемой на отрезке Поэтому 

можно представить ее в виде разложения по стационарным состояни-

ям )()( xcx
n

nn  . Вероятность пребывания частицы в основном 

состоянии 
2

11 ||cP  . Находим коэффициент 
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где учтено ax
a

ax
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axdx 33
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11
coscossin  . Теперь вычислим нор-

мировочную постоянную 
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где учтено ax
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xaxdx 4
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34 sinsinsin  . Отсюда имеем 
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5.3. ЛИНЕЙНЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР. 

Пусть квантовая частица совершает малые колебания возле по-

ложения равновесия, например это малые колебания атомов в моле-

куле, тепловые колебания атомов в узлах кристаллической решетки. 

Потенциальная энергия осциллятора в случае малых колебаний равна 

22

222 xmkx
U


 . 

Заменим классические величины операторами. Тогда уравнение Шре-

дингера для стационарных состояний примет вид 
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Введем в этом уравнении безразмерную переменную   
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С учетом такой замены перепишем первое слагаемое 
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Теперь  перепишем второе слагаемое 

.22

2
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222















m

m

mxm
  

Теперь УШ получим в виде 

0
2

2
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или 
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.0)(
2

)()( 2  





E
 

Введем безразмерный параметр  






E2
  

или 

.0)()()( 2    

Таким образом, для нахождения волновой функции мы имеем линей-

ное однородное дифференциальное уравнение, однако это не есть 

уравнение с постоянными коэффициентами. Нам необходимо найти 

такое его решение, которое удовлетворяет стандартным условиям и 

существует в области -<<+. Легко видеть, что при 0 имеем ос-

циллирующее решение. При  » можно опустить слагаемое с  . При 

этом имеем 

.0)()( 2    

Прямой подстановкой убеждаемся, что решением является линейная 

комбинация 

.)(
22

2

1

2
2

1

1



 ecec 


 

Второе слагаемое в сумме бесконечно возрастает с ростом  , поэтому 

его отбрасываем и оставляем. Следовательно, асимптотически при 

 имеем  

.)(
2

2

1

1






 ec  

Для всего интервала -<<+ будем искать решение в виде 

.)()(
2

2

1





 ef  

Тогда дифференциальное уравнение примет вид 

.0)()1()(2)(   fff  

Ищем решение в виде ряда  
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Подставляя в УШ, получим 

,0)1(2)2)(1(
00
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Ряд с такими коэффициентами ведет себя при x как 
2xe . Пусть, 

начиная с некоторого k=n, все коэффициенты an+2=0. Это возможно 

только если справедливо равенство 

).1(2  n  

Тогда ряд обрывается на этом значении n и получаем, что решением 

является полином 





n

k

k
kn aH

0

)(  

с коэффициентами  

kk a
kk

nk
a

))((

)(

21

2
2




 , 

который называется полиномом Эрмита. Приведем для примера не-

сколько первых полиномов Эрмита 

.164812)(  ;812)(

  ;42)(  ;2)(  ;1)(

42

4

3

3

2

210









HH

HHH
 

Итак, решения существуют только при определенных значениях па-

раметра , а именно таких, что -1=2n,   n = 0,1,2,... . Учитывая опре-

деление параметра , имеем 

n
ω

E
21

2



, 

откуда 











2

1
nωE  ,   n = 0,1,2,... 

В классической механике наименьшая энергия осциллятора есть E=0 

и соответствует покоящейся частице. Поэтому классическая вероят-

ность всюду равна нулю, кроме точки x=0. В квантовой теории наи-

меньшая энергия осциллятора 
2

0





E . Говорят, что это состояние с 

нулевой энергией. Очевидно, что эта энергия не может быть отнята у 
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осциллятора, ибо по своему существу она есть минимальная энергия, 

которую он может иметь.  

Этими решениями являются функции 

)()( 




nn He 2

2

, 

где )(nH  - полиномы Эрмита n-го порядка 

n

n

n

n

n
d

ed
e

n
H









2

2

2

1

!

)(
)( . 

Обратим внимание на то, что волновая функция нормирована на 1. 

.1)()( 22 2

 










  dHed nn  

Приведем также несколько первых собственных функций 
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Обратим внимание на следующее обстоятельство. Движение осцилля-

тора не ограничено какой-либо непроницаемой стенкой. Поэтому в 

данном случае нет и граничных условий аналогичных тем, которые 

рассматривались в случае с потенциальной ямой. Единственное тре-

бование, которое налагается на волновую функцию  - это стандартные 
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условия. Только их, без дополнительных граничных условий доста-

точно, чтобы появились дискретные уровни энергии. 

Заметим, что число n - называют главным квантовым числом. Это 

число равно числу узлов волновой функции, т.е. количеству точек на 

оси x, где функция обращается в ноль. 

Сравнение квантовой вероятности с классической. Примем за 

классическую вероятность отношение времени, которое частица пре-

бывает в некоторой области пространства к периоду колебаний 
)/(/ vTdxTdtdP  .  

Учтем, что 
222 11 xxatatavtax /sincos      ,sin  .  

Тогда .
/12/1 2222 axa

dx

axTa

dx
dP








 

Нулевые колебания. Существование нулевой энергии является пря-

мым следствием соотношения неопределенностей. Покажем это. Со-

отношение неопределенностей для координаты и импульса имеет вид 

4222 / xp . Найдем средние значения координаты и импульса. Для 

координаты имеем   0dxxx nn , поскольку подинтегральное 

выражение - нечетная функция. Для импульса имеем  

,0
2

2 







 nnnnnx

i
didx

x
ip 


  

где учтено, что, согласно граничным условиям, волновая обращается 

в ноль на бесконечности. Поэтому 
2222 xxxx   и 

2222
xxxx pppp  . Итак соотношение неопределенностей можно 

переписать в виде 

.
4

2
22 
xp      (1) 

Теперь учтем, что средняя энергия осциллятора равна 

.
22

2
22

x
m

m

p
E


     (2) 

Сравнивая (1) и (2) видим, что уменьшение потенциальной энергии 

приводит к увеличению кинетической и наоборот. В частности, со-

стояние с наименьшей потенциальной энергией U  есть состояние с 

бесконечно большой кинетической энергией T . Объединяя (1) и 

(2) получаем 

.
82 2

222

p

m

m

p
E
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Минимальное значение средней полной энергии из условия 

02  )(/ pE . Получим 2/min  E . Итак, нулевая энергия есть 

наименьшая энергия, совместимая с соотношением неопределенно-

стей. В конце заметим, что существование нулевых колебаний экспе-

риментально доказано в опытах по рассеянию рентгеновских лучей 

кристаллами. 

 

ЗАДАЧИ. 

1. Вычислить  средние  значения  кинетической  и  потенциальной 

энергии для линейного гармонического осциллятора в основном со-

стоянии. 

Решение. 

m

p
T

2

2

0  , .
2

1 2

0 xkU   

Находим  
2x  и 

2p . Нормированная волновая функция основного со-

стояния известна: 
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 , где .0






m
  

При этом вычислении, а также при решении задач к этому параграфу 

нам придется встретиться с определенными интегралами типа 

a
dxe ax 
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2 2

a
dxex ax 








 

Пользуясь этим, находим 
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  (4) 

(где  k – постоянная  квазиупругой  силы). Следовательно 
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E
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Далее 
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т. е. средняя потенциальная энергия равна  средней кинетической, как 

и в классической механике. Наконец, 

0000 EUTE   

как  и следовало   ожидать,   поскольку   нулевое состояние есть со-

стояние с определенной энергией. 

 

5.4.  ОТРАЖЕНИЕ И ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТИЦ  

ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ БАРЬЕР. 

1. Рассмотрим прямоугольный бесконечно 

протяженный одномерный потенциальный 

барьер (ступенчатый барьер) 

.
0   ,

0     ,0
)(

0








xU

x
xU  

В классической механике всякая частица, 

двигающаяся слева направо с энергией, меньшей высоты барьера U0, 

полностью отражается от потенциальной стенки. Область x>0 являет-

ся для нее недоступной, так как в этой области полная энергия части-

цы меньше потенциальной. В противном случае кинетическая энергия 

частицы была бы отрицательной, что, очевидно, невозможно. Если же 

E>U, то по законам классической механики частица беспрепятственно 

проходит над барьером, двигаясь в области x>0 с меньшей кинетиче-

ской энергией равной E-U0.  

Квантовомеханическая задача сводится к решению одномерного 

СУШ 

).()()(
2 2

22

xExxU
dx

d

m
 


 

1 2 

x 0 

U(x) 

U0 
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В области 1 имеем  

.0)(
2)(

122

1

2

 x
mE

dx

xd





    (1) 

Это есть однородное линейное дифференциальное уравнение второго 

порядка относительно неизвестной функции (x). Введем обозначе-
ние 

21

2



mE
k   

и запишем дифференциальное уравнение (1) в виде 

.01

2

11   k  

Решение этого уравнения  

.11

111

xikxik
ebea


                   (2) 

В области 2 имеем 

 EU
dx

d

m
02

22

2


 

или 

.0)(
2

022

2

 


UE
m

dx

d


     (3) 

Введем обозначение 

 022

2
UE

m
k 


              

и запишем дифференциальное уравнение (3) в виде 

.02

2   k  

Решение этого уравнения 

.22

222

xikxik
ebea


     (4) 

2. С целью упрощения дальнейшего рассмотрения полезно дать физи-
ческую интерпретацию решений (2) и (4). Первое слагаемое в (2) 
можно рассматривать как волновую функцию, описывающую состоя-

ние частицы двигающейся из x с импульсом px=+p, т.е. в направ-
лении положительных значений x. Назовем такую частицу частицей 
падающей на барьер. Второе слагаемое в (4) можно рассматривать как 
волновую функцию, описывающую состояние частиц двигающихся 

из x+ с импульсом px=p, т.е. в направлении отрицательных зна-
чений x.  Будем считать, что таких частиц, т.е. частиц падающих на 
барьер справа нет. Для этого положим b2=0. Тогда волновая функция 
в области 2 примет вид 

xik
ea 2

22  .     (5) 
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Второе слагаемое в (2) можно рассматривать как волновую функцию, 
описывающую состояние частицы, двигающейся от барьера в область 

x с импульсом px=p. Назовем такую частицу частицей отражен-
ной от барьера. Наконец, первое слагаемое в (4), т.е. волновую функ-
цию (5) уместно назвать, волновой функцией частицы прошедшей че-
рез барьер. 
Определим теперь поток частиц, падающих на барьер 

.|| 2

10 a
m

k
j


  

Назовем коэффициентом отражения R отношение плотности потока 
отраженных частиц к плотности потока падающих частиц, т.е. 

.
0j

j
R R  

Назовем коэффициентом прохождения D отношение плотности пото-
ка прошедших через барьер частиц к плотности потока падающих 
частиц, т.е. 

.
0j

j
D D       (9) 

Определим теперь остальные постоянные. Поскольку волновая функ-
ция не должна иметь разрывов, т.е. должна быть непрерывной, то 
должны выполняться равенства 

1(0)= 2(0),       (4) 

1(0)=2(0).        (5) 

Из этих соотношений можно определить a2 и b1.  

Случай E > U0.   

Рассмотрим случай E > U0.  Из (4) следует 

.211 aba         (6) 

Из (5) следует 

.)( 22111 akbak              (7) 

 

U(x) 

x 

E 

Re(1) 

Re(1 пад) Re(1 отр) 

Re(1 пр) 
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Из (6) и (7) следует 
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Учитывая (1) и (2) находим 
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Тогда получаем 
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    (10) 

При этом выполняется соотношение R+D=1, которое отражает закон 
сохранения числа частиц. С другой стороны это соотношение можно 
рассматривать как сумму вероятностей двух независимых событий. 
Основные выводы: 

  при  E » U0 :  k2k1   R0 и D1;  

  при  E = U0 :  k20   R1 и D0.
 

Случай E < U0.  
Рассмотрим случай E < U0. Теперь k2 чисто мнимая величина, кото-
рую удобно записать в виде 

    ,
22

02022 ikEU
m

iUE
m

k 


 

где 
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EU

m
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Для коэффициента отражения тогда имеем 
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1
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          (11) 

 

 

U(x) 

x 

E 

Re(1) 

Re(1 пад) 

Re(1 отр) 

Re(1 пр) 
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Поскольку числитель и знаменатель являются комплексно-

сопряженными величинами, то отсюда следует, что  R=1. Следова-

тельно, отражение будет полным. 

Отраженная волна запишется в виде 

.
)(

1

1
1

111  







xkixikxik

R ee
ikk

ikk
eb      (12) 

Значит, отражение приводит к сдвигу фазы волны. Из (12) следует, 

что этот сдвиг равен 
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Здесь учтено 

,sin

,cos









b

a
     .

cos

sin

a

b
arctgtg

a

b
 




 

 

Хотя отражение является полным, волновая функция в области II от-

лична от нуля и имеет вид 

.
2

22

1

1
12

2 kxkxxik

D e
kk

k
eaea 


  

Таким образом, в области II решение имеет вид затухающей экспо-

ненты. Это означает, что вероятность обнаружения частицы в этой 

области отлична от нуля. Проникновение квантовых частиц в облас-

ти, где движение классических частиц запрещено, представляет спе-

цифический квантовый эффект, называемый туннельным эффек-

том. 

 

ЗАДАЧИ. 

1. Частица массы m падает слева на прямоугольный потенциальный 

барьер высотой U0. энергия частицы равна E, причем E<U0. Найти 

эффективную глубину проникновения частицы под барьер, т.е. рас-

стояние от границы барьера до точки, в которой плотность вероятно-

сти нахождения частицы уменьшается в e раз. Вычислить xэфф для 

электрона, если U0-E=1,0 эВ. 

Решение. Волновая функция под барьером имеет вид 
kx

D ea  2 . 

Поэтому плотность состояния 
kx

D ea 22
2

 || . Следовательно, глу-
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бина проникновения 
k

x
2

1
 . Учтем, что   EU

m
k  02
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 . Тогда 
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2. Показать, что при  E<U0 коэффициент отражения R=1. 

Решение. Запишем коэффициент отражения в явном виде 
2

ikk

ikk
R






1

1
. Поскольку числитель и знаменатель являются комплекс-

но-сопряженными величинами, то отсюда следует, что его можно за-

писать в виде 
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3. Частица массы m падает слева на прямо-

угольный потенциальный барьер высотой U0. 

энергия частицы равна E, причем E>U0. Най-

ти распределение плотности вероятности на-

хождения частицы для случая E=4/3 U0.  

Решение. Волновая функция в области I т.е. 

до барьера имеет вид 
xikxik

ebea 11

111


  и 

над барьером имеет вид 
xik

ea 2

22  . 

Плотность вероятности в области I имеет вид 
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1
1111

xkbaba

ebeaebea
xikxikxikxik






 

Найдем вначале 
2

1
2

1 |||| ba  . При этом учтем, что 
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Тогда 
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ЧАСТЬ 6. 

 

ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ. 

 

6.1. УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ПРОЕКЦИИ МОМЕНТА ИМ-

ПУЛЬСА  И КВАДРАТА МОМЕНТА ИМПУЛЬСА. 

6.1.1. УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА КВАДРАТА МОМЕНТА ИМ-

ПУЛЬСА. 

Прежде всего, учтем, что оператор Лапласа в сферических ко-

ординатах имеет вид 

,
1

2

2

,2

2

2

rr
r

rr


















  

где 

2

2

2

2 11


























 

sin
sin

sin
, .  

Оператор квадрата углового момента и операторы проекций углового 

момента в сферических координатах имеют вид 
222
 ,

ˆ L , 

 

.ˆ

    ,sinctgcosˆ

    ,cosctgsinˆ
































































iL

iL

iL

z

y

x

  

УСЗ для квадрата углового момента имеет вид  22 LL̂ . В сфери-

ческих координатах это уравнение принимает вид  

).,(),(
sin

1
sin

sin

1 2

2

2

2

2 





L




























  

Конечные, непрерывные и однозначные решения этого уравнения 

существуют только в том случае, если СЗ оператора квадрата углово-

го момента принимают дискретный ряд значений  

),1(22  llLl   

где l - целое положительное число: l =0, 1, 2, 3, ... . Число l называется 

азимутальным (орбитальным)  квантовым числом.  С учетом этого 

перепишем УСЗ в виде 
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.0),()1(
sin

1
sin

sin

1
2

2

2




































ll  

Решениями УСЗ являются сферические функции (,)=Ylm(,), ко-

торые можно представить в виде произведения двух функций каждая 

из которых зависит от своего угла )()(),(  mlmlmY . Целое 

число m принимает значения: m=0, 1, ... , l. Число m называется 

магнитным квантовым числом.  

Сферические функции являются ортонормированными 

,sin
0

2

0

mmlllmml ddYY 



   
 

 

,sin)()(
0

mmlllmml d 



  


 

.)()(

2

0

mmmm d 



  


 

Окончательно  УСЗ для оператора квадрата момента импульса можно 

записать в виде 

).,()1(),(ˆ 22  lmlm YllYL    

Число m  принимает 2l +1 значений. Это означает, что одному СЗ 
2
lL  

соответствует  2l +1 СФ ),(, mlY , т.е. собственные состояния опера-

тора квадрата момента импульса вырождение вырождены с кратно-

стью 2l +1. 

 

6.1.2. УСЗ ДЛЯ ОПЕРАТОРА  Z-ПРОЕКЦИИ МОМЕНТА 

ИМПУЛЬСА. 

Учтем, что операторы проекции момента импульса и квадрата 

момента импульса коммутируют. Следовательно, у них одни и те же 

СФ. Поэтому УСЗ для оператора проекции углового момента имеет 

вид 

).,(),(ˆ  lmzlmz YLYL   

Учитывая, что  )()(),(  mlmlmY , что оператор zL̂  не зависит 

от  и что зависимость от угла  содержится в функции )(m  полу-

чим УСЗ 

).()(ˆ  mzmz LL   



121 

 

Учтем явный вид функции )(m  




 im

m e
2

1
)(  

и продифференцируем ее по  

).(
)(





m

m mi 



   

Следовательно, СЗ равны mLz  ,  m=0, 1, ... , l. Поэтому УСЗ 

для оператора проекции момента импульса можно записать в виде 

).,(),(ˆ  lmlmz mYYL   

 

6.2. УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА ДЛЯ СИСТЕМЫ ЧАС-

ТИЦ. 

6.2.1. НУШ  ДЛЯ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ. 

Волновая функция системы частиц зависит от времени и от ко-

ординат, число которых равно числу степеней свободы системы. Со-

вокупность значений всех независимых координат в некоторый мо-

мент времени кратко будем обозначать одной буквой x. Задание x оп-

ределяет точку в абстрактном пространстве, которое называют кон-

фигурационным пространством. Бесконечно малый элемент объема 

в конфигурационном пространстве будем обозначать dx. Для систе-

мы, состоящей из одной частицы, конфигурационное пространство 

совпадает с обычным трехмерным пространством. В этом случае 

x=(x1,y1,z1) и dx=dx1dy1dz1. Однако уже для системы из двух частиц, 

конфигурационное пространство обладает шестью степенями свобо-

ды, т.е. 

).,,;,,(   ),,  ;,,( 222111222111 dzdydxdzdydxdxzyxzyxx 
 

Уравнение Шредингера для одной частицы обобщим на случай сис-

темы, состоящей из множества частиц. 

.),...()(
2

1

11

2
2




n

N

i

i

N

i

i

i

rrUrU
mt

i


 






 (1) 

Здесь )( irU


 - потенциальная энергия i-й частицы в поле внешних сил, 

),...( nrrU


1  - потенциальная энергия взаимодействия частиц. Оператор 

Лапласа для i-й частицы 

.2

iii

i
zyx 












  

Обобщим также стационарное уравнение Шредингера 
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.),...()(
2

1

11

2
2

 ErrUrU
m

n

N

i

i

N

i

i

i

 



 

 

6.2.2. СУШ ДЛЯ НЕВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ. 

В общем случае стационарное уравнение Шредингера имеет вид 

.),...()(
2

1

11

2
2

 ErrUrU
m

n

N

i

ii

N

i

i

i

 



 

Теперь положим, что взаимодействие между частицами отсутствует. 

Тогда СУШ перепишем в виде 

.)(
21

2
2

 ErU
m

N

i

iii

i














    (1) 

Волновую функцию будем искать в виде произведения функций, за-

висящих от координат отдельных частиц 

).()...()( 2211 NN rrr


   

После подстановки в СУШ получаем 

.

)()(
2

)()...()...()...(
1

2
2

111111





E

rrU
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rrrr
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Разделим на )()...()( NN rrr


 2211  и получим 

.)()(
2)(

1

1

2
2

ErrU
mx

N

i

iiiii

iii

























  

В правой части стоит постоянная величина. Левая часть составлена из 

суммы членов, каждый из которых является функцией своей незави-

симой переменной. Для того, чтобы это равенство имело место при 

всех значениях независимых переменных, необходимо, чтобы выпол-

нялись условия 

)()()( iiiiiiii

i

rErrU
m
















 2

2

2 ,  где .
1





N

i

iEE  

Таким образом, если уравнение Шредингера может быть представле-

но в виде (1), то волновая функция системы распадается на произве-

дение волновых функций отдельных частиц, а энергия системы явля-

ется суммой энергий отдельных частиц. 
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Вероятность обнаружения координат всех частиц записывается в рас-

сматриваемом случае невзаимодействующих частиц виде 

.|)(|...|)(||)(|),...,,( 22

22

2

1121 dVrrrrrrdW NNN


  

 

6.2.3. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ДВУХ ЧАСТИЦ 

В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ К ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ ОДНОЙ 

ЧАСТИЦЫ. 

Теперь рассмотрим систему из двух частиц. Будем считать, что 

внешние силы на систему не действуют. Будем также считать, что и 

что силы взаимодействия между частицами являются центральными, 

т.е. зависят только от расстояния между частицами. Центральным 

называется поле, в котором силы направлены к одной и той же точке, 

называемой силовым центром и по величине зависят только от рас-

стояния до этого центра.  Центральное поле в трехмерном случае на-

зывают также центрально-симметричным полем или полем со сфе-

рической симметрией. 

Стационарное уравнение Шредингера для двух частиц взаимодейст-

вие между которыми является центральным можно записать в виде 
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Теперь сделаем замену координат.  

,
21

2211

mm

rmrm
rc









 

.21 rrr


  

С учетом такой замены СУШ запишется в виде 

),,(),()(),(
2
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cccr
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crc


  

 

где полная и приведенная массы системы  

21

21
21

mm

mm
mmmM пр


       , . 

Решение этого уравнения ищем методом разделения переменных 

).()(),( rrrr cc


   

Получим 
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Разделим это уравнение на )()( rrc


   

.)()(
)(

1

2
)(

)(

1

2

2
2

2
2

ErUr
rm

r
rM

r

пр

cr

c
c










 



  

Для того, чтобы это уравнение выполнялось необходимо приравнять к 

константе слагаемые, зависящие от одной и той же переменной  

,)(
)(
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2
2

cc rcr

c

Er
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или 
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crcr rEr
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).()()(
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2
2

rErUr
m

rr

пр


   

Первое из этих уравнений, очевидно, есть уравнение для свободной 

частицы массой M, т.е. для частицы с массой равной массе всей сис-

темы. Его решение 
ccrp

i

c Aer






 )( . 

Очевидно, что 
M

p
E c

c
2

2
  есть кинетическая энергия движения центра 

масс системы.  

Второе из этих уравнений описывает относительное движение 

частиц.  

Вывод:  задача движения двух частиц потенциальная энергия 

взаимодействия которых зависит только от расстояния между части-

цами сводится к задаче движения одной частицы с приведенной мас-

сой mпр во внешнем поле U. 

 

6.3. СУШ ДЛЯ ЧАСТИЦЫ В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ. 

Запишем гамильтониан для одной частицы массы m в сфериче-

ских координатах. С учетом вида оператора Лапласа гамильтониан 

примет вид 
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Выделим из гамильтониана оператор кинетической энергии 
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Учитывая выражение для квадрата момента импульса, можно перепи-

сать оператор кинетической энергии в компактном  виде 

.
2

ˆˆ
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,
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rm
TT r





 

Здесь 



















r
r

rrm
Tr

2

2

2 1

2

ˆ
 

- радиальная часть оператора кинетической энергии, а  

2

22

2 rm




,
 

- угловая часть оператора кинетической энергии. 

С учетом явного вида оператора квадрата углового момента 
222
 ,

ˆ L , оператор кинетической энергии в сферических коор-

динатах можно представить в виде 

.
2

ˆ
ˆ

2

2

mr

L
TT r   

Итак, в сферических координатах гамильтониан запишется в виде 

).,,(
2

ˆ
ˆ

2

2

rU
mr

L
TH r   

Задача о движении двух частиц, взаимодействие между которыми яв-

ляется центральным, сводится к задаче о движении одной частицы в 

центральном поле U(r). Поскольку центральное поле в трехмерном 

пространстве обладает сферической симметрией, то гамильтониан 

частицы в поле центральной силы в сферических координатах имеет 

вид 

).(
2

ˆ
ˆˆ

2

2

rU
mr

L
TH r   

 СУШ для частицы в поле центральной силы в сферической системе 

координат принимает вид 
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).,,(),,()(
2

ˆ
2

2

 rErrU
mr

L
Tr 








   (1) 

Здесь =(r,,) - волновая функция в сферических координатах. 

Решение должно быть однозначным, непрерывным и конечным во 

всей области определения в области   0<r< от 0 до, 0<< и 0<<2.  

Из двух обстоятельств, а именно, из того что операторы rT̂  и )(rU  с 

одной стороны и оператор 2L̂  действуют на разные переменные и из 

того что все операторы коммутируют сами с собой следует, что опе-

раторы Ĥ  и 2L̂  коммутируют. Кроме того учтем, что 2L̂  коммутирует 

с zL̂ . Тогда получим, что все три оператора Ĥ ,  2L̂ , zL̂  коммутируют 

друг с другом. Из этого следует два вывода:  

 в поле центральной силы энергия  E, квадрат момента L
2
 и проекция 

момента Lz являются интегралами движения; 

 собственные состояния оператора Гамильтона являются также соб-

ственными состояниями и двух других операторов. Следовательно, 

в этих состояниях система имеет одновременно энергию  E, квадрат 

момента L
2
 и проекцию момента импульса Lz. Следовательно, СФ 

стационарных состояний необходимо искать в виде функции, кото-

рая являлась бы общей СФ для всех трех операторов.  

Учтем, что СФ операторов 
2L̂  и zL̂  является сферическая функ-

ция ),( lmY :  

),,(),(ˆ 22  lmllm YLYL   

),,(),(ˆ  lmlmz mYYL    

l =0, 1, 2, 3, ... ;          m=0,  1,  2, ... ,  l. 

Следовательно, функцию общую для всех трех операторов будем ис-

кать методом разделения переменных 

(r,,)= R(r)Ylm (,).    (2) 

Вероятность того, что электрон, находящийся в состоянии (r,,) 

будет обнаружен в бесконечно малом элементе объема dV  в окрест-

ности точки с координатами r,,, дается формулой 

dW(r,,)=|(r,,)|
2
dV =|R(r)Ylm(,)|

2
r

2
drsindd. 

Условие нормировки можно записать в виде  

.1|)(|sin|)(||)(|

sin|)()()(|

2

0

2

0

2

0

22

22








 





dddrrrR

dddrrrR

mlm

mlm
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Нормировку можно проводить отдельно для каждой функции   

.1|)(|

       ,1sin|)(|

        ,1|)(|

2

0

2

0

2

0

22






















d

d

drrrR

m

lm
 

Если проинтегрировать это выражение по всем значениям углов ,, 

то получим вероятность нахождения электрона в сферическом слое 

между r и dr: 

dW(r)=|R(r)|
2
r

2
dr. 

Плотность этой вероятности, очевидно 

(r)=|R(r)|
2
r.

2
 

Если проинтегрировать это выражение по всем значениям r от 0 до 

бесконечности, то получим вероятность обнаружить электрон в те-

лесном угле d 

,|),(|),( 2  dYdW lmlm   

.|)(|
2

1
|)(||)(||),(|)( 2222 


 lmmlmlmlm dY   

Видим, что плотность 

вероятности не зависит 

от угла . Другими сло-

вами, распределение 

вероятности обнаруже-

ния частицы обладает 

аксиальной симметри-

ей, т.е. распределение 

вероятности симмет-

рично относительно оси 
z.  

Пусть  l=0. Тогда m=0   

 



4

1
00,Y , 


 ddW

4

1
00  

Пусть  l=1. Тогда m= -1, 0, +1 и  

 


 cos,
4

3
01Y , ,cos

4

3 2

0,1  ddW 


 

m=-1 
m=0 

m=1 

m=0 m=-1 

m=-2 

 

 

 

m=2 

 

 

 

m=1 

 

 

 

l=1 

(x1,

x2,

x3) 

 

 

 

 

 

dx,

dy,

dz) 

 

l=0 

x 

 

 

 

x 

 

 l=2 

 

 

(d

x,

dy
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m=0 
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x 
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 ieY sin,
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3
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Подставляя в СУШ выражение (r,,) в виде (2) и учитывая вид СЗ 

оператора квадрата момента импульса, получим для радиальной части 

волновой функции 

).()()()(
2

)1()(1

2 2

2
2

2

2

rERrRrUrR
mr

ll

r

rR
r

rrm






















 (3) 

Очевидно, что это СУШ является одномерным. Отметим некоторые 

свойства СУШ (3) 

 СУШ (3) зависит от числа l. Следовательно, и решения R также бу-

дут от него зависеть. Следовательно, решения R надо снабжать од-

ним индексом l, т.е. Rl (r).  

 СУШ (3) не зависит от магнитного квантового числа m. Следова-

тельно, от него не зависят и значения энергии. Поскольку при дан-

ном l число m принимает 2l+1 значений, то каждый уровень энер-

гии будет вырожден с кратностью 2l+1. С физической точки зрения 

это вырождение связано со сферической симметрией поля и, следо-

вательно, с равноправностью всех направлений в пространстве Го-

ворят еще, что уровни энергии вырождены по направлениям мо-

мента импульса. 

Теперь представим решение в виде 

r

ru
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и подставим его в УШ. Для этого учтем, что 
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Тогда УШ получим  в виде 

.0)(
2)1(
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 uUE

m
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     (4) 

Рассмотрим асимптотические решения этого уравнения. 

I. Случай r  . В этом случае можно в (4) отбросить слагаемой с 

1/r
2 

.  Учтем также, что во всех реальных физических системах взаи-
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модействие на бесконечности бесконечно мало. Поэтому нормируем 

потенциальную энергию на ноль на бесконечности т.е. положим для 

потенциальной  энергии 0 )(rU  

.0
2

2
 Eu

m
u

      (5) 

Рассмотрим два случая  

а) E > 0. Введем обозначение 

2

2 2



mE
k  , E>0. 

СУШ примет вид 

02  uku .  

Его решения 
ikrikr ececu  21 . 

Для функции R(r) соответственно имеем 

.21
r

e
c

r

e
cR

ikrikr 

  

Таким образом, вдали от силового центра решение представляет со-

бой суперпозицию двух сферических волн: одна движется к силовому 

центру, а другая, наоборот, от него уходит. Интеграл от квадрата R 

расходится 


0

22 drrrR |)(| . Следовательно, такому движению со-

ответствует непрерывный спектр энергии.  

б) E<0. Введем обозначение 

2

2



mE
iik  , где .

2
2

mE
   

УШ примет вид 

02  uu ,  

Его решения 
rr ececu   21 ,  

Для функции R соответственно имеем 

r

e
c

r

e
cR

rr 

 21 ,  

Поскольку волновая функция должна быть конечной, то мы должны 

положить с2=0. Тогда 
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r

e
cR

r

 1 ,  

Отсюда следует, что вероятность нахождения частицы на бесконечно 

большом расстоянии равна нулю или, что частица должна находиться 

в окрестности силового центра. Таким образом в случае E<0 и r R 

квадратично интегрируема. Поскольку спектр квадратично интегри-

руемых функций является дискретным, то следовательно уравнение 

(*) в рассматриваемом приближении приводит к дискретному спектру 

энергий E. Эти дискретные значения будем нумеровать индексом n, 

т.е. En. Собственные функции R, отвечающие этому СЗ следовательно 

тоже надо снабжать индексом n, т.е. Rnl(r). 

II. Случай r  0.  Положим, что потенциальная энергия взаимодей-

ствия имеет вид 

.)(
r

A
rU   

Такой вид потенциальной энергии означает, что при r  0 она возрас-

тает медленнее чем 1/r
2
. В этом случае можно в (*) отбросить слагае-

мые с E и U. 
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В этом дифференциальном уравнении коэффициент при u не является 

постоянной величиной. Поэтому решение ищем в виде 

u=Ar

. 

Подставляя это выражение в уравнение (6) получаем уравнение 

(-1)=l(l+1), 

которое имеет два корня 

1=l+1,  2= -l. 

Второй корень отбрасываем, так как ему отвечает функция R(r), кото-

рая неограниченно возрастает при r0. Таким образом оставляем 

u=Ar
l+1

 

и поэтому для R(r) имеем 

.
)(

)( lAr
r

ru
ArR   

Для вероятности найти частицу на расстоянии r от силового центра 

получаем формулу 

dW=|R(r)|
2
r

2
dr= A

2
r

2l+2
dr. 
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6.4. ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦЫ В КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ.  

Определим вид потенциальной энергии. Потенциальная энергия 

электрона в поле ядра с зарядом Z равна 

.)(
2

C
r

Ze
rU   

Во всех реальных физических системах взаимодействие на бесконеч-

ности бесконечно мало. Поэтому нормируем потенциальную энергию 

на ноль на бесконечности, т.е. положим для потенциальной  энергии 

.0)(  CrU  

Поэтому окончательно запишем 
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rU        (1) 

Подставляя это выражение в УШ для радиальной волновой функции, 

получим 
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Сделаем замену 

,
)(

)(
r

ru
rR   

и будем искать решение уравнения 
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Будем искать дискретные решения этого уравнения, т.е. решения для 

E<0. Волновые функции должны удовлетворять стандартным услови-

ям. Кроме того, при E<0, они должны быть квадратично-

интегрируемыми. Решение рассмотрим для частного случая l=0. То-

гда уравнение (3) примет вид 
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Введем обозначения   
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Тогда уравнение (4) примет вид 

02 
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Будем искать решение этого уравнения в виде 
rerfru  )()( .      (6) 

С учетом того, что 

fefefeufeefu rrrrr   22   , . 

уравнение (5) примет вид 

02 22 
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или, после приведения подобных 
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Решение этого уравнения будем искать в виде ряда 
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Подставляя (8) в (7) получим 

021
1

1

1

1

1

2  
















n

n
n

n

n
n

n

n
n ranrarnna )( . 

Учитывая, что при n=1 первое слагаемое рано нулю можно это выра-

жение  переписать в виде 
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Так как это выражение должно удовлетворяться тождественно при 

любых r, то сумма коэффициентов при любой степени и r должна 

быть равна нулю 

.02)1(1  nnn ananna   

Отсюда следует рекуррентное соотношение для коэффициентов ряда 

.
)1(

2
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nn

n
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    (9) 

Этот ряд может оказаться бесконечным или может оборваться на не-

котором n-м члене. Если ряд не обрывается, то он расходится. Это 

видно из того, что при большом n  коэффициенты этого ряда связаны 

тем же рекуррентным соотношением 

1

2
1






n
aa nn , 
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что и коэффициенты ряда 

.)2(
!

12 
n

nkr kr
n

e  

Для того, чтобы искомое решение являлось конечной функцией необ-

ходимо потребовать, чтобы ряд обрывался при некотором n. Это про-

изойдет, если числитель в рекуррентном соотношении при некотором 

n станет равным нулю. Другим словами, необходимо потребовать, 

чтобы выполнялось условие  

.02  n  

Отсюда следует, что конечные решения существуют при выполнении 

условия 

.
2n


       (10) 

О волновых функциях. Степенной ряд (8), обрывающийся после не-

которого n, следует записать в виде 

,)(
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т.е. этот степенной ряд является полиномом степени n. Коэффициен-

ты в этом ряде связаны соотношением (9). 

Если l=0, то радиальная волновая функция имеет вид 
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Пример. Волновая функция для основного состояния атома водо-

рода.  Для атома водорода Z=1. Рассмотрим самое нижнее, основное 

состояние с n=1. Найдем радиальную волновую функцию )(rR10  этого 

состояния. 
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С учетом (10) 
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Учтем, что 
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Введем величину 
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Тогда 
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и следовательно 
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Поэтому (12) можем за-

писать в виде 
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После нормировки этой 

функции получим 
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Поэтому для плотности вероятности имеем 
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Вычисление энергии. Условие (10) запишем в виде 
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откуда следует 
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Квантовое число n, нумерующее уровни энергии называется главным 

квантовым числом. В общем случае, т.е. для произвольных значений 

l, формула для значений энергий оказывается такой же, однако глав-

ное квантовое число n зависит от l 

n=nr+l+1   n=1, 2, 3, ... 

где nr – величина, называемая радиальным квантовым числом 

nr =0, 1, 2, 3, ... 
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О кратности вырождении состояний. 

Решение CУШ имеет вид 

nlm(r,,)= Rnl(r)Ylm (,). 

Пусть n задано. Тогда 

l = n - nr -1. 

Учитывая, что 

nr =0, 1, 2, 3, ...; l =0, 1, 2, 3, ... , 

получаем, что при заданном n, азимутальное число l принимает зна-

чение 

l = n -1, n -2, ... , 2, 1, 0. 

,
2

1)1(21
)12( 2

1

0

nn
n

l
n

l









 

где учтено, выражение для суммы арифметической прогрессии 
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Таким образом, каждому квантовому уровню принадлежит n
2
 различ-

ных состояний. 

Приложение.  

Используя боровский радиус a и безразмерную величину r
na

Z2
  , 

можно записать полное выражения для радиальной функции в виде 
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nlnl LeAR , где Anl - нормировочный множитель 
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 , который выбирается так, чтобы радиальная 

функция была нормирована на единицу. Функция )(


12l
lnL  есть про-

изводная вида )()( 
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m
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L , где полином Лагерра )(nL  опре-

деляется соотношением )()( n

n
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d
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. 

 

6.5. ТОКИ В АТОМЕ. МАГНИТНЫЙ МОМЕНТ. МАГНЕ-

ТОН БОРА. 

Пусть электрон вращается вокруг ядра. Поскольку движущий 

электрон – это движущийся электрический заряд, то, следовательно, 

электрон создает круговой электрический ток. Найдем плотность это-

го тока. 
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Выражение для плотности тока вероятности в одномерном случае 
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В трехмерном случае это выражение примет вид 
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Теперь перейдем к выражению для плотности электрического тока, 

для чего, как мы уже рассматривали, следует умножить на величину 

заряда qe=-e 
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В полярных координатах 
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Вектор плотности тока можно представить в сферических координа-

тах в виде 
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Учтем, что волновая функция имеет вид 
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Перейдем теперь к рассмотрению проекций 
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Здесь |||| eqe e  . 

Аналогично 
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Круговой ток обладает магнитным моментом. Такой момент, связан-

ный с орбитальным движением электрона называют орбитальным 

магнитным моментом. Рассмотрим магнитный момент, создавае-

мый этим током. По определению магнитный момент кругового тока 
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Итак, видим, что орбитальный магнитный момент квантуется. Можно 

записать 
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В то же время орбитальный механический момент равен 

.mLz   

Очевидно, что отношение магнитного момента к орбитальному мо-

менту равно 
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ЧАСТЬ 7. 

 

СПИН И ТОЖДЕСТВЕННОСТЬ. 

 

7.1. ОПЫТ ШТЕРНА И ГЕРЛАХА. ГИПОТЕЗА СПИНА. 

7.1.1. ОПЫТ ШТЕРНА И ГЕРЛАХА. 

В 1922 Штерн и Герлах, исследовали прохождение пучка ато-

мов Ag (а затем и др. элементов) в сильно неоднородном магнитном 

поле  с целью проверки теоретически полученной формулы квантова-

ния проекции z. На атом, обладающий магнитным моментом и дви-

жущийся в неоднородном вдоль Z магнитном поле B, действует сила 

Fz=zдBz/дz, которая отклоняет его от первоначального направления 

движения. В опыте было обнаружено расщепление пучка атомов на 2 

компоненты, симметрично смещенные относительно первичного на-

правления распространения - на пластинке появлялись две узкие по-

лосы. Это указывало на то, что проекция магнитного момента атома 

z на направление поля принимает только два отличающиеся знаком 

значения, т. е. магнитный момент атома ориентируется вдоль B и в 

противоположном направлении.  

 

7.1.2. ГИПОТЕЗА СПИНА. 

Уленбек и Гаудсмит в 1925 предположили, что у электрона име-

ется так называемое собственное вращательное движение с которым, 

как с любым вращательным движением, следует связать угловой мо-

мент. Этот угловой момент обозначается как S


 и называется спино-

вой момент или просто спин. Теория спинового момента в квантовой 

механике строится по аналогии с теорией орбитального углового мо-

мента с некоторыми изменениями, которые следуют из опыта. В связи 

с таким подходом говорят, что теория спина в квантовой механике 

является полуфеноменологической теорией.  
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Орбитальное движение электрона характеризуется орбитальным уг-

ловым моментом L


 и квантовым числом l. В опыте Штерна-Герлаха 

пучок возбужденных атомов водорода, т.е. атомов в состоянии с n>1 

и, следовательно, с l>0 должен расщепиться на 2l+1 пучков, в соот-

ветствии с тем множеством значений, которое может принимать маг-

нитное квантовое число m, и следовательно, проекция орбитального 

магнитного момента z. В отсутствии возбуждения l=0, орбитальный 

магнитный момент z=0 и, следовательно, пучок не должен расще-

питься вообще. Тем не менее, он расщепляется на два пучка. Следо-

вательно, атомы в пучке встречаются с двумя проекциями магнитного 

момента на направление магнитного поля, т.е. на ось z. Наличие этого 

магнитного момента обусловлено, в соответствии с гипотезой, собст-

венным вращением электронов, т.е. спином. Назовем такой магнит-

ный момент спиновым магнитным моментом S


. По аналогии с 

магнитным квантовым числом m введем спиновое магнитное кван-

товое число ms. Связь его с проекцией спинового момента 

.sz mS   

Подобно орбитальному квантовому числу l, которое  характери-

зует орбитальное движение электрона, введем спиновое квантовое 

число s, характеризующее спиновое движение. Множество значений, 

которое может принимать спиновое магнитное квантовое число ms 

равно 2s+1. В соответствии с опытом этих значений всего два, по-

скольку 

2s+1=2. 

Отсюда следует, что спиновое квантовое число s=1/2. Поэтому 

спиновое магнитное квантовое число ms принимает только два значе-

ния 

.
2

1
sm  

Поэтому и проекция спинового момента может принимать только два 

значения 

.
2


zS  

Гипотезу спина Уленбек и Гаудсмит дополнили предположением о 

наличии у электрона и собственного  магнитного момента, проекция 

которого может принимать только два значения 

.Bsz    
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.2 Bssz m    

Отсюда следует, что отношение проекции спинового магнитного мо-

мента к проекции спинового момента 

.
cm

e

S ez

sz 


 

т.е. в два раза больше чем для орбитального момента. 

Подведем итоги в виде таблицы 

орбитальный момент спиновой момент 

,22  lLL


 ,ˆ 22  SS


 

)( 122  llLl  , l =0, 1, 2, 3, 

... . 

)( 122  ssS  , s =1/2 

,ˆ  zz LL  ,ˆ  zz SS  

mLz  ,   m=0,  1,  2, ... , 

 l 

sz mS  , 2121 /   ,/sm  

 

,mBz    ,Bsz    

,
2 cm

e

L ez

z 


 .
cm

e

S ez

sz 


 

 

7.1.3. ТЕОРИЯ СПИНА ПАУЛИ.   

В соответствии с гипотезой спина проекция спина электрона 

принимает только два значения. 

.
2


zS       (1) 

Введем обозначения 

.          ,
22


  zz SS  

Следовательно, у оператора проекции спина существует всего два 

собственных состояния, отвечающих двум разным проекциям спина. 

Обозначим их как 

.    , 2/2/ zSzS zz     

Поэтому можем записать 

.
2

ˆ         ,
2

ˆ
zzzzzz SS  


   (2) 
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Эти два состояния можно принять за базисные векторы двумерного 

эвклидова пространства спиновых состояний. Тогда любое спино-

вое состояние, т.е. любой вектор в пространстве спиновых состояний 

можно представить в виде разложения 

.21 zz cc         (3) 

Оператор спина подчиним тем же коммутационным соотношениям, 

которым подчиняется оператор орбитального момента 

.ˆ]ˆ,ˆ[ kji SiSS        (4) 

Оператора проекции спина iŜ  запишем в виде  

.ˆ
2

ˆ
iiS 


        (5) 

Тогда коммутационные соотношения запишутся в виде 

.ˆ2]ˆ,ˆ[ kji i        (6) 

УСЗ теперь принимает вид 

.ˆ

,ˆ

zzz

zzz












      (7) 

или 

.ˆ zzz      

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СПИНОВОГО ОПЕРАТОРА. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  УСЗ. 

Теперь рассмотрим конкретное представление оператора спина ẑ . В 

качестве базиса используем два собственных вектора +z и -z опера-

тора z-проекции спина. Оператор будет представлен двурядной мат-

рицей, а векторы в этом двумерном евклидовом пространстве столб-

цами 









2

1

c

c
. Назовем такой вектор спиновым столбцом или спи-

новой функцией. Условие нормировки для такого вектора, очевидно, 

имеет вид  

.1||||)(),( 2

2

2

1

2

1

21

2

1









 



 cc
c

c
cccc

n

nn
 

Для матрицы оператора î  введем обозначение 















2221

1211

)()(

)()(

ii

ii
i . 
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Здесь )ˆ,()( mimmmi   , где индекс m пробегает всего два значе-

ния. Введем  также обозначения для собственных значений  

.1)(        ,1)( 21  ii   

УСЗ теперь можно представить в виде 

.)()( mnni

m

nmmmi UU  


     (8) 

Для первого собственного значения имеем 

11 m

m

mmmi UU 


)(
 

или 

.
)()(

)()(

21

11

21

11

2221

1211



























U

U

U

U

ii

ii




    (9) 

Обозначим собственный спиновой столбец как 

.
21

11











U

U
i

 

Тогда (9) можно представить в виде 

.iii     

Для второго собственного значения имеем 

22 m

m

mmmi UU 


)(  

или 

.
)()(

)()(

22

12

22

12

2221

1211



























U

U

U

U

ii

ii




   (10) 

Обозначим собственный спиновой столбец как 

.
22

12











U

U
i

 

Тогда (10) можно представить в виде 

.iii     

Объединяя (9) и (10) получим 

.
)()(

)()(

2221

1211

2221

1211

2221

1211































UU

UU

UU

UU

ii

ii




   (11) 
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Выражение (11) очевидно есть частный случай более общего выраже-

ния 

.
0

0

2

1

2221

1211

2221

1211

2221

1211



































A

A

UU

UU

UU

UU

AA

AA
 

 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ ПРОЕКЦИЙ СПИНА. 

Представление оператора z-проекции спина. 

Матрица оператора z-проекции спина в своем собственном базисе 

должна быть диагональной, причем на главной диагонали должны 

быть расположены собственные значения этого оператора 

.
10

01










z   

Представление оператора x-проекции спина. 

Теперь рассмотрим представление оператора спина x̂  в базисе из 

собственных векторов +z и -z оператора ẑ . УСЗ можно предста-

вить в виде 

.xxx     

Прежде всего, заметим, что Ix 2
, поскольку 

.)(2

xxxxxxxxxx     

К этому же выводу можно было бы прийти используя такое же 

рассуждение непосредственно из (7) с учетом во-первых того матрица 

единичного оператора является единичной матрицей и во-вторых, что 

единичная матрица остается ею в любом базисе. 

Для нахождения матрицы x  оператора x̂  в базисе из собст-

венных состояний z-проекции оператора момента импульса использу-

ем коммутационные соотношения 

.2

,2

yzxxz

xyzzy

i

i









 

Подставляя второе из них в первое, получим 

xzxxzzzzxxz i
ii

 2
2

1

2

1
)()(  

или 

xxzxxzzzzxzxz  4  

или 

.422 xxzxz    
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Здесь учтено, что Iz 2
, и что единичная матрица коммутирует с 

любой другой. Далее  

.xzxz    

Подставляя вместо x  матричные элементы, получим 












































 2221

1211

2221

1211

10

01

10

01

 

или 

.
2221

1211

2221

1211


































 

Отсюда приходим к равенствам 

.    ,    ,    , 2222212112121111    

Первое и четвертое равенство выполняются только, если 

00 2211    , . Второе и третье равенство выполняются тождест-

венно.  

.
0

0

21

12














 x  

Из самосопряженности этой матрицы следует 

.
0

0

0

0

21

12

12

21


































 

Поэтому 

.
01

10

0

0
12

12

12


















 




 x  

Из условия Ix 2
 следует, что 12

12  || . Поэтому, с точностью до 

фазового множителя имеем  112  . Поэтому окончательно 

.
01

10








x

 

Представление оператора y-проекции спина. 

Прежде всего, заметим, что Iy 2
. Для нахождения матрицы y  

оператора ŷ  в базисе из собственных состояний z-проекции опера-

тора момента импульса используем коммутационное соотношение 
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yzxxz i 2 . Подставляя вместо z  матричные элементы по-

лучим 

















































 2221

1211
2

10

01

01

10

01

10

10

01
i  

или 





















 










 2221

1211
2

01

10

01

10
i  

или 

.2
02

20

2221

1211



















 


i

 

Умножим на i/2, получим 























 2221

1211

0

0

i

i
 

или 

.
0

0

2221

1211

















 





i

i
 

Поэтому окончательно 

.
0

0







 


i

i
y  

Свойства матриц Паули 

.
10

01
    ,

0

0
   ,

01

10


















 









 zyx

i

i
  

Матрицы Паули обладают следующими свойствами: 

1. Они являются эрмитовыми матрицами. 

2. Определитель матриц Паули равен -1. 

3. Они удовлетворяют коммутационным соотношениям 

.2][ kji i   

4. Они антикоммутативны 

 .    ,    , zxxzyzzyxyyx    

5. Квадрат любой матрицы Паули равен единице .222 Izyx    

6. Произведение всех трех матриц Паули есть .iIzyx   
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СФ оператора z-проекции спина. 

Перепишем (11) в виде 

.
)()(

)()(

2221

1211

2221

1211

2221

1211































UU

UU

UU

UU

zz

zz




 

Подставляя сюда явный вид матрицы Паули, получим 































 2221

1211

2221

1211

10

01

UU

UU

UU

UU
 

или 

.
2221

1211

2221

1211























 UU

UU

UU

UU
 

Отсюда следует, что 

.
0

0

22

11











U

U
U  

Учтем теперь, что матрица U является унитарной, т.е. для нее должно 

выполняться 

,IUU 
 

.
10

01

0

0

0

0

22

11

22

11



































U

U

U

U
 

Отсюда имеем 

























10

01

0

0
2

22

2
11

||

||

U

U
 

и, следовательно, 11 2
22

2
11  ||    ,|| UU . С точностью до фазового 

множителя отсюда имеем 11 2211  UU    , , т.е. 

.
10

01








U

 

Поэтому спиновые столбцы имеют вид 











0

1
z ,  

.
1

0








z

 

Введем  теперь матрицу (со шляпкой) zzS 
2

ˆ
. В матричном виде 

УСЗ для этого оператора z-проекции спина принимает вид 
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,)()( mnnz

m

nmmmz USUS 


     (8) 

где индекс m пробегает два значения. Введем  обозначения 

.
2

)(        ,
2

)( 21


  zzzz SSSS  

Тогда УСЗ для этого оператора можно представить в символическом 

матричном виде. 

zzzz SS  ˆ  или ,
2

ˆ
zzzS   


 

zzzz SS  ˆ  или .
2

ˆ
zzzS   


 

СФ оператора x-проекции спина. 

Перепишем (11) 

.
)()(

)()(

2221

1211

2221

1211

2221

1211































UU

UU

UU

UU

xx

xx




 

Подставляя сюда явный вид матрицы Паули, получим 































2221

1211

2221

1211

01

10

UU

UU

UU

UU
 

или 

,
2221

1211

1211

2221























UU

UU

UU

UU

 

.
1211

1211
























ba

ba

UU

UU
U

 

Из унитарности следует 

.
10

01

||20

0||2
2

2















































 



b

a

ba

ba

bb

aa
 

Отсюда 

.
2

1
||    ,

2

1
|| 22  ba  

С точностью до фазового множителя отсюда имеем 

.
2

1
    ,

2

1
 ba  
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Поэтому 

.
11

11

2

1










U  

Поэтому спиновые столбцы имеют вид 











1

1

2

1
x ,  

.
1

1

2

1










x

 

СФ оператора y-проекции спина. 

Перепишем (11) 

.
)()(

)()(

2221

1211

2221

1211

2221

1211




































UU

UU

UU

UU

yy

yy




 

Подставляя сюда явный вид матрицы Паули, получим 





























 

2221

1211

2221

1211

0

0

UU

UU

UU

UU

i

i
 

или 

,
2221

1211

1211

2221





















 

UU

UU

iUiU

iUiU
 

.
1211

1211
























ibia

ba

iUiU

UU
U  

Из унитарности следует 

.
10

01

||20

0||2
2

2













































 




b

a

ibia

ba

ibb

iaa
 

Отсюда 

.
2

1
||    ,

2

1
|| 22  ba  

С точностью до фазового множителя отсюда имеем 

.
2

1
    ,

2

1
 ba  

Поэтому 

.
11

2

1












ii
U
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Поэтому спиновые столбцы имеют вид 











i
x

1

2

1
,  

.
1

2

1












i
x

 

Найдем решения  задачи 

,
10

01


























 







c

c

c

c

 



























 







c

c

c

c

10

01

 

или 

,

,

zzz

zzz













 

,

,

,
10

01













































cc

cc

c

c

c

c

 

Поэтому 0c , а 1c , что следует из условия нормировки 

.1|||| 22   cc  

Для другого собственного вектора имеем  

.

,

,
10

01













































cc

cc

c

c

c

c

 

Поэтому 1c , а 0c , что следует из условия нормировки 

.1|||| 22   cc  

Поэтому 
.

1

0
   ,

0

1

















  zz 
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ЗАДАЧИ  

1. Найти собственные векторы оператора x в представлении собст-

венных векторов оператора x. 

.

,

xxx

xxx












 

Тогда в матричном виде уравнение на с.з. принимает вид 

.
01

10


































c

c

c

c
 

Найдем решения задачи 

,
01

10


































c

c

c

c

 

.

,

ccc

ccc









 

Из условия нормировки следует 

.1|||||| 222   ccc  

Поэтому 

,
2

1
c

 

.
1

1

2

1








x

 

Для другого собственного вектора имеем  

,
01

10


































c

c

c

c

 

.

,









cc

cc

 

Из условия нормировки следует 

.1||2|||| 222   ccc  

Поэтому 

,
2

1
c  
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.
1

1

2

1










x  

Поэтому 

,
2

1

2

1

1

0

2

1

0

1

2

1

1

1

2

1
zzx  

























   

.
2

1

2

1

1

0

2

1

0

1

2

1

1

1

2

1
zzx  




























   

2. Найти собственные векторы оператора y в представлении собст-

венных векторов оператора z. 

Аналогичным предыдущей задаче находим 

  .
1

2

1
   ,

1

2

1



















 

ii
yy 

 

Проверим 

,
1

2

1
  

1

0

0

2

1
yyy

iii

i
 
























 
   

.
1

2

1
  

1

0

0

2

1
yyy

iii

i
 



























 
   

 

3. Найти результат действия операторов x , y , z  на собственные 

векторы оператора z. 

Решение.  

,
1

0

1

0

10

01

,
0

1

0

1

10

01

zzz

zzz
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1

0
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153 

 

    .
0

1

1

0

0

0

,
1

0

0

1

0

0

zzy

zzy

ii
i

i

ii
i

i





























 


























 






 

 

ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ. 

Волновая функция электрона со спином должна зависеть не только от 

пространственных координат, но и от четвертой координаты, харак-

теризующей внутреннее состояние частицы. В качестве такой коор-

динаты можно взять величину проекции спина на произвольно ориен-

тированную в пространстве ось z. Тогда волновую функцию можно 

записать в виде ).,,,,( tSzyx z  

Во многих случаях координатную и спиновую части волновой функ-

ции можно разделить и представлять, таким образом, в виде произве-

дения ).(),,,( zStzyx    

Поэтому волновая функция электрона со спином представляет собой 

совокупность двух независимых функций 

.

),
2

1
,,,(

),
2

1
,,,(

2

1









































tzyx

tzyx





 

 

7.2.  ПРИНЦИП ТОЖДЕСТВЕННОСТИ. ПРИНЦИП ПАУ-

ЛИ.  

7.2.1. ПРИНЦИП ТОЖДЕСТВЕННОСТИ ЧАСТИЦ. СИМ-

МЕТРИЧНЫЕ И АНТИСИММЕТРИЧНЫЕ ВОЛНОВЫЕ 

ФУНКЦИИ. 

Тождественными называются частицы, если все физические 

свойства этих частиц в точности совпадают, что исключает возмож-

ность экспериментально различать их. 

Принцип тождественности: в совокупности тождественных 

частиц реализуются лишь такие состояния, которые не меняют-

ся при обмене одинаковых частиц. 

Дадим математическую формулировку этого принципа. Введем 

волновую функцию, описывающую состояние из N одинаковых час-

тиц 

).,,...,...,,...,( 1 tqqqq Nji  
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Здесь qi  - совокупность пространственных и спиновых переменных 

относящихся к i-й частице. 

Введем оператор перестановки частиц ijP̂ . Под этим оператором 

будем подразумевать действие, заключающееся в том, что координа-

ты (пространственные или спиновые) i-й и j-й частиц должны быть 

переставлены. 

).,,...,...,,...,(),,...,...,,...,(ˆ
11 tqqqqtqqqqP NijNjiij    

Рассмотрим частный случай, а именно систему двух частиц. Волно-

вую функцию, описывающую состояние этих двух частиц обозначим 

как ),,( tqq 21 . Обменяем местами 1-ю и 2-ю частицы. Тогда состоя-

ние системы будет описываться некоторой новой функцией 

),,( tqq 12 . С помощью оператора перестановки это можно выразить 

так 

).,,(),,(ˆ
122112 tqqtqqP    

Теперь учтем, что согласно принципу тождественности новая функ-

ция ),,( tqq 12  должна описывать то же состояние, что и функция 

),,( tqq 21 . Следовательно, функция ),,( tqq 12  может отличаться от 

функции ),,( tqq 21  лишь постоянным фазовым множителем c: 

),,,(),,( 2112 tqqctqq    

где через с обозначен фазовый множитель 
iec  . Поэтому можем 

записать 

),,(),,(),,(ˆ tqqctqqtqqP 21122112   

или 

),,(),,(ˆ tqqctqqP 212112  . 

Очевидно, что это уравнение есть уравнение на собственные значения 

оператора перестановки 12P̂ . Вывод: принцип тождественности вы-

ражается в том, что возможными состояниями системы могут 

быть только собственные состояния оператора перестановки. 

Чтобы найти собственные значения, применим оператор перестанов-

ки дважды. Очевидно, что в результате двукратного применения опе-

ратора перестановки должна получиться исходная функция. 

).,,(),,(),,(ˆ

),,(ˆˆ),,(ˆ

2121

2

2112

21121221

2

12

tqqtqqctqqPc

tqqPPtqqP








 

Отсюда следует, что с2=1 и следовательно с=1.
 

).,,(),,( 2112 tqqtqq    
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Таким образом, принцип тождественности ведет к утверждению, что 

совокупность тождественных частиц может находиться в состояниях 

с определенным типом симметрии волновой функции, а именно при 

перестановке частиц волновая функция системы должна либо не ме-

нять знак, либо менять знак на противоположный. Волновая функция, 

которая не меняет знак при перестановке двух частиц называется 

симметричной, а волновая функция, которая меняет знак, называется 

антисимметричной. Введем обозначения 

   s - симметричная функция 

   a - антисимметричная функция 

Тогда можем окончательно записать 

).,,...,...,,...,(),,...,...,,...,(ˆ

),,,...,...,,...,(),,...,...,,...,(ˆ

11

11

tqqqqtqqqqP

tqqqqtqqqqP

NjiaNjiaij

NjisNjisij









 

 

Замечание свойство функции быть симметричной или антисим-

метричной распространяется на все пары частиц, то есть не может 

быть , что при перестановке одной пары функция оказывается сим-

метричной, а для другой пары антисимметричной. 

Итак, квантовая механика ведет к двум типам состояний сим-

метричным и антисимметричным. Выбор того или иного типа состоя-

ния для описания системы частиц может быть продиктован только 

природой частиц, образующих систему. 

Опытным путем установлено, что в природе существуют части-

цы, принадлежащие обоим типам. При этом наблюдается следующее 

правило: частицы обладающие спином равным целому числу описы-

ваются симметричными волновыми функциями. Такие частицы назы-

вают бозонами. Частицы, обладающие спином равным полуцелому 

числу постоянных Планка  описываются антисимметричными волно-

выми функциями. Такие частицы называют фермионами. 

Частицы могут быть простейшими, т.е. элементарными или со-

ставными. Элементарные частицы имеют спин 0,  1/2,  1. 

Принадлежность составной частицы, например атома или ядра к 

тому или иному типу определяется числом и типом составляющих его 

более простых частиц. Например, атом водорода состоит в основном 

состоянии из протона со спином 1/2 и электрона со спином 1/2. Со-

ставная частица - атом может иметь поэтому суммарный спин или 0 

или 1. Следовательно, система из атомов водорода в основном со-

стоянии представляет собой систему бозонов. 
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7.2.2. ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ ДЛЯ СИСТЕМЫ НЕВЗАИ-

МОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ. ПРИНЦИП ПАУЛИ. 

Рассмотрим систему из N невзаимодействующих между собой 

тождественных частиц. СУШ для такой системы имеет вид 

,)(
21

2
2

 ExU
m

N

i

iii 












     (1) 

где мы положили массы всех частиц одинаковыми. Волновая функция 

такой системы частиц 

).()...()( 2211 NN xxx       (2) 

Каждая из функций является решением уравнением Шредингера для 

одной частицы 

).()()(
2

2
2

iiiiiiii xExxU
m

 










 

Заметим, что эта функция не удовлетворяет требованиям симметрии. 

Т.е.  она не принадлежит ни к симметричным, ни к антисимметрич-

ным функциям. Так как уравнение (1) линейно, то суперпозиция ре-

шений типа (2) будет также его решением. Необходимо выбрать та-

кую суперпозицию, которая будет обладать требуемой симметрией 

).()...()( 21 21 Nnnn xxx
N

   

Для упрощения рассмотрим систему только из двух невзаимодейст-

вующих частиц. Тогда волновая функция примет вид 

).()(),( 21211 21
xxqq nn      (1) 

Это решение соответствует состоянию, в котором  частицы с коорди-

натами x1 и x2 находятся в состояниях характеризуемых квантовыми 

числами n1 и n2. В силу тождественности частиц состояние системы 

не меняется при перестановке частиц местами, т.е. наряду с рассмот-

ренной функцией решением будет также и функция 

).()(),( 12212 21
xxqq nn       (2) 

Обе функции (1) и (2) описывают одно и то же физическое состояние 

системы из двух частиц. Согласно принципу суперпозиции любая ли-

нейная комбинация этих функций будет также описывать то же со-

стояние системы. Задача заключается в том, чтобы составить такие 

линейные комбинации, которые удовлетворяли бы требованию сим-

метрии волновой функции. Именно из этих функций можно соста-

вить, с учетом нормировки, две симметризованные волновые функ-

ции: 
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а) симметричную относительно перестановки пространственных и 

спиновых переменных 

)];()()()([
2

1
),( 122121 2121

xxxxqq nnnns    

б) антисимметричную относительно перестановки пространственных 

и спиновых переменных 

)].()()()([
2

1
),( 122121 2121

xxxxqq nnnna    

Обобщая на случай N частиц симметричную волновую функцию 

можно записать в виде 

...].)()...()()()...()([
!

1
112121 2121  NnnnNnnns xxxxxx

N NN
  

Рассмотрим более внимательно систему ферми-частиц. Для начала 

заметим, что антисимметричную волновую функцию можно предста-

вить в виде 

.
)()(

)()(

2

1
),(

21

21

21

22

11

xx

xx
qq

nn

nn

a 


   

Обобщением на случай N частиц будет определитель 

.

)(...)()(

............

)(...)()(

)(...)()(

!

1

21

21

21

222

111

Nnnn

Nnnn

Nnnn

a

xxx

xxx

xxx

N

NNN






 
 

Это выражения для волновых функций позволяют сделать важные 

выводы. Пусть две частицы в системе находятся в одном и том же 

квантовом состоянии, т.е. n1=n2. Это означает, что две частицы име-

ют один и тот же набор квантовых чисел, например n, l , m, sz. Тогда, 

в определителе две строки оказываются  одинаковыми, и волновая 

функция обращается в ноль. Этот вывод составляет содержание 

принципа Паули. 

Принцип Паули: в системе тождественных фермионов не может 

быть обнаружено две или более частиц в одном состоянии. 

В применении к атому принцип Паули означает, что в одном состоя-

нии не может находиться более одного электрона. 



158 

 

7.3. ОПИСАНИЕ СОСТОЯНИЙ ЭЛЕКТРОНОВ В АТО-

МАХ. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ СИСТЕМА МЕНДЕЛЕЕВА. 
Вообще говоря, атом является многочастичной системой, и по-

этому, говоря о состоянии атома, следовало бы говорить именно о со-
стоянии этой системы. Учитывая сложность подобного описания, был 
предложен другой метод, который сводит многочастичную задачу к 
одночастичной. Это так называемый метод самосогласованного по-

ля. Введение представления о самосогласованном поле позволяет 
рассматривать электроны как независимые частицы, находящиеся во 
внешнем поле. Каждый из электронов движется в самосогласованном 
сферически-симметричном поле ядра и других электронов.  
При движении в центрально-симметричном поле сохраняющимися 
величинами являются энергия, момент импульса и его проекция. По-
этому состояние электрона характеризуется квантовыми числами 
n,l,m. Для описания состояния всего атома следует указать состояние 
каждого атомного электрона. 

Вводятся следующие правила: 

1.Состояния со значениями орбитального квантового 
числа l=0, 1, 2, 3, ... , обозначаются как s, p, d, f, .... 

2. Главное квантовое число n указывается в виде цифры стоящей 

перед символом, обозначающим значение l. Совокупность электронов 

с одним значением главного квантового числа n называется элек-

тронной оболочкой. Оболочки имеют свои обозначения 

   n=1 K-оболочка  

   n=2 L-оболочка 

   n=3 M-оболочка 
3. Количество электронов одновременно находящихся в состоя-

нии, характеризуемым числами n и l указывается в виде индекса 
справа вверху 
Пример: 2s

2
. 

Распределение электронов по состояниям называется электронной 

конфигурацией. 
Современное объяснение периодической системы Менделеева осно-
вано на трех принципах. 
Принцип первый: состояние атомной оболочки характеризуется со-
стояниями ее отдельных электронов, которые полностью определя-
ются четырьмя квантовыми числами:  

 n - главное квантовое число   =1, 2, 3, ... 

 l - орбитальное квантовое число  = 0, 1, 2, ..., n -1, 

 m - магнитное квантовое число  =0,  1,  2, ... ,  l, 

 ms - магнитное спиновое квантовое число =  1/2. 
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Принцип второй (принцип Паули): в атоме может существовать 
только один электрон в состоянии, характеризуемом данными значе-
ниями четырех квантовых чисел. 
Подсчитаем количество электронов на каждой оболочке. Для этого 
рассмотрим, сколько электронов может обладать одним и тем же зна-

чением главного квантового числа n. Как известно из теории движе-
ния электрона в кулоновском поле, создаваемого атомным ядром, ка-

ждому квантовому уровню принадлежит n2 различных состояний. С 
учетом спина, который может принимать два значения, имеем всего 

2n2 состояний. Исходя из этого, можно составит таблицу: 

квантовое число n 1 2 3 4 5 

оболочка K L M N O 
максимальное число элек-
тронов 

2 8 18 32 50 

Принцип третий: атом устойчив тогда, когда находится в состоянии 

с наименьшей возможной энергией. 

Оболочка (n) 
K  

n=1 

L  

n=1 

M  

n=1 

Кол-во  

электронов  

в оболочке 

2 8 18 

Подоболочка (n, l) 1s 2s 2p 3s 3p 3d 

m 0 0 -1 0 +1 0 -1 0 +1 -2 -1 0 1 2 

mS +   +   +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  

Кол-во  

электронов  

в подоболочке 

2 2 6 2 6 10 

       

1 H    1s1 1      

2 He 1s2 2      

3 Li 1s22s1 2 1     

4 Be 1s22s2 2 2     

5 B 1s22s22p1 2 2 1    

6 C 1s22s22p2 2 2 2    

7 N 1s22s22p3 2 2 3    

         

10 Ne 1s22s22p6 2 2 6    

11 Na 1s22s22p63

s1 
2 2 6 1   

         

18 Ar 1s22s22p63

s23p6 
2 2 6 2 6  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. 

ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО. 

Аксиомы линейного пространства. 

Аксиомы сложения: 

1. +=+; 

2. (+)+=+(+); 

3. существует нулевой элемент такой, что +0= для любого ; 

4. для каждого вектора  существует противоположный вектор  

такой, что   +=0. 

Аксиомы умножения: 

5. 1=; 

6. ()=(); 

Аксиомы сложения и умножения: 

7. (+)=+; 

8. (+)=+. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2. 

СОПРЯЖЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО ИЛИ  

О СМЫСЛЕ ВЕКТОРОВ БРА И КЕТ. 

Пусть векторное пространство есть множество }{


 элементов 

. Вы-

берем в этом пространстве один из элементов f

 и построим скалярное 

произведение ),( 


f , в котором вектор f

 фиксирован нашим выбором, а 



 - это любой вектор из того же пространства. Очевидно, что такое 

скалярное произведение есть функция, которая ставит в соответствие 

вектору 

 число ),( 


f . Обозначим эту функцию как f: )(),( 


ff . Опре-

деленная таким образом функция f является линейной и называется 

линейным функционалом (линейной формой). Фиксируя поочередно 

различные векторы f

, которые обозначим как if


, можно образовывать 

различные функции  )(),( 


ii ff . Очевидно, что совокупность )}({ 


if , 

составленная из всевозможных линейных функционалов )(


if , образу-

ет линейное пространство, поскольку операции сложения двух функ-

ционалов и умножения  функционала на комплексное число опреде-

лены в свойствах 2 и 3 скалярного произведения.  

Пространство линейных функционалов )}({ 


if , построенное на вектор-

ном пространстве }{


, называется пространством, сопряженным к 

пространству }{


. 

В дираковских обозначениях линейный функционал запишется в виде 




|)( ii ff .  

Линейный функционал есть функция, а не ее значение. Другими сло-
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вами - это правило, которое определяет соответствие между множест-

вом векторов }{


 и множеством чисел )}({ 


if . Этому пониманию соот-

ветствует запись функционала в виде )  ,() ()( iii fff


  или в дираков-

ских обозначениях     |)( ii ff


. В дираковском формализме эта за-

пись упрощается до |  | ifi 


, но, по прежнему, следует рассматривать 

|  | ifi 


 как вектор из пространства функционалов - пространства со-

пряженного пространству векторов | . Запись  |i  - есть скалярное 

произведение вектора i|  из множества }{|   на вектор | , т.е. это есть 

числовое значение функционала. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 3. 
 

МЕТОД ДИРАКА ЗАПИСИ ВЫРАЖЕНИЙ. 

 

1. Проекционный оператор, тождественный оператор, разложение 

единицы и спектральное разложение. 

Пусть n|  - ортонормированный базис из собственных значений ка-

кого-либо самосопряженного оператора. Введем оператор проекти-

рования по правилу 

.||||||ˆ  nnnnnnn cP  

Этот оператор является линейным самосопряженным оператором, что 

следует непосредственно из свойств скалярного произведения. 

Сравнивая левую и правую части и разрывая скобки, можем записать 

этот оператор в дираковских обозначениях 

||ˆ
nnnP  ,      (1) 

dFP FFn   ||ˆ
,      (1) 

  dFI FF |||ˆ| , 

  dFPdFI nFF
ˆ||ˆ . 

Используя проекционный оператор, можно представить вероятность 

 |ˆ|||||||| nnnnnn PcW 22
 

и среднее значение 

  nnnnnn FPFcFWF |ˆ||| 2
. 

С помощью оператора проектирования любой вектор можно предста-

вить в виде 

 
n

nP |ˆ| . 
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Отсюда следует, что оператор 
n

nP̂  является тождественным, т.е. 

 
n

nn

n

nPI ||ˆˆ
.     (2) 

Это тождество называется спектральным разложением тождест-

венного оператора или разложением единицы. 

Подействуем на обе части равенства  
n

nn |||  самосопря-

женным оператором 

 
n

nn

n

nnn

n

nn PFFFF |ˆ||||ˆ|ˆ
. 

Это выражение называется спектральным разложением самосо-

пряженного оператора с дискретным спектром. Опуская в левой и 

правой частях этого выражения обозначение вектора | , формально 

получим 


n

nnPFF ˆˆ
.     (3) 

ЗАМЕЧАНИЕ. Проекционный оператор, тождественный оператор и 

их свойства, а также разложение единицы можно было бы получить 

непосредственно из (3). 

2. Метод Дирака записи выражений.  

Дираком введены удобные правила манипулирования с алгебраиче-

скими выражениями.  

Запись скалярного произведения  |),( . 

Вводится символ |    который называется "бра", а запись  |  называ-

ется "бра-вектор". 

Для кет-вектора вводится операция сопряжения ||   . Полагает-

ся, что оператор действует на кет-вектор слева, а на бра-вектор справа 

|F̂ , F̂| . При этих обозначениях операция сопряжения для 

|F̂  выглядит также как и для двух операторов, т.е. 

.|ˆ|ˆ)ˆ|(

,ˆ|ˆ|)|ˆ(









FFF

FFF
 

Скалярное произведение записывается в виде 

 |ˆ|ˆ| FF . 

Запишем теперь определение сопряженного и самосопряженного опе-

раторов. 

Для сопряженного оператора по определению имеем 

)|ˆ,(|)|,|ˆ(  FF  

или 
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)|ˆ,(|)|ˆ,(|   FF . 

В соответствии с новым правилом это есть 

  |ˆ||ˆ| FF  

или 
  |ˆ||ˆ| FF . 

Отсюда заключаем, что определение самосопряженного оператора 

имеет вид 
 |ˆ||ˆ| FF . 

В качестве иллюстрации рассмотрим знакомую задачу  

 
n

nnc || , 

  ||||||||| nnnn

n

nn

n

nn cI . 

Пример 
1. В качестве иллюстрации приведем последний вывод формулы 

для среднего значения используя формализм Дирака и формулу для 

спектрального разложения оператора 

.|ˆ||||

||||||| 22


















FFFF

FFFFFFcF

n

nnn

n

nnn

n

nn

n

nn

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 4. 

УСЛОВИЕ ПОЛНОТЫ. 

В общем случае нельзя сказать, что у ЛЮБОГО самосопряженного 

оператора имеется ПОЛНАЯ система собственных векторов 

Спектральную теорему надо понимать так: у самосопряженных опе-

раторов, используемых в физике, существуют полные системы собст-

венных векторов, обеспечивающих для любого вектора, принадлежа-

щего гильбертовому пространству, разложение 

.

,

min

min

0
















 



dc

c
n

nn

 

Свойства коэффициентов разложения. 

Используя, найденное выше выражение для коэффициентов разложе-

ния можем получить  
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1 
 |dFcdFcdFcc FFFFFF  

или то же в пространстве функций 

.1)()()()(

)()(

*

*












dxxxdFxcdVx

dxxxdFcdFcc

FF

FFFF





 

Таким образом, имеем 

12  dFcF || . 

Это выражение есть обобщение условия полноты на случай непре-

рывного спектра. 

 

Дискретный случай.  

Пусть разложение вектора по базису имеет вид 





1n

nnc . Тогда для 

скалярного квадрата этого вектора можно получить соотношение 





n

n

n

nn ccc 22 ||||| *

. 

Это выражение (равенство Парсеваля) называется соотношением  

полноты. Очевидно, что это соотношение есть не что иное как тео-

рема Пифагора обобщенная на бесконечномерный случай.  

В квантовой механике особую роль играют векторы, которые имеют 

единичную норму. В этом случае соотношение полноты принимает 

вид  

122  
n

nc |||| . 

Подставим    iic   в разложение  






1i

iic  и получим 

.)()()()()()()( **

  
















 xdxxxxdxxxx

n

nn

n

nn   

Чтобы это выражение было справедливым для произвольной функции 

 необходимо, чтобы выполнялось равенство 

)()()(* xxxx
n

nn  .    (1) 

Для непрерывного спектра аналогично получим 

)()()(* xxdFxx FF  .   (2) 
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Обсудим соотношения (1) и (2). Эти соотношения также называются 

условием полноты системы собственных функций для соответствен-

но дискретного и непрерывного спектров. Под условием полноты для 

дискретного спектра рассматривается выражение  





n

nadVx 22 |||)(| ,    (3) 

которое эквивалентно (1). При этом как (1) так и (3) являются необхо-

димыми и достаточными условиями полноты.  Введем представление 

о линейном операторе как интегральном линейном операторе. Ис-

пользуем выражение для среднего значения 

.

|| 2

 











dVFcdVFc

dVFcFccFcF

n

nnnnn

n

n

n

n

nn

n

nnn

n

nn





 

Сравним это выражение с     dVxFxF )(ˆ)( . Отсюда можно сде-

лать вывод о справедливости выражения  
n

nnn FcF̂ . Подставим 

сюда   dVxxc nnn )()(*
. Тогда получим 

     












 xdxxxFxdxxxFF n

n

nn

n

nnn )()()()()()(ˆ **

 

или   xdxxxKF )(),(ˆ
, где ядро оператора имеет вид 

).()(),( * xxFxxK n

n

nn
    

Отсюда, сравнивая с (1) легко сделать вывод, что у единичного опера-

тора (Fn=1) ядром является дельта-функция. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 5. 
 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИЗ ТЕОРИИ ВОЛН. 

Волновой поверхностью называется геометрическое место всех час-

тиц, колеблющихся в одной фазе. Волновая поверхность перпендику-

лярна лучу.  

Волновым фронтом называется волновая поверхность, которая раз-

граничивает область, где есть колебания от области, где колебаний 

нет. 

Длина волны  - расстояние между соседними волновыми фронтами.  

Важнейшим случаем волнового движения является так называемая 
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плоская монохроматическая волна. Плоские волны возникают от 

плоского или удаленного источника. Их лучи параллельны, а волно-

вые фронты представляют собой плоскости. Уравнение плоской вол-

ны  в одномерном случае имеет вид 

).cos(),( kxtatx    

Здесь  /2k  - волновое число,  =2 - циклическая  частота 

Зафиксируем фазу 

constkxt   
и найдем скорость ее движения для чего продифференцируем это вы-

ражение по времени 

.
kdt

dx 
  

Эта производная дает скорость волны, которая называется фазовой 

скоростью. Т.е. .
k

v


  

Если плоская волна распространяется вдоль произвольного направле-

ния, то ее уравнение будет иметь вид 

).cos(),( rktatr


   

Здесь r


 - радиус-вектор точки пространства в которой рассматрива-

ется волновое движение,  k


 - волновой вектор. Волновой вектор свя-

зан с волновым числом соотношением ,nkk


  где n


 - вектор норма-

ли к волновой поверхности. 

Уравнение плоской волны обычно записывают в комплексном виде 
)(),( rktiaetr


  . 

Такая запись удобна при теоретических выкладках. При этом, однако, 

не забывают, что смысл имеет только действительная часть ком-

плексной функции. 

Если волна порождается точечным источником, то такая волна будет 

иметь сферическую волновую поверхность. Уравнение сферической 

волны имеет вид (для поверхностной волны для одного направления 

х) 

).cos( kxt
x

a
   

Заметим, что хотя амплитуда убывает, поглощения энергии здесь нет. 

Для случая произвольного направления перепишем это уравнение в 

комплексном виде .),( )( rktie
r

a
tr
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6. 
 

УРАВНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ В КЛАССИЧЕСКОЙ                   

ФИЗИКЕ 

1. В различных областях физики – гидродинамике, электродинамике и 

квантовой механике – важное теоретическое значение имеет так на-

зываемое уравнение непрерывности. Рассмотрим его. Пусть, в гео-

метрическом пространстве, имеется некоторое векторное поле, т.е. с 

каждой точкой некоторой области геометрического пространства свя-

зываем вектор некоторой физической величины. Обо-

значим этот вектор как j

, а конкретный физический 

смысл придадим позже. Выделим в рассматриваемом 

пространстве площадку в виде плоской поверхности  с 

площадью S и установим к ней вектор нормали n


. 

Таким образом наша площадка стала ориентирован-

ной. Эту ориентированную площадку обозначим как 

вектор 

.nSS


  

Назовем произведение SjSjI n


 потоком вектора j

 через пло-

щадку S, а сам вектор j

 назовем плотностью потока. В приведен-

ном определении потока предполагается, что вектор j

 входящий в 

площадку, остается одинаковым в каждой точке плоскости площадки. 

На самом деле векторное поле может сложным образом изменяться в 

пространстве от одной точки к другой. Однако в бесконечно малой 

окрестности любой точки можно считать, что этот вектор не меняется 

и тогда введенное выше определение сохранит свой смысл. Итак, от-

несем введенное выше определение потока к бесконечно малой пло-

щадке. 

.dSjSdjdI n


 

Чтобы найти теперь поток через конечную поверхность надо взять 

интеграл 

. 
S

n

S

dSjSdjI


 

Наконец, если поверхность замкнутая, то поток выразится формулой 

 

. 
S

n

S

dSjSdjI


 

Придадим потоку конкретный физический смысл. Рассмотрим, к 

примеру, движение частиц. Если мы рассматриваем движение заря-

S 

n
  

j
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женных частиц, тогда поток I – электрический ток, а j

 - плотность 

этого тока. Если мы рассматриваем движение частиц жидкости, тогда 

поток I  - поток жидкости, а j

 - плотность этого потока.  

2. Плотность частиц, например плотность частиц жидкости, или 

плотность заряженных частиц в общем случае зависит от точки про-

странства, в которой эта плотность рассматривается и от времени, т.е. 

).,,,( tzyx   

Другими словами, когда мы говорим "плотность", то имеем ввиду 

плотность в точке пространства.  

Плотность частиц (концентрация) определяется по формуле 

.
dV

dN
  

Зная плотность можно определить количество частиц в рассматри-

ваемом объеме 

.
V

dVN   

Плотность жидкости и плотность заряда определяются по формулам 

.  ,
dV

dq

dV

dm
qm    

Массe жидкости или заряд можно связать с количеством частиц N по 

формулам: m=m0N, q=eN, где m0, e - масса и заряд одной частицы. То-

гда 

.  ,00  e
dV

dN
em

dV

dN
m qm   

Зная плотность можно определить массу жидкости или заряда в рас-

сматриваемом объеме 

.  ,  
VV

dVqdVm   

3. Рассмотрим поток частиц, к примеру, 

поток  жидкости. Найдем количество час-

тиц dN, протекающих через объем в виде 

бесконечно малого параллелепипеда за 

время dt. Пусть частицы жидкости дви-

жутся со скоростью v вдоль оси x. Оче-

видно, что за время dt они пройдут путь 

равный dx=vxdt. Это означает, что через 

площадку dydz пройдут только те части-

цы, которые заключены в объем dV=dxdydz. Количество прошедших 

частиц dN=dV=dxdydz =dSdx=vxdSdt. Тогда отношение 

dydz 

dx 

x 

y 

z 
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dSv
dt

dN
dI x   

можно рассматривать как поток через бесконечно малую площадку 

величины 

xv
dSdt

dN
 ,   

которую естественно назвать плотностью потока. Таким образом, ес-

ли рассматривается поток частиц, то плотность потока - это количе-

ство частиц, проходящих в единицу времени через поверхность еди-

ничной площади. В трехмерном случае плотность потока частиц в ка-

ждой точке пространства определяется по формуле 

.vj


  

Если проинтегрировать по всей поверхности, то получим суммарный 

поток, т.е.  количество частиц, проходящих в единицу времени через 

всю поверхность 

,
S

Sdj
dt

dN
I


 

где  - плотность частиц (плотность заряда, плотность 

массы) в данной точке, а v -  скорость частиц в данной 

точке. 

4. Будем рассматривать пространство, в котором на-

ходятся частицы. Ограничим некоторый объем этого 

пространства замкнутой поверхностью S. Пусть количество частиц в 

этом объеме изменяется с течением времени. Изменение частиц в 

единицу времени, очевидно, есть 

. 









VV

dV
t

dV
tdt

dN 
  

Пусть, для определенности количество частиц уменьшается. Что мо-

жет являться причиной этого уменьшения? Можно было бы, напри-

мер, предположить, что частицы исчезают внутри объема. Однако та-

кое предположение находится в противоречии с постулатом класси-

ческой физики о неучтожимости частиц, т.е. с законом сохранения 

частиц. Другими словами частицы не могут самопроизвольно исчез-

нуть или появится. Это закон находит свое место в механике в виде 

закона сохранения массы или в электродинамике в виде закона сохра-

нения заряда. Таким образом, приходим к выводу, что единственной 

причиной уменьшения числа частиц может быть только истечение 

частиц из рассматриваемого объема. Количество частиц, вытекающих 

из объема в единицу времени, есть поток этих частиц через поверх-
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ность, ограничивающую объем. Следовательно, наш вывод можно 

оформить в виде соотношения 

 




VS

dV
t

Sdj


.     (1) 

Знак минус здесь поставлен из следующих соображений. Как мы уже 

сказали, площадка является ориентированной. Ориентируем ее так, 

чтобы вектор нормали к каждой элементарной площадке dS выходил 

из объема наружу. В таком случае говорят, что площадка ориентиро-

вана по внешней нормали к поверхности. Отсюда следует, что поток 

наружу будет положительным, а поток внутрь объема отрицательным. 

Но поток наружу сопровождается уменьшением числа частиц, т.е. 
t


 

будет отрицательным. Чтобы в левой и правой частях были выраже-

ния одного знака, и ставится знак минус. 

Уравнение (1) является уравнением непрерывности в интегральной 

форме. Его можно прочитать так: изменение числа частиц в неко-

тором объеме происходит только в результате втекания или 

вытекания частиц в этот объем, если же втекания или вытека-

ния нет, то число частиц внутри объема не изменяется. Таким 

образом уравнение непрерывности является математическим выраже-

нием закона сохранения числа частиц. Заметим, что в приведенной 

формулировке слово частица можно заменить на заряд или масса. 

Уравнение непрерывности можно записать и в дифференциальном 

виде. Для этого учтем, что согласно теореме Гаусса  

. 
VS

dVjdivSdj


     (2) 

Следовательно, интеграл по поверхности можно преобразовать в ин-

теграл по объему. Приравнивая правые части (1) и (2) получим 

. 




VV

dV
t

dVjdiv


 

Отсюда следует, что 

0



jdiv

t


. 

Уравнение (1) есть уравнение непрерывности в дифференциальной 

форме. 

5. К уравнению непрерывности в диффе-

ренциальной форме можно прийти не ис-

пользуя теорему Гаусса, а используя на-

глядное представление. Покажем это на 

I2 I1 
S2 S1 
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следующем примере. Пусть в некоторый конечный объем в виде па-

раллелепипеда входит поток I1, а поток I2 исходит из него. Ориенти-

руем поверхность по внешней нормали и пусть S1=S2=S. Учтем, что  

.dSjdSnjdSnjSdj xxx 


 

Тогда суммарный поток  
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xx
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x
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dSjjdSjdSj

SdjSdjIII


 

и уравнение непрерывности примет вид 

.)( 12  




VS

xx dV
t

dSjj


 

Теперь выделим в рассматриваемом объеме некоторую бесконечно 

малую область. Для нее имеем jx2-jx1=djx. Полагая 

,dx
x

j
dj x

x



  

получим уравнение непрерывности в виде 

, 








VS

x dV
t

dxdS
x

j 
 

откуда 

.
tx

jx








 
 

Итак, если в пространстве плотность потока изменяется, то в этом же 

пространстве со временем изменяется плотность частиц. Пусть для 

определенности I2>I1. Тогда можно сказать, что изменение плотности 

частиц со временем является следствием истечения частиц из объема 

(или притока частиц в объем). 

6. Пусть распределение частиц не зависит от времени. Тогда говорят, 

что распределение частиц стационарно. В этом случае 

.0




t


 

Отсюда следует, что 

,0




x

jx
 

т.е. изменение плотности потока в пространстве отсутствует. В трех-

мерном случае это утверждение выражается соотношением 
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.0jdiv


 

Такой поток называют стационарным. При стационарном потоке от-

сутствует изменение плотности частиц и, следовательно, отсутствует 

изменение количества частиц в объеме. Т.е. нет истока частиц - число 

частиц в объеме все время одно и то же. Наоборот, при нестационар-

ном потоке существует исток частиц из объема и следствием этого 

истока является изменение плотности потока частиц в пространстве 

объема. 

7. Рассмотрим следующий опыт. Пусть имеется вакуумный диод с 

плоскими катодом и анодом. Если нагреть катод и приложить раз-

ность потенциалов, то между катодом и анодом возникнет поток 

электронов, т.е. электрический ток. Поддерживая разность потенциа-

лов и температуру катода постоянными, мы будем иметь стационар-

ный, т.е. не зависящий от времени, поток электронов или, другими 

словами, постоянный ток. Резко охладим катод. Тогда, в течении ко-

роткого промежутка времени можно будет наблюдать, что поток 

электронов вблизи катода уменьшился, в то время поток непосредст-

венно у анода остался еще прежним. Если температура катода не бу-

дет более меняться, то в течение короткого промежутка времени по-

ток в пространстве между катодом и анодом будет выравниваться. В 

течение этого промежутка времени поток не является стационарным, 

однако, по прошествии этого промежутка, поток вновь станет стацио-

нарным, т.е. ток станет вновь постоянным, хотя и будет иметь мень-

шее значение. При этом мы скажем, что уменьшилась сила тока. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 7. 

 

ДОПОЛНЕНИЯ К ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ. 

Замечание 1.   

.)(

)()(

)()(

xx

x
x

xxxxxx

x
ixd

x
xxi

xd
x

xxixxi

xd
x

xx
ixd

x

xx
ixdp





























































 

При выводе учтено свойство нечетности производной от -функции  

)()( xx
x

xx
x










. Меняя в правой части обозначения, по-
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лучим запись этого свойства в виде )()( xx
x

xx
x










. То, 

что такая запись справедлива, можно проверить на примере 

22 )()( xx
x

xx
x










, где под знаком производной стоит так-

же четная функция.  

Здесь полезно также отметить свойство 

xx
xdxx

x

x

xx

x
x


















 )( , которое можно было бы 

использовать при выводе. В этом случае не понадобилось бы интег-

рирование по частям. 

Замечание 2.   

1. В некоторых книгах встречается выражение 

   xdxxxx ),( , из которого следует вывод, что для того, что-

бы ),( xx   отображала x  в ее значение в точке x необходимо, 

чтобы было )(),( xxxx
  . Такой подход аналогичен представ-

лению   nmmn cc  для случай дискретного спектра. 

2. В некоторых книгах используется другой вывод. Используя свойст-

во 0 )(xx , получаем 0 )()( xx  или )()(  xxx . 

Поэтому )(  x  есть собственная функция оператора координаты в 

координатном представлении. Эти собственные функции ортонорми-

рованны )()()( badxbxax   и образуют полную систему. 

Последнее утверждение следует из того, что любую функцию можно 

представить в виде   dxxx )()()(  (эта формула есть не что 

иное как разложение    dxdcx x )()()( ). 

Замечание 4. Казалось бы, можно было бы изначально сделать такой 

вывод. 

.

),()ˆ,(

ˆˆ

,

mn

m

mmm

m

mmmn

nm

mmm

m

mmmn

m

mmm

m

mmn

m

mm

m

mmn

m

mm

cAcAcA

AccAAc

cAAccAcA















































 

Однако, по всей видимости, получается, что коэффициентами c могут 

быть только элементы матрицы S. 
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Замечание 5.  

),()(

)()()(

)()()()(

)()(
)(

)(

)(
)(

)ˆ,(

2

2
22

22

2

2
2

2

2
22

22

22

xx
x

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx
x

xdxx
x

xxxdxx
xx

xx

xdxx
xx

xx
x

xx
xx

xdxx
xx

xx
xdppp xxxxxx
















































































































































 

,)(

)()(

2

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2
22






























xx

xxxxxx

x
xd

x
xx

xdxx
x

xdxx
x

xdp









 

.
)(

x

f
xdf

x

xx x
x









 


 

ПРИЛОЖЕНИЕ 8. 

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ .02   k  

Определение: Дифференциальное уравнение вида: 

,0)()()( 21  xaxax       (1) 

где  ai (i=1, 2 ,…, n) – постоянные коэффициенты (действительные 

числа) называется линейным однородным дифференциальным урав-

нением с постоянными коэффициентами. 

Решение этого уравнения  находится с помощью характеристического 

уравнения  
.021

2  arar
 

Если  все корни характеристического уравнения различны, то уравне-

ние будет иметь 2  частных линейно независимых решений: 

.   , 21

21

xrxr
ee    

Общее решение тогда представится в виде 

.21

212211

xrxr
ececcc    

Пусть a1=0, a2=k
2
 , т.е.  

02   k . 

Его характеристическое уравнение 022  kr  или .22 kr   

Корни этого уравнения – два комплексных числа .ikr   
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Следовательно, общее решение представится в виде суммы частных 

решений 
ikxikx ecec  21  или 

.sincossin)(cos)(

)sin(cos)sin(cos

212121

21

kxakxakxccikxcc

kxikxckxikxc




 

Далее возможно два варианта 

1. Либо полагаем 

.   ;    ;sin   ;cos
1

22

2

2

121
a

a
tgaaAAaAa    

Тогда 

).cos()sinsincos(cossincos 21   kxAkxkxAkxakxa  

2.  Либо полагаем 

.   ;  ;cosa  ;sin
2

12

2

2

121
a

a
tgaaAAAa    

Тогда 

).sin()sincoscos(sinsincos 21   kxAkxkxAkxakxa  

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 9. 
 

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Полином Лежандра состоит из функций, которые можно выразить 

формулой Родригеса 

l

l

l

ll x
dx

d

l
xP )(

!
)( 1

2

1 2  ,    (1) 

где  cosx . Эти функции являются ортогональными, но не норми-

рованными. Их квадрат нормы 

.
12

2
)(

1

1

2





n

dxxPn      (2) 

Присоединенный полином Лежандра состоит из функций, которые 

можно выразить формулой 

)()()( xP
dx

d
xxP lm

mm

m
l

221 ,    m=0, 1, 2, ... , l   (3) 

где полином Лежандра определен формулой (1). Присоединенные по-

линомы Лежандра являются решениями дифференциального уравне-

ния 

.0)(cos
sin

)1(sin
sin

1
2

2

2

2





































m

lP
m

ll   (4) 
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Присоединенные полиномы являются ортогональными, но не норми-

рованными. Их квадрат нормы 

 
)!(

)!(
)(

ml

ml

l
dxxP m

l








12

2
1

1

2

,    m=0, 1, 2, ... , l. 

Присоединенный полином Лежандра можно записать в виде (подста-

вив (1) в (3)): 

l

ml

mlm

l

m
l x

dx

d
x

l
xP )()(

!
)( 11

2

1 222 




.    (5) 

Присоединенный полином Лежандра обладает следующим свойством 

),(
)!(

)!(
)1()( xP

ml

ml
xP m

l

mm

l






     (6) 

т.е., наряду с (5) его также можно представить в виде 

l

ml

mlm

l

mm
l x

dx

d
x

lml

ml
xP )()(

!)!(

)!(
)()( 11

2

1
1 222 










 ,  m=0, 1, 2, ... , l. (7) 

Ортонормированный присоединенный полином Лежандра состоит 

функций, которые можно выразить формулой 

)(
)!(

)!(
)( xP

ml

mll
x m

llm





2

12
,   m=0, 1, 2, ... , l . (8) 

Присоединенный полином Лежандра необходимо определить для от-

рицательных m. Для начала учтем, что при отрицательных m можно 

записать 

l

ml

mlm

l

mm
l

m
l x

dx

d
x

lml

ml
xPxP )()(

!|)!|(

|)!|(
)()()(

||

||||

|||| 11
2

1
1 222 











   m<o 

и для нормированной функции 

).(
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2

12
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x
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d
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x
dx

d
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x
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d
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l
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mlm
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m

l

ml

mlm

l

m
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 m<o 

Отсюда следует, что 

).()1()( ||||, xx ml

m

ml        (9) 
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Сравнивая (8) с 

)(
|)!|(

|)!|(
)()( |||| xP

ml

mll
x m

l
m

lm





2

12
1   m=-1, -2, ... , -l (10) 

можем записать в общем случае 

)(
|)!|(

|)!|(
)()( ||

||

xP
ml

mll
x m

l

mm

lm







2

12
1 2   m=0,1, 2, ... , l. (11) 

В большинстве книг множитель (-1)
m
 переносят в функцию 

)(
|)!|(

|)!|(
)()( || xP

ml

mll
x m

l
m

lm





2

12
1 ,   m=0, 1, 2, ... , l  (12) 

и именно ее, т.е. ортонормированный присоединенный полином Ле-

жандра в виде (13), считают нормированным решением дифференци-

ального уравнения (4). Тогда, для отрицательных m 

)(
|)!|(

|)!|(
)( || xP

ml

mll
x m

llm





2

12
,   m=-1, -2, ... , -l (13) 

Очевидно, что соотношение (9) при таком перенесении множителя не 

меняется. В общем случае, объединяя (12) и (13), можем записать  

)(
|)!|(

|)!|(
)()( ||

||

xP
ml

mll
x m

l

mm

lm







2

12
1 2

  m=0,1, 2, ... , l. (14) 

У Ландау и Кривченкова (в отличие, к примеру, от Зара) формулы 

(13) и (14) умножены дополнительно на i
l
, что делает формулы более 

удобными, по их мнению, в алгебре углового момента. 

Сферические функции.  

Сферические функции являются решениями дифференциального 

уравнения 

.0
)1(

sin

1
sin

sin

1
22

2

2








 



























 

ll
 

Решениями являются сферическими функциями Ylm(,), которые 

можно представить в виде произведения двух функций каждая из ко-

торых зависит от своего угла 

),()(),(  mlmlmY   

где 

)(
|)!|(

|)!|(
)()( ||

||

xP
ml

mll
x m

l

mm

lm







2

12
1 2 ,   




 im

m e
2

1
)(  

l =0, 1, 2, 3, ... ; m=0,  1,  2, ... ,  l. 
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Таким образом 









 imm

l
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lm eP
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lml
Y )(cos
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)(|)!|(
)(),( ||
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12
1 2
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1
00,Y , 


 


 ieY sin,

8

3
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4

3
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 ieY 2
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15

4

1
sin, ,   


 


 ieY sincos,

2

15

2

1
12  , 

)cos(, 13
5

4

1 2
02 


Y . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 10. 
 

НЕКОТОРЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ И РАДИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ. 
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l=0, 

m=0 
a

r

e
a

rR



2310

2
/

)(  



4

1
00,Y  

n=2 

l=0, 

m=0 
a

r

e
a

r

a
rR 2

2320 2
2

1 











/)(
)(  




4

1
00,Y  

l=1, 

m=0 
a

r

e
a

r

a
rR 2

2321
32

1 


/)(

)(  


 cos,
4

3
01Y  

l=1, 

m=1 
a

r

e
a

r

a
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l=2, 

m=1 

2

3

3
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ПРИЛОЖЕНИЕ 11. 
 

ПРИМЕРЫ ЦЕНТРАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 

Здесь приведены примеры полей, которые возрастают в начале коор-

динат не быстрее чем 1/r
2
, т.е. поля, которые удовлетворяют условию 

.0)(lim 2

0



rrU

r
 

1) Прямоугольная яма 










r

arU
rU

a   ,0

0   ,
)(

0

. 

2) Гармонический изотропный осциллятор 

.
2

)(
22r

rU


  

3) Кулоновское поле 

.)(
2

r

Ze
rU   

4) Экранированное кулоновское поле 

.)(
2

a

r

e
r

Ze
rU



  

4) Потенциал Вудса-Саксона (взаимодействие нейтронов с ядрами) 

.

1

)( 0

a

Rr

e

U
rU






 

ПРИЛОЖЕНИЕ 12. 
 

НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

1)   ax
a

xaxdx 2
4

1

2

12 sinsin  ,  

 ax
a

ax
a

axdx 33

3

11
coscossin  , 

 ax
a

ax
a

xaxdx 4
32

1
2

4

1

8

34 sinsinsin  , 
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2)  В общем случае  
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a>0, n>-1. 

     Отсюда следует 
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22

0
2

2

2

kn

kndxex
dxexI

xn
xn
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    ,
a>0, n>-1. 

     В частности 
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dxe ax 
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a
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3) 
1

0







nna
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andxxe !  или 1
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nax
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n
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!
 a>0, n>0. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 13. 
 

УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ПОСТОЯННЫЕ 

 СИ СГС 

Скорость света 

с 
310

8 
м/с 310

10 
см/с 

Постоянная 

Планка   
1,0510

-34 
Джс  1,0510

-27 
эргс  

Масса электро-

на me 
0,910

-30 
кг  0,910

-27 
г 

Заряд электро-

на e 
610

-19 
Кл  4,810

-10 
СГС  

     Переводной коэффициент 1 эВ =1,610
-19 

Дж. 
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