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СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДИКИ И ТЕХНОЛОГИИ ОБУЧЕНИЯ 
МАТЕМАТИКЕ 

 
РАЗВИТИЕ КРЕАТИВНОСТИ ОБУЧАЮЩИХСЯ В ПРОФИЛЬНОЙ ШКОЛЕ  

НА ОСНОВЕ ОСВОЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ФРАКТАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Альтовская Е.А.1 

Научный руководитель: д. п. н., профессор Смирнов Е.И.2 

1, 2Ярославский государственный педагогический университет  
им. К.Д. Ушинского 

e-mail: 1smirn.ks.smirn@yandex.ru, 2smiei@mail.ru 

Аннотация. Проблема развития креативности обучающихся особенно остро стоит в 
современный период развития математического образования в России. Эта задача 
может быть решена, если обучающийся будет решать сложные математические задачи 
в единстве использования средств математического и компьютерного моделирования. 
Важным разделом современной математики, привлекающим математиков и педагогов, 
становится фрактальная геометрия. В статье разработана методика организация 
внеурочной деятельности старшеклассников по исследованию итерационных 
процессов построения «звезды Дюрера» рандомными методами с выявлением новых 
математических результатов с использованием информационных технологий. Автором 
разработана оригинальная дидактическая модель развития креативности школьников 
в процессе исследования элементов фрактальной геометрии во внеурочной 
деятельности. Содержание данного факультативного курса соответствует 
познавательным возможностям учащихся 10-11 классов, дополняет и расширяет 
основной курс математики и информатики среднего общего образования. Данный курс 
позволит учащимся приобрести навыки функциональной (математической) 
грамотности, проявить креативный подход к решению поставленных задач.  
Ключевые слова: математическое образование, фрактальная геометрия, 
итерационные процессы, внеурочная деятельность. 
Благодарности: Работа подготовлена в рамках государственного задания 
Министерства просвещения РФ на НИР «Механизм научно-методического 
сопровождения педагогов по вопросам формирования функциональной грамотности 
школьников: трансфер образовательных технологий» (073-00109-22-01). 

DEVELOPMENT OF STUDENTS CREATIVITY IN A SPECIALIZED SCHOOL 
BASED ON THE MASTERING OF FRACTAL GEOMETRY ELEMENTS   

Abstract. The problem of students' creativity developing is particularly acute in modern 
period of mathematical education development in Russia. This problem can be solved if the 
student solves complex mathematical problems in the using unity of mathematical and 
computer modeling tools. Fractal geometry is becoming an important branch of modern 
mathematics that attracts the mathematicians and teachers. The article develops a 
methodology for organizing extracurricular activities of high school students to study the 
iterative processes of constructing a "Durer star" by random methods with the identification 
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of new mathematical results using information technology. The author has developed an 
original didactic model for student’s creativity development in the process of studying the 
elements of fractal geometry in extracurricular activities. The content of this optional course 
corresponds to the cognitive capabilities of students in grades 10-11, complements and 
expands the basic course of mathematics and computer science of secondary general 
education. This course will allow students to acquire the skills of functional (mathematical) 
literacy, to show a creative approach to solving tasks. 
Keywords: mathematical education, fractal geometry, iterative processes, extracurricular 
activities. 

Введение 

Современная образовательная система в основном направлена на 

формирование обучающихся как квалифицированных участников 

познавательного процесса.  При этом информационный «взрыв» знаний и 

технологий, цифровизация математической деятельности и процессов 

предметного обучения, использование математических методов в современных 

науках, технологиях и производстве, социальной жизни требуют личность, 

способную к   принятию решений в нестандартных ситуациях, с достаточно 

развитым творческим мышлением, которая готова к восприятию трудностей и 

проблем в восприятии постоянно меняющегося мира, к поиску связей между 

происходящими явлениями. Отсюда выявляется основная проблема 

современной системы образования в России – необходимость воспитания и 

развития творческой и креативной личности обучающегося.  

Теоретические положения по проблеме развития творческих 

способностей личности определяли в своих трудах Д.Б. Богоявленская,               

Л.С. Выготский, Р.М. Грановская, В.Н. Дружинин, Б.М. Теплов,                          

Ю.С. Крижанская, А.А. Мелик-Пашаева, С.Л.  Рубинштейн, Я.А. Пономарѐв и 

др. Научный интерес вызывают концепции креативности Дж. Гилфорда,                       

П. Торренса, Р. Стернберга, Т. Любарта и др. В настоящем исследовании 

выявляется один из путей эффективного формирования творческой активности 

личности, который основан на актуализации процессов адаптации современных 

достижений в науке к школьной математике.  

Ярким достижением современной математики является развитие 

фрактальной геометрии – быстроразвивающегося математического 

направления, связанного не только с выдвижением новых математических 

идей, но и с красотой и практической значимостью математики, бурным 

развитием программирования, компьютерной графики, художественного 

компьютерного творчества. Тем, кто занимается фракталами, открывается 

прекрасный и удивительный мир, в котором царят математика, природа и 

искусство. 

Методология исследования 
Основными теоретическими и методологическими источниками при 

написании данной работы послужили работы российских ученых: Афанасьева 

В.В. (Афанасьев, 1996), Дружинина В.Н. (Дружинин, 2001), Зубовой Е.А. 

(Зубова, 2008), Морозова А.Д. (Морозов, 2002), Осташкова В.Н., Секованова 
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В.С. (Секованов, 2019), Смирнова Е.И. (Смирнов, 2012) и др. А также 

ориентиром исследования послужили иностранные источники, посвящѐнные 

вопросам развития креативности таких авторов как: Боно де Э., Резник М. 

Подходы, методы и методики исследования: личностно-деятельностный, 

компетентностный, интегративный подходы; методы наглядного 

моделирования, фундирования опыта личности, компьютерного  

моделирования; наблюдение, эксперимент в математике, практико-

ориентированные методы.  

Гипотеза: освоение фрактальной геометрии как дополнительного 

математического образования в школе может повышать уровень развития 

креативности обучающихся, если в процессе освоения сложного знания 

актуализировать симбиоз математического и компьютерного моделирования, 

выявлять этапы наглядно-цифровой трансформации когнитивной деятельности, 

выстраивать продуктивный диалог культур и создавать условия для 

эмоционального отклика на прикладной эффект математической 

исследовательской деятельности.  

Задачи исследования: 

1. Выявить историогенезис, тенденции и роль креативности в развитии и 

формировании математической грамотности личности в процессе 

коллаборации изучения математики и информатики; 

2. Исследовать фрактальный объект «Звезда Дюрера» и его обобщения 

на предмет возможности рандомного конструирования, вариативность 

исследования математических и информационных подзадач, а также 

представить их решения средствами математического и 

компьютерного моделирования; 

3. Разработать математическое содержание и методику реализации 

элективного курса «Мир фрактальной геометрии» для обучающихся 

10-11 классов с эффектами развития креативности и формирования 

математической грамотности личности. 

Результаты 

Формирование креативности обучающихся в освоении сложного 

математического знания предполагает наличие совокупности трех 

компонентов: единство логики и мышления; единство эффективности и 

гармонии; удовольствие от самосовершенствования (Боно, 2015). Поэтому для 

достижения успешности в современном мире и эффективном обучении 

математике сложного знания необходимо развивать следующие умения: 

логически думать, преодолевать стереотипы, выдвигать гипотезы, находить 

взаимосвязи, выходить за рамки привычного решения, совершенствовать 

имеющиеся знания и развивать новые. 

Развивать креативность обучающихся можно с помощью различных 

методик обучения математике. Например, таковым может быть применение 

эвристического метода. Под эвристикой понимают неосознанные 

(интуитивные) методы решения задач. Основы данный метод берет из системы 

обучения Сократа, практиковавшейся в Древней Греции. Идея обучения 
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состоит в том, что учитель, задавая наводящие вопросы, приводит ученика к 

самостоятельному решению. Наиболее распространена в этой связи модель 

слепого поиска, опирающаяся на метод проб и ошибок, теория решения 

изобретательских задач (ТРИЗ) Г.С. Альтшулера и др.  

Еще один пример методики – метод Дельфи. Идея заключается в том, что 

при помощи использования интервью, опросов, мозгового штурма, удается 

добиться компромисса при решении поставленной задачи. Данный метод 

проводится в несколько этапов, результаты которых статистически 

обрабатываются. Независимые эксперты из разных областей знаний выдвигают 

свои варианты стратегии решения поставленной проблемы. Чаще всего 

специалисты не знают друг о друге, что позволяет избежать открытых 

столкновений противоположных позиций.  

Исследовательская группа в MIT Media Lab (исследовательская 

лаборатория в Массачусетском технологическом институте) считает лучшим 

способом повышения креативности содействовать детям и взрослым, которые в 

процессе игры совместно работают над проектами, связанными с их областью 

увлечения. Таким образом, исследователи выдвинули четыре движущихся 

принципа, способствующих развитию креативности молодежи: проекты, 

пылкая увлеченность, партнеры, процесс игры. Данные принципы также носят 

название четырех «П» обучения через творчество (Резник, 2018). 

Применить методики для развития креативности учащихся можно 

посредствам изучения дополнительного математического материала - 

фрактальной геометрии (Секованов, 2019). Рассмотрим ряд задач, вытекающих 

при изучении фрактального объекта «Звезда Дюрера». Данные задачи решены 

впервые, материал является оригинальной авторской работой.  

Ранее уже было опубликовано доказательство соотношения сторон 

правильных пятиугольников, образовывавшихся в итерационном процессе, 

равное золотому сечению.  

 

Рис. 1. Фрактал Дюрера 

 

Рассмотрим поэтапное построение пяти первых итераций, где нулевая – 

это исходный правильный пятиугольник: 
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Рис. 2. Поэтапное построение «Пятиугольника Дюрера»  

с нулевой по пятую итерации в Paint 

 

Для дальнейших рассуждений нам достаточно взять вторую итерацию. 

Введем необходимые обозначения и получим следующее изображение:  

 

 

Рис. 3. Вторая итерация правильного пятиугольника с обозначениями 

 

Пусть CB = 1, тогда CM = 2x, MB = (1+ )x. Найдем х и выразим длины 

сторон: 

 . 

CM = NB =   ;  

MB =  ;  

MN =  

Пусть площадь ABCDE – , площадь BNPLQ – , а площадь каждого 

следующего правильного пятиугольника, возникающего на 2, 3, …, n шаге 

итерации будет обозначаться соответственно , , …, . 

Так как пятиугольники подобны, то их площади относятся как отношение 

их линейных элементов в квадрате, , где  – сторона ABCDE,  – 

сторона BNPLQ, получаем: 
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Стоит заметить, что на первом шаге итерации удаляются также пять 

равнобедренных треугольников, равных треугольнику MPN. 

В дальнейшем мы посчитаем площадь выброшенных частей фрактала, 

поэтому нам необходимо вычислить площади треугольников, выброшенных на 

каждом шаге. Площадь треугольника MPN (обозначим за  найдем как 

разность площади пятиугольника ( ) и шести равных площадей 

пятиугольников типа BNPLQ ( ): 

 
Для того чтобы рассчитать площади треугольников, на следующих этапах 

итерации, рассмотрим приближенный вариант второй итерации, чтобы 

рассчитать коэффициент подобия выбрасываемых на каждом шаге 

треугольников: 

 

Рис. 4. Приближенный вариант второй итерации 

 

Нам уже известны следующие величины:  

 

Необходимо найти . 
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Пусть  тогда , откуда . 

Решив полученное уравнение, получим . Следовательно, 

 Тогда  

Найдем коэффициент соотношения сторон треугольников : 

 
Тогда  

 

 
 

 
Данные математические вычисления доказываются с помощью метода 

математической индукции.  

Найдем сумму площадей, выброшенных на n-ом шаге фрагментов, для 

этого отдельно посчитаем суммы выброшенных пятиугольников и 

треугольников, а затем просуммируем их между собой. Повторимся, что на 

первом шаге выбрасывается один пятиугольник, на втором шаге пять 

пятиугольников, следовательно, на n-ом шаге выбрасываем  

пятиугольников. Тогда сумма примет вид:  

  

Посчитаем сумму площадей, выброшенных на n-ом шаге треугольников. 

Помним, что на первом шаге выбрасывается пять треугольников, на втором 

шаге , а на n-ом шаге  треугольников, тогда сумма площадей, 

выброшенных на n-ом шаге треугольников, будет равна: 

  (2) 
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Найдем сумму площадей, выброшенных на n-ом шаге фрагментов:  

 
Таким образом, мы убеждаемся в том, что сумма площадей, 

выброшенных на n-ом шаге, фигур (пятиугольников и треугольников) 

стремиться к площади исходного пятиугольника при . Аналогично 

рассмотрены периметры итерационных пятиугольников и рассчитана 

размерность фрактала.  

Также ряд задач можно поставить и при рассмотрении пространственного 

случая данного фрактального объекта, например, рассчитать объемы 

выброшенных частей на нескольких итерациях и посмотреть к чему они будут 

стремиться при стремлении количества итераций к бесконечности и другие.  

 

 

Рис. 5. Пространственное представление фрактала 

 

Дидактическая модель формирования креативности обучающихся  

на основе изучения фрактала «Звезда Дюрера»:  

 

 

Рис. 6. Дидактическая модель 
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Для формирования устойчивого кругозора учащихся, для повышения 
уровня их креативности в изучении нового необходимо дополнять школьный 
материал современными научными достижениями (Смирнов, 2021). 
Реализовать это можно на элективных курсах. Нами создается курс «Мир 
фрактальной геометрии». Изучение фракталов можно проводить с двух 
направлений – математическое, где на фрактальных объектах изучать 
привычные линейные и иные вычисления, а также информационное, где с 
помощью компьютерного моделирования повышать уровень умений и навыков 
программирования. При этом, важная часть курса заключается в том, что 
учащиеся не ограничиваются на достигнутом ранее, есть возможность 
совершенствования своих умений, проявления творчества при изучении 
фракталов. 

Факультативный курс для учащихся старшей школы 10-11 классов 
рассчитан на 24 часа, по одному занятию в неделю. Основными формами 
работы учащихся на элективном курсе являются мини-лекции, диалоговая 
беседа, семинарные занятия, практикумы в компьютерном классе. На занятиях 
большую часть времени учащиеся работают в парах и мини-группах, что 
позволяет рассматривать материал с разных сторон. Проверка усвоения знаний 
происходит с помощью выполнения практических заданий, выступления с 
рефератами, участия в исследовательской деятельности. По завершению курса 
учащиеся будут иметь портфолио исследовательской деятельности, которое 
можно использовать в участии различных конкурсов, в написании школьных 
проектов по математике и информатике. 

Содержание факультативного курса состоит из шести глав: исторический 
генезис фрактальной геометрии, моделирование фрактальных объектов, 
геометрические фракталы, комплексные числа, алгебраические фракталы, 
стохастические фракталы. Каждая глава содержит в себе ряд теоретических и 
практических вопросов, последние из которых решаются либо 
математическими вычислениями, либо при помощи компьютерного 
моделирования. Поэтому разделение на группы позволит каждому учащемуся 
выбирать посильные для себя задачи.  

Содержание данного факультативного курса соответствует 
познавательным возможностям учащихся 10-11 классов, дополняет и 
расширяет основной курс математики и информатики среднего общего 
образования. Данный курс позволит учащимся приобрести опыт работы при 
повышенном уровне требований, проявить креативный подход к решению 
поставленных задач. 

Заключение 
Фрактальная геометрия сложное, но в то же время интересное 

математическое направление, имеющее многообразные приложения. Изучение 
элементов фрактальной геометрии в старших классах в рамках элективного 
курса расширит кругозор учащихся, способствует развитию креативных 
качеств личности.  
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В ходе проведения исследования получены следующие результаты:  
1. Выявлены главные аспекты формирования креативности в процессе 

изучения математики и информатики. 
2. Выделены основные разделы изучения фракталов в рамках внеурочной 

деятельности обучающихся. 
3. Обоснована цель изучения элементов фрактальной геометрии в 

старших классах. 
4. Разработан факультативный курс, позволяющий внедрить элементы 

фрактальной геометрии в качестве дополнительного блока освоения 
современного математического знания. 

5. Проведены математические расчеты, а также доказательства задач, 
поставленных при изучении фрактала «Звезда Дюрера». 
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Аннотация. Законодательство в сфере образования ставит перед учителями задачу 
воспитания свободной, творческой, культурной и активной личности. В соответствии с 
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этим перед образовательной организацией и педагогическим коллективом возникает 
задача создания правильных условий для самореализации и самоопределения 
личности каждого ученика с учетом личностных особенностей каждого из участников 
образовательного процесса. В данный момент в системе образования недостаточно 
уделяется внимания развитию творческой математической деятельности учащихся, а 
это свою очередь является одной из причин низкого уровня креативности и 
функциональной грамотности выпускников школы. Формирование творчества на 
внеурочных занятиях по математики необходимо осуществлять с помощью 
применения игровых технологий, проведения квестов с использованием цифровых 
образовательных ресурсов, решения проблемных ситуаций, необходимость 
производить анализ, сравнение, делать заключения, подготовка учебных проектов. 
Ключевые слова: образовательные квесты, творческая активность, математическая 
грамотность, web-квест, цифровые образовательные ресурсы. 
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сопровождения педагогов по вопросам формирования функциональной грамотности 
школьников: трансфер образовательных технологий» (073-00109-22-01). 

 
EDUCATIONAL QUESTS ARE A WAY TO DEVELOP CREATIVE ACTIVITY                         

OF SCHOOLCHILDREN 
 

Abstract. Legislation in the field of education sets teachers the task of educating a free, 
creative, cultural and active personality. In accordance with this, the educational organization 
and the teaching staff face the task of creating the right conditions for self-realization and self-
determination of the personality of each student, taking into account the personal 
characteristics of each of the participants in the educational process. At the moment, the 
education system does not pay enough attention to the development of creative mathematical 
activity of students, and this, in turn, is one of the reasons for the low level of creativity of 
school graduates. The formation of creativity in extracurricular math classes must be carried 
out through the use of game technologies, quests using digital educational resources, solving 
problem situations, the need to analyze, compare, draw conclusions, and prepare educational 
projects. 
Keywords: educational quests, creative activity, web-quest, digital educational resources. 

Введение 

Современные общественные требования и технологические инновации 

ставят соответствующие задачи перед выпускниками школы. На данный 

момент возрастает потребность в людях интеллектуальных, всесторонне 

развитых, обладающих творческим подходом деятельности и умением быстро 

ориентироваться в не стандартных ситуациях. Основываясь на данных 

требованиях, перед школой и педагогическим коллективом, предстает задача в 

создании оптимальных условий для самореализации и самоопределения 

личности каждого ученика, с учетом личностных качеств каждого из 

участников образовательного процесса. Выполнение этих задач ложится на 

каждого учителя. В процессе выполнения поставленных образовательных 

задач, возникает необходимость использования различных методов и средств 

образовательной деятельности, которые при реализации, должны оказать 

положительное влияние на процесс обучения. 
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Вопрос развития творческих способностей волновал людей еще с древних 

времен, например, данную проблему активно изучали такие древние философы 

как Гераклит, Платон, Аристотель,  Кант и другие. Но из-за того что древние 

философы долгое время не могли понять механизмы и особенности развития 

творческих способностей, никак не могли определить суть понятия «творческие 

способности». Наибольших достижений в вопросе развития творческих 

способностей в школьном возрасте достигли Л.С. Выготский, Я.А. Пономарев, 

С.Л. Рубинштейн, Дж. Гилфорд, П. Торренс и др. Он один из первых показал, 

что детское творчество – это необходимое условие для гармоничного 

существования и развития человека.  

В данный момент в системе образования не достаточно уделяется 

внимания развитию творческой математической деятельности учащихся, а это 

свою очередь является одной из причин низкого уровня креативности 

выпускников школы. Решение нестандартных задач повышенного уровня 

сложности, возможно с интеграцией современных информационных 

технологий, смогут развить у учащихся такие качества личности, которые 

характерны для творчески активного человека: оригинальность суждений, 

разнообразие методов решения одной и той же задачи. 

Методология исследования 

Настоящая творческая деятельность школьника возникает лишь, когда 

ему самому необходимо найти способы решения поставленной проблемы в 

условиях высокой степени неопределенности, когда задача становится 

личностно значимой для обучающегося. Это возможно в условиях реализации 

концепции фундирования опыта личности (Смирнов, 2012). Формирование 

творчества на урочных и внеурочных занятиях по математики необходимо 

осуществлять с помощью решения исследовательских задач в контексте 

междисциплинарной интеграции, применения игровых технологий, проведения 

квестов с использованием современных технологий наглядного моделирования, 

исследования проблемных ситуаций на основе компьютерного моделирования, 

необходимость выдвижения гипотез, производить анализ, сравнение, делать 

заключения, подготовка учебных проектов. Всѐ это влияет на развитие 

творческой активности учащихся (Большакова, 2018; Смирнов, 2017; Штофф, 

1966; Dvoryatkina, 2018). При этом далеко не последнюю роль в данном случае 

играет аспект эмоционального отклика на прикладной эффект когнитивной 

деятельности, стимулирование мотивации и интереса обучающихся при 

исследовании практико-ориентированных заданий (Смирнов, 2014). 

Квест в процессе обучения − игра, где для продвижения по сюжету и 

получения конечного результата участникам необходимо решить умственные 

задачи различного уровня сложности. В зависимости от сюжета квесты могут 

быть: 

− линейными – разгадав одно задание, участники получают следующее, и 

так до тех пор, пока не пройдут весь маршрут; 

− штурмовыми – игроки получают основное задание и перечень точек с 

подсказками, но при этом самостоятельно выбирают пути прохождения квеста; 
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− кольцевыми, которые представляют собой тот же «линейный» квест, но 

команды стартуют с разных точек, которые будут для них финишными. 

Структура образовательного квеста может быть следующей: 

– введение в сюжет квеста,  

– выполнение заданий, 

– оценка проделанной работы. 

В рамках проведения муниципального проекта «Математическая 

вертикаль», целью которого является повышение качества математического 

образования, мной был разработан образовательный web-квест для учащихся 6 

класса «Математика – царица наук» с использованием цифровых 

образовательных ресурсов. 

В настоящее время нет необходимости доказывать важность 

межпредметных связей в процессе обучения. Они способствуют лучшему 

формированию отдельных понятий внутри отдельных предметов, групп и 

систем, так называемых межпредметных понятий, то есть таких, полное 

представление о которых невозможно дать учащимся на уроках какой-либо 

одной дисциплины. Современный этап развития науки характеризуется 

взаимопроникновением наук друг в друга. Для того чтобы обучающимся 

продемонстрировать взаимосвязь математики с другими науками был 

разработан образовательный web-квест «Математика – царица наук. 

Дидактическая цель игры – развитие интереса к изучению математики по 

средствам раскрытия межпредметных связей математики с другими науками; 

повышение интеллектуальной активности учащихся. Форма проведения 

мероприятия – дистанционная. Результат прохождения квеста – зашифрованная 

фраза. Продолжительность квеста – 40 минут. Участвовать может 

неограниченное количество команд. Онлайн-игра создана с использованием 

следующих интернет-сервисов: 

– образовательная платформа Learnis.ru, 

– google-формы для сбора ответов на задания. 

Ребятам было необходимо не только решить задания, но и прежде всего, 

найти их в квест-комнате. Комната была создана с использованием платформы 

«Learnis.ru». Была выбрана комната «День науки» (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Комната «День науки» 
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В разных частях комнаты находилось пять задач. Каждая задача 

демонстрировала связь математики с другой наукой (химия, информатика, 

биология, физика, история). 

Химия. Математика для химии – это значительный помощник в 

решения многих химических задач. Удивительно, что применение математики 

в этом предмете вовсе не минимальное, а значительное. Без неѐ мы бы не 

смогли рассчитывать массу веществ и химические задачи, в которых 

присутствуют проценты. Одна из таких задач была предложена учащимся (рис. 

2). 

 

 

Рис. 2. Фрагмент квеста «Задача 1. Химия» 

 

Информатика. Несмотря на то, что математика и информатика – 

совершенно разные дисциплины, они неразрывно связаны между 

собой. Информатика в теоретической ее части «выросла» из математики, 

использует активно математический аппарат. Многие темы курса информатики 

можно назвать математическими: элементы математической логики, системы 

счисления, теория графов и другие. При решении задач учащиеся были в роле 

дешифровщиков. Необходимо было расшифровать число, спрятанное за 

игровой символикой (рис. 3). 
 

Рис. 3. Фрагмент квеста «Задача 2. Информатика» 
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История. Для повышения интереса к математике, при изучении 

различных математических понятий,  можно использовать  исторический 

материал. Уроки с привлечением  исторического материала никого не 

оставляют равнодушными. Изучение занимательных исторических задач 

помогает ученикам изучать историю. Во время прохождения квеста учащимся 

было предложено решить задачу, связанную с датами основания двух 

крупнейших городов России – Москву и Санкт-Петербург (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Фрагмент квеста «Задача 3. История» 

 

Биология. Характерной чертой современных научных исследований 

является широкое применение точных математических методов в самых 

разнообразных областях знания. Проникновение математических методов в 

науку о живой природе сейчас очень актуально при создание математических 

моделей, описывающих живые системы и происходящие в них процессы. 

Учащиеся должны были решить задачу о делении бактерии при попадании в 

живой организм (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Фрагмент квеста «Задача 4. Биология» 
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Физика. Роль математики в физике сложно переоценить. Школьники 

учатся работать с математическими выражениями, а задача преподавания 

физики состоит в том, чтобы ознакомить учащихся с переходом от физических 

явлений и связей между ними к их математическому выражению и наоборот.  

Связь математики с физикой реализуется посредством моделирования. Физико-

математическое моделирование производится в интересах физики, а 

математико-физическое – в интересах математики. Само моделирование 

состоит в установлении взаимно однозначного соответствия между 

концептами, с одной стороны, математики, с другой стороны, физики.  Во время 

игры учащимся была предложена задача на комбинаторику про шнур для 

эклектической проводки (рис. 6). Задача раскрывает практическую значимость 

математической теории для физики. 

 

 

Рис. 6. Фрагмент квеста «Задача 5. Физика» 

 

Ключ от двери комнаты – ответы на задания. Результат прохождения 

квеста – цитата русского математика Алексея Николаевича Крылова: «Рано или 

поздно всякая математическая идея находит применение в том или ином деле». 

 

Результаты 
Самая главная задача в развитии творческих способностей обучающихся 

– это необходимость развития мыслительной деятельности при исследовании 

сложных задач на основе проявления функциональной (математической) 

грамотности. При выполнении практико-ориентированных задач необходимо 

не только опираться на тот уровень, который уже сформирован у 

обучающегося, но и «забегать вперед», создавая проблемные «зоны 

ближайшего развития» Л. С. Выготского, ведь иначе перед школьниками не 

будет возникать проблемных ситуаций, решение которых ведет к развитию 

активности, самостоятельности и самое главное к повышению уровня 

креативного творческого мышления. Формирование творчества на внеурочных 

занятиях по математики необходимо при этом осуществлять поэтапно на базе 

фундирования опыта личности и с помощью решения исследовательских задач, 
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применения игровых технологий, проведения образовательных квестов с 

использованием современных технологий. 

Результаты проведенного исследования будут полезны в работе учителя 

математики, в контексте разработки инновационных стратегий математической 

деятельности, способствующих активизации мотивационной сферы учения, 

повышению качества математических знаний и умений учащихся, активизации 

творческой активности старшеклассников. 

Заключение 

Основными задачами педагога в вопросах развития творческой 

активности школьников являются следующие задачи: развить потребность в 

самоорганизации и личностном росте, активизации поисковой активности и 

междисциплинарной деятельности, преодолении стереотипов, умении находить 

решения в нестандартных ситуациях, диалоге культур во взаимодействии (в 

том числе, сетевой) математической, информационной, естественнонаучной и 

гуманитарной деятельностей. Выполнение поставленных задач ведет к 

развитию критичности мышления школьников, функциональной 

(математической) грамотности, стремлении к новизне и качественном 

выполнении поставленных задач. Ученые- педагоги считают, что продуктивная 

творческая деятельность обучающегося начинается тогда, когда ребенок 

преодолевает непознанное при наличии перспективы реализации личностных 

преференций, знакомится с новым аппаратом исследования для себя на основе 

освоения наглядно-цифровых моделей сложного знания, погружается в 

ситуации эмоционального отклика на прикладной эффект творческой 

активности.  
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Аннотация. В данной статье рассматривается историогенезис и практика замощения 
плоскости многоугольниками как средство формирования функциональной 
(математической) грамотности и развития вероятностного стиля мышления 
школьников. Предложен тематический план и содержание факультатива 
«Математическое моделирование в замощении плоскости многоугольниками», а также 
методика организация занятий по заявленной теме для обучающихся основной школы, 
Отбор примеров замощения плоскости и математического аппарата способствует 
формированию математической грамотности и вероятностного стиля мышления 
школьников.  
Ключевые слова: вероятностный стиль мышления, замощение, плоскость, 
многоугольник, внеурочная деятельность. 
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Министерства просвещения РФ на НИР «Механизм научно-методического 
сопровождения педагогов по вопросам формирования функциональной грамотности 
школьников: трансфер образовательных технологий» (073-00109-22-01). 

DEVELOPMENT OF PROBABILISTIC STYLE OF SCHOOLCHILD REN’S THINKING 
(BY THE EXAMPLE PROBLEMS OF THE PLANE TILING OF POLYGONS) 

Abstract. This article examines the history genesis and practice of paving the plane with 
polygons as a means of functional (mathematical) literacy forming and developing the 
probabilistic style of student’s thinking. The thematic plan and content of the elective 
"Mathematical modeling in paving the plane with polygons" are proposed, as well as the 
methodology of organizing the classes on the declared topic for basic school students, the 
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selection of paving the plane examples and mathematical apparatus contributes to 
mathematical literacy formation and probabilistic style of student’s thinking. 
Keywords: probabilistic style of thinking, tiling, plane, polygon, extracurricular activities.  

Введение 

Актуальность проблемы. Наши первые впечатления об окружающем 

мире, появившиеся с началом жизни человека – это впечатления гармонии 

мира, закономерности явлений, их причины, необходимости, регулярности. 

Например, солнце восходит и заходит, дни и ночи сменяют друг друга, после 

весны приходит лето, затем осень, зима и вновь весна. Мир кажется 

удивительно логично организованным, а те случайности, которые встречаются 

каждый день, представляются нам противоестественными, не случайными. 

Все это организует нашу психику и влияет на психологию умственной 

деятельности. С каждым годом детерминированность мира все больше и 

больше упрочивается в сознании и образует довольно устойчивый феномен. 

Таковы наши представления о мире в первом приближении. Однако 

сегодня в науке фундаментальное значение приобретает понятие случайного, 

которое быстро развивается в последние десятилетия. Это второе приближение 

в познании мира. Оно показало, что вероятностные закономерности вездесущи 

и важны для человечества и требуют развития вероятностного мышления. Но, к 

сожалению, в современном мире учащиеся все меньше и меньше применяют 

свой ум для решения задач вероятностного характера. Сейчас без проблем 

можно найти решение задачи в Интернете или же с помощью современных 

приложений.  

Именно поэтому необходимо мотивировать учащихся с помощью 

интересных, информационных и инновационных дополнительных занятий, 

внеурочных мероприятий, направленных на развитие интереса и азарта 

решения задач, с помощью которых у них может развиться вероятностный 

стиль мышления, при этом применяя нестандартные ситуации как из жизни, так 

и из науки.   

Одной из подходящих тем для данного исследования является замощение 

плоскости многоугольниками, потому что именно на этой теме можно 

проследить закономерность появления той или иной фигуры, рассчитать 

вероятность, а также это та тема и проблема, которую учащиеся видят 

ежедневно: дома, на улице, в кафе или театре. 

История проблемы  
Можно предположить, что интерес человека к замощению плоскости 

своими корнями уходит к первобытному строю, когда человек свои 

представления об окружающем мире изображал в виде знаков. 
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Рис. 1. Изображения первобытного человека 

 

Позднее замощение плоскости геометрическими фигурами уже четко 

можно проследить в орнаментах, мозаиках и других узорах, которыми люди 

стремились украсить предметы быта, одежду, украшения и свое жилище.  

 

 

Рис. 2. Древние геометрические узоры в быту 

 

Поражают своей красотой и сложностью узоры, которыми в 

средневековье покрывали мечети Средней и Центральной Азии. 

 

 

Рис. 3. Узоры на стенах мечетей Средней и Центральной Азии 
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Оказывается, что для создания этих узоров применяли не простые узоры, 

расположенные в случайном порядке, а фигуры, которые располагались в 

строго определенном порядке согласно чертежам. Удивителен тот факт, что 

математики обратили внимание на данные узоры только спустя столетия в 

связи с открытием решеток Пенроуза (Penrose, 1989). Именно эти древние 

узоры есть ничто иное, как мозаики Пенроуза. В свою очередь, физики увидели 

эти узоры в структуре квазикристаллов.  

 

 

Рис. 4. Мозаика Пенроуза 

 

Еще один поразительный факт в истории замощения плоскости связан с 

деятельностью голландского художника Мориса Эшера (1898 - 1972), который 

никогда не понимал математику, но утверждал: «Все мои произведения — это 

игры. Серьезные игры». Однако математики всего мира в этих играх видят 

абсолютно серьезное подтверждение многих математических идей. 

 

 

Рис. 5. Рисунки М. Эшера 

 

Самое серьезное внимание проблеме замощения плоскости стали уделять 

лишь в конце 20 века. И связано это с развитием физики квазикристаллов – 

сплавов металлических элементов. Дело в том, что атомную структуру 

квазикристалла можно понять с помощью математической теории замощения. 

(Векилов Ю.Х., 1997) 
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Рис. 6. Атомная модель Al-Pd-Mn квазикристалла 

 

Более ста лет математики всего мира были увлечены решением задачи о 

замощении плоскости выпуклыми многоугольниками. Перед ними стояла 

задача описать все выпуклые многоугольники, которыми можно замостить 

плоскость. 

Уже древние пифагорейцы   установили тот факт, что замостить 

плоскость без пробелов и перекрытий можно только тремя правильными 

многоугольниками, – треугольником, квадратом и шестиугольником.  

Проверим утверждение о том, что никакими другими правильными n-

угольниками покрыть плоскость без пробелов и наложений не получится. Как 

известно, сумма внутренних углов любого n-угольника равна (n – 2) · 180°. 

Поскольку все углы правильного n-угольника одинаковые, то градусная мера 

каждого угла есть . Если плоскость можно замостить такими 

фигурами, то в каждой вершине сходится k многоугольников (для 

некоторого k). Сумма углов при этой вершине должна составлять 360°, 

поэтому  . После нескольких простых преобразований это 

равенство превращается в такое:  . Но, как легко проверить, последнее 

уравнение имеет только три пары решений, если считать, что n и k натуральные 

числа: k = 3, n = 6; k = 4, n = 4 или k = 6, n = 3. Этим парам чисел как раз и 

соответствуют замощения из правильных треугольников, четырехугольников и 

шестиугольников. 

 

 

Рис. 7. Правильные многоугольники, которыми можно замостить плоскость 

 

Также было доказано, что любым треугольником и любым 

четырехугольником можно замостить плоскость. Идея доказательства строится 

на внешних углах многоугольников. Алгоритмы замощения следующие (Клюев 

Е.В., 2007): 
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Алгоритм замощения плоскости треугольниками:  

1. Достраиваем треугольник до параллелограмма; 

2. Пристраиваем данный новый параллелограмм к имеющемуся. 

 

Рис. 8. Алгоритм замощения плоскости треугольником 

 

Идея замощения плоскости произвольным четырехугольником: укладка 

четырехугольников диагоналями друг к другу. 
 

 

Рис. 9. Замощение плоскости выпуклыми четырехугольниками 

 

 

Рис. 10. Алгоритм замощения вогнутым четырехугольником 

 

 Были описаны 3 класса выпуклых шестиугольников, которыми можно 

замостить плоскость. Шестиугольником можно замостить плоскость тогда и 

только тогда, когда он принадлежит одному или более из трех классов (классы 

тут пересекаются, скажем, правильный шестиугольник принадлежит всем 

трем): 

1.  

2.   

3.  
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Рис. 10. Шестиугольник, которым можно замостить плоскость 

 

Самый сложный случай оказался с описанием пятиугольников. В 

решении этого вопроса принимали участие, как великие математики, так и 

математики-любители, и даже американская домохозяйка. Только в августе 

2015 года математики Вашингтонского университета с помощью 

компьютерной программы открыли пятнадцатый класс таких пятиугольников, а 

французский математик Михаэль Рао – математик из Национального центра 

научных исследований и Высшей нормальной школы Лиона (Франция) ― 
только в 2017 году показал, что больше таких классов не существует (Rao, 

2017). То есть с этого времени считается, что задача о замощении плоскости 

решена (Коняев А., 2017; Rao, 2017).  

Методология исследования 

Этапы исследования: 

1. Выбор темы исследования; 

2. Определение объекта и предмета исследования; 

3. Разработка гипотезы; 

4. Выбор методов исследования; 

5. Составление плана исследования; 

6. Изучение историогенеза выбранной темы; 

7. Подбор теоретического материала;  

8. Разработка факультативного занятия;  

9. Проведение факультативного занятия;  

10. Обработка результатов;  

11. Формулировка выводов по результатам исследования. 

При разработке факультатива использовались следующие 

инновационные подходы:  

1. Личностно-деятельностный подход в освоении сложного знания, 

который подразумевает ориентирование на личность каждого ученика; 

2. Компетентностный подход, акцентирующий внимание на получение 

личностных результатов обучения.   

Методы исследования. Теоретическими методами исследования 

являются: анализ, синтез, классификация, аналогия и наглядное моделирование, 

фундирование опыта личности (Смирнов, 2012). 

Эмпирическими методами исследования являются: эксперимент в 

математике, наблюдение и компьютерное моделирование, построение 
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вероятностных моделей (Смирнов, 2015; Дворяткина, 2013; Табачников, 2011; 

Нигмедзянова, 2018). 

Гипотеза исследования. Развитие вероятностного стиля мышления у 

школьников будет осуществляться эффективно при наличии нестандартных 

ситуаций и симбиоза математического и компьютерного моделирования в ходе 

исследования сложного знания в «проблемных зонах» освоения математики . 

Данный подход к освоению сложного математического знания повышает 

учебную мотивацию школьников и реализуется в ходе организации внеурочной 

деятельности.   

Результаты 

В результате этапов исследования была выбрана тема исследования 

«Математическое моделирование в замощении плоскости многоугольниками», 

определены объект и предмет исследования, выдвинута гипотеза.  

Разработанный факультатив включает в себя 10 тем, рассчитанных на 17 

часов работы (факультатив проводится 1 раз в две недели) для обучающихся 

основной школы.  

Таблица 1. 

Тематический план факультатива 

Кол-

во 

часов 

Тема Средства обучения 

Компоненты 

вероятностного 

стиля мышления 

1 «Многоугольник
и и их свойства» 

Компьютер, проектор, 
презентация, раздаточный 
материал (свойства 
многоугольников) 

– 

1 «Из истории 
замощения» 

Компьютер, проектор, 
презентация, раздаточный 
материал (примеры 
замощения плоскости из 
древности) 

– 

2 «Правильные 
замощения» 

Компьютер, проектор, 
презентация, листы А4, 
цветные карандаши, 
фломастеры, цветная бумага, 
картон, лабораторно-
расчетные работы 

Логический, 
интуитивный, 
творческий  

2 «Замощение 
плоскости 
произвольными 
треугольниками и 
четырехугольник
ами» 
(приложение 6) 

Компьютер, проектор, 
презентация, листы А4, 
цветные карандаши, 
фломастеры, цветная бумага, 
картон, раздаточный 
материал (многоугольники 
для самостоятельной работы, 
скелет рыбы для фишбоуна) 

Логический, 
интуитивный, 
творческий 
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2 «Замощение 
плоскости 
пятиугольникам
и и 
шестиугольника
ми» 

Компьютер, проектор, 
презентация, эксперимент, 
лабораторно-расчетные 
работы 

Логический, 
интуитивный, 
творческий 

2 «Другие виды 
паркетов» 

Компьютер, проектор, 
презентация, эксперимент, 
листы А4, цветные 
карандаши, фломастеры, 
цветная бумага, картон 

Логический, 
интуитивный, 
творческий 

1 «Мозайка 
Роджера 
Пенроуза» 

Компьютер, проектор, 
презентация, раздаточный 
материал (примеры для 
замощения из мозаики 
Пенроуза) 

Логический, 
критический  

1 «Бывают ли 
невозможные 
замощения?» 

Компьютер, проектор, 
презентация, экспернимент 

Логический, 
диалектический  

2 Выступления с 
проектами на 
тему 
«Замощение 
плоскости 
многоугольника
ми» 

Компьютер, проектор, 
презентации учащихся 

Интуитивный, 
творческий, 
критический 

3 Учебная игра 
«Замощение 
плоскости 
многоугольника
ми» 

Веб-квест, компьютер, листы 
А4, цветные карандаши, 
фломастеры, цветная бумага, 
картон 

Логический, 
интуитивный, 
творческий, 
критический, 
функциональный 

Заключение 
Замощение – одна из интереснейших проблем, изучаемых несколько 

десятилетий. Данная тема затрагивает не только художественную область, но 
также и математику, и физику, и другие технические науки.  

Замощение плоскости многоугольниками действительно развивает у 
учащихся вероятностный стиль мышления. Ведь что, как не окружающая нас 
среда, сможет научить выявлять закономерность, рассчитывать вероятность, 
логически и интуитивно мыслить? Именно эта тема направлена не только на 
творческую составляющую инновационного мышления, то и математическую 
(в частности, вероятностную).  

В настоящей статье представлены историогенез замощения плоскости 
многоугольниками, методы исследования данной темы, а также факультатив, с 
помощью которого у учащихся сформируется вероятностный стиль мышления, 
который необходим человеку в повседневной жизни.  
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СИСТЕМЕ ФИЛОСОФСКИХ И ПСИХОЛОГО-ПЕДАГОГИЧЕСКИХ КАТЕГОРИЙ  

Лыкова К. Г. 1 
Научный руководитель: д. п. н., профессор Щербатых С.В.2 

1,2 Елецкий государственный университет им. И.А. Бунина 

e-mail: 1ksli1024@mail.ru, 2shcherserg@mail.ru 

Аннотация. В статье выявлены сущностные характеристики мировоззрения 
школьников в системе философских и психолого-педагогических категорий, раскрыто 
содержание исследуемого понятия. Мировоззренческий потенциал обучения 
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стохастике выражается в том, что предмет стохастики как науки позволяет взглянуть 
на внешний мир под определенным углом зрения (метафорически-символически и 
системно), изучать случайные явления и процессы, их связи и закономерности. Такой 
метод расширяет мировоззренческие конструкты старшеклассников, ориентируя их на 
понимание стохастической составляющей окружающего мира. Данное исследование 
направлено на развитие мотивации и ценностных ориентаций учащихся 10-11 классов 
общеобразовательных школ, обеспечение прочности системы стохастических знаний, 
совершенствование мыслительных действий и операций, повышение активности и 
самостоятельности в учебно-познавательной деятельности. Полученные результаты 
дополняют методические средства математического образования, которое направлено 
на развитие полезных мировоззренческих качеств старшеклассников. 
Ключевые слова: стохастическое мировоззрение, математическое образование, 
среднее общее образование, теория вероятностей.  

STOCHASTIC WORLDVIEW OF HIGH SCHOOL STUDENTS IN THE SYSTEM OF 
PHILOSOPHICAL AND PSYCHOLOGICAL-PEDAGOGICAL CATEGORIES 

Abstract. The article reveals the essential characteristics of students' worldview in the 
system of philosophical and psychological and pedagogical categories, reveals the content of 
the concept under study. The worldview potential of teaching stochastics is expressed in the 
fact that the subject of stochastics as a science allows you to look at the outer world from a 
certain angle (metaphorically-symbolically and systematically), to study random phenomena 
and processes, their relationships and regularities. This method expands the worldview 
constructs of high school students, guiding them to understand the stochastic component of 
the surrounding world. This research is aimed at the development of motivation and value 
orientations of students in grades 10-11 of secondary schools, ensuring the strength of the 
system of stochastic knowledge, improving thinking actions and operations, increasing 
activity and independence in educational and cognitive activity. The obtained results 
complement the methodical means of mathematical education, which is aimed at the 
development of useful worldview qualities of high school students. 
Keywords: stochastic outlook, mathematical education, general secondary education, 
probability theory. 

Введение 
Важнейшей задачей образования сегодня являются подготовка личности 

учащегося к критичности и самостоятельности мышления, формирование 

общечеловеческой культуры, ценностей и мировоззрения. В связи с чем 

актуальна проблема формирования мировоззрения старших школьников, 

которое способствовало бы их лучшей ориентации к информационному миру и 

адаптации к его изменениям. 

К специфическим особенностям такого мировоззрения следует отнести 

развитие у старшеклассников положительного отношения к случайностям и 

умений оценивать ситуации, наполненные вероятностными утверждениями и 

статистическими данными. 

«В учебной среде» мировоззрение вооружает учеников научной 

методологией и способами мышления, позволяет им объяснять мир с научных 

позиций, познавать его на основе законов диалектики, участвовать в его 
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преобразовании (Лихачев, 2010, с. 338). Синтезирующий характер 

мировоззрения порождает обобщающе-объективный взгляд на мир и дает 

возможность сбалансировать результаты познавательных форм. 

Методология исследования  

Проведен анализ фундаментальных работ в области философии 

(П.В. Алексеев, Л. Е. Балашов, Н.А. Бердяев, Г.В. Гегель, М.С. Каган, И. Кант, 

А.А. Касьян, А.Г. Спиркин, В.И. Шинкарук и др.); трудов в области педагогики 

и психологии (Б. Г. Ананьев, Л.С. Выготский, В.В. Давыдов, А.Л. Жохов, 

Д. А. Леонтьев, Б.Т. Лихачев, И.П. Подласый, В.А. Сластенин, И.Ф. Харламов и 

др.). Исследованы педагогические аспекты формирования мировоззрения в 

работах Н.Д.Андреевой, С.Э. Берестовицкой, З.Г. Воинкова, Б.В. Гнеденко, 

А.Л. Жохова, И.Е. Карелиной, Э.И. Моносзон, И.Ф. Харламова, C.L. Hull и др.  

Изучены положения, определяющие развитие системы современного 

математического образования (С.Н. Дворяткина, Ю.М. Колягин, 

Н.С. Подходова, А.Л. Семѐнов, Т.Ф. Сергеева, И.М. Смирнова, В.И. Снегурова, 

В.А. Тестов, М.В. Шабанова, С.В. Щербатых и др.).  

Результаты  
Анализ литературных источников по проблеме мировоззрения показал, 

что данное понятие относится к междисциплинарной отрасли знаний и широко 

используется в различных исследованиях по математике. В англоязычной 

литературе нет концептуального различия между мировоззрением и взглядом 

на мир. В немецком языке мировоззрение также переводится как 

«мироощущение» в отличие от «взгляда на мир», отражающего пассивное, 

созерцательное восприятие мира. 

 Объектом научного исследования понятие «мировоззрение» было 

признано только в XX веке. Косвенным доказательством этого факта может 

служить отсутствие термина в словаре В. Даля второй половины XIX века. 

Анализ литературных источников позволил установить, что принятие 

значимости мировоззрения происходило постепенно как для отдельного 

человека, так и общества в целом, в том числе философов, исследователей, 

деятелей культуры. В толковом словаре С.И. Ожегова можно найти короткое 

определение: «Мировоззрение – система взглядов, воззрений на природу и 

общество» (Ожегов, 2005). В философском энциклопедическом словаре 

определение было расширено. «Мировоззрение – система представлений о 

мире, о месте в нѐм человека, об отношении человека к окружающей его 

действительности и к самому себе, а также обусловленные этими 

представлениями основные жизненные позиции и установки людей, их 

убеждения, идеалы, принципы познания и деятельности, ценностные 

ориентации». 

Во второй половине XX в. В. Ф. Черноволенко, А. Г. Спиркин, И. С. Кон , 

В. С. Овчинников, А. К. Уледов, А. Н. Чанышев занимались исследованием 

развития личностно-ориентированного направления в понимании 

мировоззрения. В связи с чем мировоззрение изучалось в единстве 

психологических, внутренних и внешних, социальных факторов жизни 
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человека. Внимание акцентировалось на практическом отношении человека, 

его жизненных позициях и принципах, заложенных в мировоззрение. 

Достаточно интересно определяют мировоззрение П.В. Алексеев и 

А.В. Панин: «Более или менее сложная и систематизированная совокупность 

образов, представлений и понятий, в которой и через которую осознают мир в 

его целостности и единстве, а также положение в нѐм» (Алексеев, 2015).  

В современной философии мировоззрение представлено в рамках форм 

сознания и самосознания личности. Мировоззрение является ядром 

общественного и индивидуального сознания. Сознание человека развивается в 

процессе овладения научными знаниями, передовыми достижениями науки, 

системой общих методов познания действительности. В.С. Степин пришел к 

проблеме, что мировоззрения кроится в формировании убеждений, ориентиров 

к постоянно-изменяющимся социальным условиям. В этом аспекте 

исследование мировоззрения как формы самосознания обладает эвристическим 

потенциалом. 

Таким образом, ученые-философы сходятся во мнении, что 

мировоззрение выражает целостное представление о мире и месте человека в 

нѐм, направление его деятельности, осознанное отношение к действительности. 

Известные исследователи Б.Г. Ананьев, М.Г. Ашманис, Л.С. Выготский, 

Б.И. Додонов, В.И. Ковалев, Е.С. Королькова, Д. А. Леонтьев, Н.А. Менчинская 

и др. отмечали необходимость раскрытия важных общетеоретических и 

психологических вопросов формирования основ мировоззрения. 

В научной школе Л.С. Выготского мировоззрение рассматривалось как 

характеристика поведения человека в целом и его культурное отношение к 

миру. «Под мировоззрением не следует понимать какие-либо логические, 

продуманные, оформленные в осознанную систему взгляды на мир» 

(Выготский, 2019).   

К.Г. Юнгу принадлежит заслуга установления взаимосвязи 

мировоззрения и персональных ориентиров человека. Мировоззрение 

охватывает все виды установок к миру, следовательно, мировоззрение – 

абстрактно сформулированные установки. Под установкой он понимает: 

«Психологическое понятие, характеризующее ориентированное на цель или на 

«высшее представление» особое расположение психических содержаний» 

(Юнг, 1994).  По его мнению, обладать мировоззрением, значит создать образ 

мира и самого себя, знать, что есть мир и кто есть я. Особое внимание К.Г. Юнг 

уделял развитию «максимально возможного познания». «Такое познание, 

которое опирается только на факты и не принимает необоснованных 

предположений или произвольных утверждений. Оно накапливает 

обоснованные гипотезы, но при этом не забывает о том, что любое знание 

ограниченно и подвержено заблуждениям» (Юнг, 1994).   

В работах Н.А. Менчинской: «Развитие мировоззрения осуществляется за 

счет выявления двух основных закономерностей: устремленности к более 

широкому синтезу и органическому слиянию различных компонентов 

мировоззрения – знаний, отношений, готовности действовать и причастности 
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личности к движимым ею мотивам, потребностям, эмоциям, а также интеллекту 

и воле». 

Б.Г. Ананьев мировоззрение определил следующим образом: 

«Необходимый элемент в структуре личности, характеризующий поведение, 

познавательную и творческую деятельность, формирующий отношение 

личности к наиболее важным событиям мира» (Ананьев, 2010).  

Автор другой концепции Б.И. Додонов полагает, что мировоззрение есть 

проявление фундаментального образования зрелой психики, содержащее в себе 

знания о мире и отношение к нему. 

В теории Д.А. Леонтьева: «Мировоззрение – составная часть, точнее, 

ядро индивидуального образа мира, содержащее как представления о наиболее 

общих свойствах, связях и закономерностях, присущих предметам и явлениям 

действительности, их взаимоотношениям, а также человеческой деятельности и 

взаимоотношениям людей, так и представления о характеристиках идеального, 

совершенного мира, общества и человека» (Леонтьев, 2003).  

Подобная неоднозначность концепций вызвана разносторонностью 

исследуемого понятия. Каждый ученый по-своему понимал понятие 

«мировоззрение» и присваивал специфические особенности и присущие только 

ему черты. 

Большинство исследователей (М.Г. Ашманис, Д.А. Леонтьев и др.) 

придерживаются мнения, что мировоззрение по мере познания и накопления 

личного опыта будет углубляться и расширяться на протяжении всей жизни 

человека. «На каждом возрастном периоде жизни по-разному воспринимается и 

ощущается мир, осознается миропорядок, выстраивается индивидуальное 

мировидение и мироосвоение» (Леонтьев, 2003). Психологи отмечают, что в 

подростковом возрасте за счет происходящих качественных изменений 

формируется эмпирическое и теоретическое мировоззрение, что обусловлено 

внутренними преобразованиями: развитием индивидуально-психологических 

качеств, знаний, умений, взглядов и убеждений, ценностей и установок, 

рефлексии и самопознания. 

Из всего выше сказанного следует, что исследование проблемы 

мировоззрения в психологии сводятся к пониманию его как результата особой 

внутренней деятельности человека. Мировоззрение напрямую связано с 

возрастными и индивидуальными особенностями, с различными аспектами 

личности человека (знаниями, умениями, отношениями, мотивами, оценкой и 

идеалами). Осознание причин и целей стимулирует становление 

мировоззрения, создавая образ мира, мыслящий человек одновременно 

изменяет себя. 

Сложность и многогранность мировоззрения требует его различных 

педагогических определений. Советским педагогом Э. И. Моносзоном в 

научный оборот было введено определение, ставшее методологической 

основой многих работ. «Мировоззрение – обобщенная система взглядов, 

убеждений и идеалов, в которых человек выражает свое отношение к 

окружающей его социальной и природной среде. Мировоззрение, являясь 



Инновационные технологии в математическом образовании: молодежная парадигма 

36 

 

обобщением знаний, опыта и эмоциональных оценок, выражает определенную 

личностную позицию субъекта в исторически конкретной системе 

общественных отношений» (Моносзон, 1985). И.Ф. Харламов под 

мировоззрением понимает: «Специфическую форму сознания человека, 

включающую в себя систему его знаний, взглядов, убеждений и идеалов, в 

которых выражается его отношение к развитию природы и общества, которые 

определяют его общественно-политическую и нравственно-эстетическую 

позицию, поведение в различных сферах жизни». Подобное отношение 

человека к миру характеризует специфику мировоззрения и отличие его от 

остальных систем знаний. По мнению Б.Т. Лихачева, «в условиях обучения» 

под мировоззрением следует рассматривать: «Устойчивое внутреннее 

состояние детского сознания, представляющее собой органическое единство 

научных взглядов и убеждений с процессом их познания, творческого 

применения, сопутствующими чувствами и эмоциональными переживаниями, а 

также волевыми устремлениями» (Лихачев, 2010). 

Мировоззрение каждого человека неповторимо, в его основу заложен 

уникальный индивидуальный опыт и специфические знания о природе. 

Мировоззренческому познанию свойственна специфическая незавершенность и 

динамичность, побуждение к внутренним обновлениям и совершенствованиям. 

Ценности всегда связаны с субъектом, с человеком. Ценностей вне 

человека и общества не существует, они выступают в качестве ориентиров в 

сознании каждого человека для управления своими действиями. Д. А. Леонтьев 

личностные ценности по функциональному месту в структуре мотивации 

относит к классу устойчивых мотивационных образований. Лишь та ценность 

способна стать мотивом, что ведет к росту и совершенствованию личности. 

Итак, ценности исполняют роль фундаментальных норм и регуляторов 

активности и поведения человека. 

Единство чувственной и интеллектуальной сторон обуславливается 

множеством объективных и субъективных причин: психологическими, 

общественными и другими аспектами. Развитие и совершенствование 

мироощущения, мировосприятия, миросозерцания и миропонимания укрепляет  

мировоззрение человека. 

Чтобы выявить сущностные характеристики мировоззрения в процессе 

обучения школьников, рассмотрим подробней понятие «научное 

мировоззрение». Научное мировоззрение существует как наиболее общая 

форма общественного сознания. Мировоззренческие идеи интегрируют в себе 

единую целостно-ориентированную систему. Отправным пунктом 

формирования мировоззрения личности учащегося является реализация 

взаимосвязи научной истины, взглядов и убеждений. Базисом научного 

мировоззрения выступают научные знания. Наука устремлена к глубинному 

постижению устройства мира, функционированию природных систем, 

объяснению закономерностей и принципов всего живого. Согласно 

И.В. Мартынычеву мировоззрение является научным, если оно правильно 

отражает общие закономерности развития природы и общества, 



Инновационные технологии в математическом образовании: молодежная парадигма 

37 

 

подтверждается практикой и способствует решению назревших социальных 

проблем. В.И. Вернадский отмечает, что задачей научного мировоззрения 

является возможность дать картину исторического развития основных проблем 

современного точного описания Природы. 

Научное мировоззрение позволяет выразить определенное отношение к 

миру явлений, в котором каждое явление научно изучено и не противоречит 

основным принципам научного искания. Такому типу мировоззрения присуща 

сознательная волевая устремленность человека к расширению и углублению 

границ знания, с последующим мыслительным охватом всего сущего. 

Отдельные явления, соединяясь вместе, образуют единую картину, 

исследующую и движение небесных светил, и строение микроорганизмов, и 

функционирование многочисленных математических законов, и т. д. 

Таким образом, в ходе анализа философской, психолого-педагогической и 

методической литературы по проблеме исследования пришли к феномену 

«частичного мировоззрения» – явление индивидуального сознания, источник 

происхождения которого связан с отдельной наукой. Понятие «частичное 

мировоззрение» характеризует отношение человека к миру через призму 

определенной науки. В исследованиях И. Е. Карелиной, А. А. Касьяна, 

А. Л. Жохова одной из форм частичного мировоззрения выступает 

«математическое мировоззрение». При чем к числу механизмов, 

характеризующих математическое мировоззрение отнесены те способы 

освоения окружающей действительности, которые принадлежат научному 

мировоззрению. 

В результате анализа содержания и специфики отдельных предметных 

областей математики, а именно комбинаторики, теории вероятностей, 

математической статистики, которые в ряде научных работ Д.В. Маневича, 

А. Плоцки, Н.С. Седовой, В.Д. Селютина, С.В. Щербатых, объединяются 

термином «стохастика», к феномену «частичного мировоззрения» было 

отнесено понятие «стохастическое мировоззрение». Понятие «стохастический» 

применяется к учебному материалу стохастической линии школьного курса 

математики. В связи с чем, разработано авторское его определение:  

Под стохастическим мировоззрением старшеклассников понимаются 

взгляды и убеждения, сформированные под влиянием вероятностно-

статистических методов и находящие свое выражение в отношении учащихся к 

стохастической составляющей окружающего мира. 

К специфическим особенностям стохастического мировоззрения, были 

отнесены следующие характеристики: «гибкость» мышления, восприимчивость 

к стохастической составляющей, адаптивность, «стохастическая» память. 

Для формирования стохастического мировоззрения старшеклассников 

при обучении математике необходима организация мировоззренчески 

направленного обучения. А.Л. Жохов определяет мировоззренчески 

направленное обучение математике следующим образом: «Управляемый 

учителем процесс оказания учащимся помощи в «выращивании» у них 

мировоззренчески значимых для них обобщѐнных ориентиров и механизмов 
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творчества при обучении познавательной математической деятельности и 

математическим знаниям». Мировоззренчески направленное обучение 

стохастике выступает основной для освоения более сложного математического 

знания и тем из смежных наук, стимулирует раскрытие внутренних резервов 

старшеклассников, благоприятствует формированию полезных качеств 

личности. Изучение стохастики позволяет учащимся не только лучше узнать 

часть математики, но и другие дисциплины (например, естественнонаучные) в 

процессе установления внутрипредметных и межпредметных связей. 

Стохастическая линия школьного курса математики для 10-11 классов 

направлена на развитие и углубление умений и навыков устанавливать  общие 

закономерности; оценивать вероятностный характер реальных зависимостей; 

определять процессы и явления случайной природы; обрабатывать 

статистические данные; работать с совокупностью и еѐ выборками; составлять 

распределения случайных величин; применять закон больших чисел и 

выборочный метод для вычисления вероятностей; проверять статистические 

гипотезы; вычислять коэффициент корреляции. 

При изучении стохастического материала учащимися изучены случайные 

события, случайные величины, изучены статистические закономерности 

социальных явлений, рассмотрено применение вероятностно-статистических 

методов к решению задач, направленность которых обуславливается теорией 

наследственности Менделя, броуновским движением частиц  или случайным 

блужданием физических частиц, законами Максвелла, Гиббса, задачами на 

исследование характеристик крови человека – резус-фактора, эффективности 

антибиотиков и др. Полученные знания и умения помогают учащимся  не 

только исследовать изменчивость и неоднозначность общественных и 

природных  процессов, но и лучше разбираться в различных областях науки. В 

следствии чего у старшеклассников в процессе такого обучения фиксируется 

положительное отношение к случайностям.  

Изучение стохастики в 10-11 классах позволяет достигнуть высоких 

индивидуальных результатов учащимся, развить интеллектуальные 

способности. Специфика стохастики сводится к процедуре понимания, 

пронизывающей все акты мышления путем восприятия и познания 

старшеклассниками окружающего мира в системе сложных взаимосвязей, 

выстраивания системообразующих отношений, инвариантных и вариантных 

под воздействием процессов реальности. В процессе обучения осуществляется 

развитие мыслительных операций и действий учащихся. Использование 

учащимися вероятностно-статистических методов для интерпретации явлений 

окружающей действительности позволяет усилить их мотивацию и укрепить 

ценностные ориентации к стохастической составляющей.  

В рамках такого обучения у учащихся развиваются мировоззренческие 

ориентиры и качества: учебно-познавательные мотивы и мотивы к 

самообразованию, систему прочных предметных знаний по стохастике, навыки 

владения вероятностно-статистическими методами. 
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Показатели, позволяющие судить о степени сформированности 

стохастического мировоззрения, являются следующие: выявление степени 

познавательного интереса и мотивации к изучению стохастики; ценностных 

ориентаций и отношения к стохастической составляющей в окружающем мире; 

глубина и прочность усвоения стохастических знаний; развитие «гибкости» 

мышления, обогащение «стохастической» памяти; установление 

межпредметных связей стохастики, в частности с естественнонаучными 

дисциплинами; организация смены деятельности учащихся на различных 

этапах познавательного процесса (от репродуктивной к познавательно-

исследовательской, от продуктивной к проблемно-творческой); 

сформированность волевой регуляции; коррекция учащимися собственных 

действий и поступков.  

Выводы  

Наличие стохастики в содержании школьного курса математики 10-11 

классов расширяет научный кругозор учащихся, способствует осознанию 

учениками своих возможностей, способствует формированию определенных 

полезных качеств личности, выступает в качестве основы для освоения более 

сложных математических знаний и развития вероятностной интуиции. Для 

того, чтобы иметь объективное отношение к явлениям мира, необходимо 

понимать сущность процессов, уметь их анализировать и оценивать, владеть 

системой стохастических знаний. В результате системы прочных 

стохастических знаний старшеклассники лучше осознают и понимают научные 

законы и теории, выстраивают логически обоснованные доказательства, 

принимают решения в условиях неопределенности на основе имеющихся 

данных, оценивают достоверность событий и явлений.  
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Аннотация. В данной статье рассматривается проблема развития исследовательской 
деятельности учащихся в учебном процессе. Актуальность сформулированной 
проблемы обусловлена новыми задачами, стоящими перед современным школьным 
образованием, – выпускники школ должны быть подготовлены к самостоятельной 
жизни в современном обществе, должны уметь реализовывать свой творческий 
потенциал. Автором аргументирована необходимость совершенствования учебного 
процесса путем внедрения в него исследовательской деятельности и создания условий 
для развития интеллектуальной и мотивационной сфер личности ученика. Приведены 
определения понятий «учебно-исследовательская деятельность», «учебное 
исследование», «исследовательская задача», выделены сущностные характеристики 
указанных понятий. Даны рекомендации по организации и управлению учебно-
исследовательской деятельностью школьников в процессе обучения геометрии. 
Приведены примеры некоторых исследовательских геометрических задач. 
Ключевые слова: учебно-исследовательская деятельность, учебное исследование, 
исследовательская задача. 

DEVELOPMENT OF EDUCATIONAL AND RESEARCH ACTIVITIES OF 
SCHOOLCHILDREN IN THE PROCESS OF TEACHING GEOMETRY 

Abstract. The article deals with the problem of development of research activities of students 
in the educational process. The relevance of the identified problem is due to the new 
challenges facing modern school education – school graduates must be prepared for 
independent life in modern society and able to realize their creative potential. The author 
reasons the need to improve the educational process by including research activities into it 
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and creating conditions for the development of the intellectual and motivational spheres of 
the student's personality. The definitions of the concepts "educational research activity", 
"educational research", "research task" are given and the essential characteristics of these 
concepts are highlighted. Recommendations are given on the organization and management 
of educational and research activities of schoolchildren in the process of teaching geometry. 
Examples of some research geometric problems are given. 
Keywords: educational and research activity, educational research, research task. 

Введение 
Одной из актуальных проблем современного школьного образования 

является организация учебно-исследовательской деятельности, 

способствующей развитию у учащихся мышления, универсальных учебных 

действий, в том числе активности, самостоятельности, творческих начал, 

потребности познавать новое. 

Известно, что в России внимание ученых и педагогов на освещаемую в 

рамках настоящей статьи проблему было обращено еще во второй половине 

XVIII столетия. Известный русский просветитель-педагог того времени             

Н.И. Новиков писал, что «всякий человек тем полезнее бывает государству, чем 

просвещеннее его разум» (Новиков, 1951) и далее, размышляя об «образовании 

разума детей», настаивал: «Разум их должен быть не только упражняем и 

обогащаем разными познаниями, но и так упражняем, чтоб они мало-помалу 

приобретали способность исследовать и разбирать то, что они знать желают, 

удобно отличать истинное от ложного и при сих исследованиях и рассуждениях 

следовать всегда надежным правилам и по кратчайшему идти пути» (Новиков, 

1951). Заметим, что идеи, высказанные Н.И. Новиковым, до сих пор 

продолжают быть ценными и актуальными для школьного образования. 

Зарождение различных подходов к решению проблемы развития 

исследовательской деятельности учащихся в процессе обучения 

прослеживается в трудах Дж. Брунера, В.П. Вахтерова, А. Дистервега,                       

И. Песталоцци, Б.Е. Райкова, Ж. Руссо, Л.Н. Толстого, К.Д. Ушинского и 

других педагогов-классиков. Различные теоретические положения, 

психологические основы, методические и дидактические аспекты, результаты 

практических исследований этой проблемы находят свое отражение в работах 

В.И. Андреева, Д.Б. Богоявленской, В.А. Гусева, В.А. Далингера, И.А. Зимней, 

Л.А. Казанцевой, З.И. Калмыковой, Ю.М. Колягина, А.В. Леонтовича,                    

И.Я Лернера, А.И. Маркушевича, В.Л. Матросова, А.М Матюшкина,                 

М.И. Махмутова, Ф.Ф. Нагибина, П.И Пидкасистого, А.Н. Поддьякова,                 

Д. Пойа, А.И. Савенкова, М.Н. Скаткина, А.Я. Хинчина и других. 

Математика, и в частности геометрия, – школьный предмет, обладающий 

огромным потенциалом для организации учебно-исследовательской 

деятельности учащихся. Однако до сих пор в системе школьного образования 

рассматриваемой проблеме уделяется недостаточно внимания. Нередко в 

процессе обучения используется только традиционный подход, опирающийся 

на доминирующую позицию учителя, – школьникам даются уже готовые 

знания, не требующие никакого исследования. Из-за этого у обучающихся не 
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возникает потребности в самостоятельном поиске новых идей, что ведет к 

потере способности к самосовершенствованию, а значит и к потере 

любознательности, самостоятельности мышления, что, в конечном счѐте, 

делает практически невозможным процесс саморазвития.  

Необходимо совершенствовать учебный процесс посредством создания 

условий, которые способствовали бы развитию познавательной активности 

школьников, потребности в поиске новых знаний, в приобретении новых 

умений и навыков. Учителю в процессе обучения необходимо использовать 

такие методы, формы, приѐмы и средства, которые помогали бы учащимся 

овладевать навыками исследовательской деятельности.  

Успех в развитии учебно-исследовательской деятельности школьников в 

процессе обучения геометрии может быть обеспечен грамотным руководством 

педагога деятельностью обучающихся и применением эффективного 

методического инструментария.  

Результаты исследования 

Учебно-исследовательскую деятельность школьников исследователи 

определяют как: 

 «инструмент развития личности, средство обогащения новыми знаниями, 

способ формирования мировоззрения через сотрудничество учителя и 

учащегося» (Мазяркина, Первак, 2011); 

  «деятельность, главной целью которой является образовательный 

результат, она направлена на обучение учащихся, развитие у них 

исследовательского типа мышления» (Петрова, 2007); 

 «процесс решения поставленной проблемы на основе самостоятельного 

поиска теоретических знаний; предвиденье и прогнозирование как 

результатов решения, так и способов и процессов деятельности» 

(Далингер, 2012). 

Таким образом, учебно-исследовательскую деятельность учащихся 

можно рассматривать как некоторую технологию, последовательность 

ориентированных на результат действий и операций, в которой в качестве 

главного инструмента обучения выступает учебное исследование.  

Учебное исследование – это «такой вид познавательной деятельности 

учащихся, который способствует формированию следующих умений: добывать 

новые предметные знания, приемы и способы действий; самостоятельно 

организовывать поиск; достигать поставленных целей обучения; формировать 

мыслительные операции, такие как аналогия, классификация, обобщение и т.п.» 

(Далингер, 2012).  

Сущностными характеристиками учебного исследования выступают 

наличие потребности в познании чего-либо нового, самостоятельная поисково-

познавательная деятельность обучающихся, направленность на реализацию 

целей обучения. 

В рамках учебного исследования на уроке школьники решают 

исследовательские задачи. Под исследовательской задачей (исследовательским 

заданием) понимают «задачу, содержащую познавательное противоречие, 
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процесс решения которого способствует формированию у учащихся 

исследовательских умений, таких как умение находить аналогии и связи между 

разными объектами и разными свойствами одного объекта, обобщать 

известные факты и выделять частные случаи, устанавливать причинно-

следственные связи между объектами, проводить геометрическую и 

физическую интерпретацию аналитических свойств и т.п.» (Ярков, 2013). 

Выделяют следующие сущностные признаки исследовательских задач: 

«отсутствие не только алгоритма, но и различного рода алгоритмического 

предписания; нестандартность формулировки проблемы; нестандартность 

нахождения способов решения; возможность составления новых задач, 

вытекающих из решения данной; многовариантность гипотез, способов 

решения, ответов; применение догадок, эвристик» (Ярков, 2013). 

Деятельность учителя при подготовке учебного исследования 

предполагает: 

 определение уровня проведения учебного исследования с учетом уровня 

обученности учащихся, уровня развития их мышления; 

 отбор или разработку исследовательского задания в соответствии с 

целями и задачами конкретного урока по конкретному содержанию; 

продумывание форм, приемов и методов организации деятельности 

учащихся в ходе выполнения исследовательского задания; 

 продумывание контроля и оценки деятельности школьников. 

Роль учителя в процессе решения учащимися исследовательской задачи 

заключается в создании проблемной ситуации, организации самостоятельной 

поисковой деятельности школьников на различных этапах исследования, 

тьюторстве. 

Под руководством учителя-наставника ученики выполняют учебное 

исследовательское задание, способ решения которого заранее им не известен. 

Цели применения в учебном процессе исследовательских задач 

заключаются в обучении школьников математической деятельности, 

активизации их мыслительной деятельности, создании некой базы (платформы) 

для развития творческого мышления. 

Процесс формирования у школьников навыков учебно-исследовательской 

деятельности предполагает обучение их специальным ЗУНам (знаниям, 

умениям, навыкам) исследовательского поиска, в числе которых можно 

перечислить следующие способности:  

‒ видеть и формулировать проблемы; 

‒ ставить «правильные» (в контексте задания) вопросы;  

‒ формулировать гипотезы; 

‒ обосновывать, доказывать и защищать свои идеи. 

При этом оценку деятельности учащихся необходимо проводить по 

следующим критериям: 

‒ практическое применение предметных и универсальных учебных 

действий; 

‒ определение объема новых данных для выполнения задания; 
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‒ осознанное применение используемой информации; 

‒ владение методиками обработки информации, поиска способов и 

методов разрешения проблемной ситуации; 

‒ применение сложных техник, оригинальных способов, новых подходов 

к решению. 

 

В ходе проводимого нами исследования:  

 определены обязательные этапы урока геометрии, на котором решается 

исследовательская задача; 

 выделены приемы, способствующие активизации исследовательской 

деятельности учащихся. 

Этапы урока: 

1. Мотивационный этап. Цель: создание условий для возникновения 

проблемной ситуации. 

2. Этап постановки проблемы. Цель: создание условий для осознания 

учеником проблемы, самостоятельного ее формулирования и определения пути 

самостоятельного поиска ее решения. 

3. Этап сбора, систематизации и анализа фактического материала.  

4. Этап выдвижения нескольких гипотез на основе анализа накопленных 

фактов. Цель: обучение формулированию гипотез – ясных и лаконичных 

высказываний, их записи на математическом языке. 

5. Этап проверки гипотез. Цель: подтвердить или опровергнуть 

выдвинутые предположения, скорректировать или изменить формулировку 

гипотезы, возможно и отклонить гипотезу. 

Приемы:  

1) дискуссия (задача учителя – организация дискуссии по создавшейся 

проблемной ситуации с целью достижения осознания проблемы всеми 

учащимися и с попыткой натолкнуть их на определѐнные догадки);  

2) оппонирование (задача учителя – при обсуждении предлагаемых 

учениками гипотез, догадок и методик выполнения исследовательского задания 

выступать в роли оппонента, приводить учащихся к выбору наиболее 

приемлемого метода разрешения проблемной ситуации);  

3) подсказка (задача учителя – направление учащихся при определении 

оптимального алгоритма выполнения задания, подведение их к выбору 

рационального метода решения, к пониманию необходимости обобщения 

полученного результата);  

4) коррекция (задача учителя – корректировка действий учащихся в 

случае реализации ими неверного метода решения);  

5) повторная дискуссия (задача учителя – обсуждение решений, 

найденных учащимися, с целью обобщения полученного результата).  

В качестве основного методического инструментария для развития 

учебно-исследовательской деятельности школьников в процессе обучения 

геометрии нами были предложены наборы исследовательских задач . Приведем 



Инновационные технологии в математическом образовании: молодежная парадигма 

45 

 

примеры некоторых исследовательских задач, которые предлагались ученикам 

в ходе эксперимента.  

Задача № 1 (8 класс, тема «Теорема Пифагора»). 

На клетчатой бумаге постройте несколько квадратов так, чтобы их 

вершины лежали в узлах сетки. Найдите их площади при условии, что сторона 

квадрата сетки равна 1. 

Первый вариант выполнения исследовательского задания. 

Учащиеся выполняют построение квадратов, так, как показано на                 

рисунке 1. 

 

 

Рис.1 

 

Найти площадь таких квадратов для учащихся 8 класса не составляет 

труда. Школьники определяют длины сторон квадратов – в каждом случае это 

целое число клеток, а затем вычисляют площади, находя квадраты целых чисел.  

Второй вариант выполнения исследовательского задания. 

Учащиеся выполняют построение квадратов, так, как показано на         

рисунке 2. 

 

 

Рис.2 

 

Возникает вопрос: «Как же в этом случае найти площади построенных 

квадратов?». Здесь находится несколько способов решения задачи. 

Способ №1.  
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Впишем квадрат в квадрат большего размера так, чтобы вершины 

исходного квадрата находились на сторонах большего (внешнего) квадрата 

(рис.3). 

Искомая площадь внутреннего квадрата в этом случае находится как 

разность площади внешнего квадрата и площадей четырех, равных между 

собой, прямоугольных треугольников. Обозначив катеты прямоугольного 

треугольника через а и b, гипотенузу (а она же есть сторона внутреннего 

квадрата) через c, ученики получают следующий результат: 

  где  . 

 

Рис.3 

Способ №2.   

Как и в первом способе впишем квадрат в квадрат большего размера так, 

чтобы вершины исходного квадрата находились на сторонах большего 

(внешнего) квадрата (рис.3). Затем передвинем получившиеся прямоугольные 

треугольники так, как показано на рисунке 4. 

Площадь закрашенных частей в большом квадрате есть площадь четырех 

равных прямоугольных треугольников. Площадь оставшихся (не закрашенных) 

частей представляет собой искомую площадь. 

 

 

Рис.4 

 

Обозначив сторону одного не закрашенного квадрата через a, сторону 

другого через b, ученики получают результат: 

  где  .  

Способ №3.  
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Учащиеся могут выбрать совершенно иной подход к решению данного 

задания, который не связан с теоремой Пифагора. Например, можно найти 

площадь квадрата, используя формулу Пика: 

, 

где В – количество внутренних точек квадрата, узлов сетки, Г – количество 

точек на границе квадрата, являющихся узлами сетки (см. рис.5). 

В нашем случае (рис.5) В = 16, Г = 4. Подставив данные значения в 

формулу, ученики находят площадь искомого квадрата. 

 

 

Рис.5 

 

Далее учащиеся делают выводы и дают оценку проделанной работе. 

Задача № 2 (11 класс, тема «Объѐмы многогранников»). 

Личный кабинет бухгалтера крупной компании имеет форму правильной 

треугольной призмы, длина стены составляет 8 метров, а высота потолков 4 

метра. Выяснить насколько комфортно в данном кабинете (найти коэффициент 

комфортности К: 

, 

 где V – объем жилища, S – полная поверхность жилища, включая и пол). 

Для начала учащиеся строят рисунок – изображение правильной 

треугольной призмы. Для большей наглядности можно предложить провести 

построение в программе GeoGebra (рис.6).  

 

 

Рис.6 
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Далее в ход идут рассуждение и оценка: что нам известно из условия, а 

что нужно отыскать для нахождения искомого коэффициента? 

Известна форма объекта (правильная треугольная призма) и его размеры.  

Для нахождения коэффициента комфортности нужно найти объем и площадь 

полной поверхности кабинета.  

1) Объѐм вычисляется по формуле , где  – площадь основания 

призмы, Н – высота призмы. 

В основании призмы лежит правильный треугольник, следовательно 

площадь вычислим по формуле 

 , где . 

Отсюда площадь основания , следовательно 

. 
2) Для нахождения площади полной поверхности кабинета требуется сложить 

площадь двух оснований и трех боковых сторон призмы (пола, потолка, и трѐх стен 

кабинета).  

 . 

Так как боковая сторона является прямоугольником, то 

, 

. 

 Отсюда 

, 

. 

3) Найдѐм искомый коэффициент комфортности: 

 
Учащиеся делают  вывод о том, что бухгалтеру компании явно 

некомфортно в своѐм кабинете. 

Заключение 
Систематическое целенаправленное применение исследовательских 

заданий в процессе обучения школьников геометрии способствует развитию у 

них: 

 мыслительной деятельности (и в первую очередь таких мыслительных 

операций, как анализ, синтез, аналогия, классификация и обобщение); 

 исследовательских умений и навыков (в том числе: видеть проблему, 

формулировать гипотезу, самостоятельно осуществлять поиск нового 

знания, обосновывать свою идею, применять оригинальные подходы к 

решению проблемы); 

 универсальных учебных действий; 

 интереса к предмету и, как следствие, мотивации к учебной деятельности. 

Главными задачами учителя при этом являются грамотная организация 

учебного исследования и привлечение к решению исследовательских задач всех 
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учащихся класса (независимо от уровня подготовки и различий в 

способностях), поощрение стремления школьников к творчеству в учебной 

деятельности. 
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Аннотация. Настоящий период образовательной деятельности в школах определяет 
ведущими факторами эффективности образования непрерывность и преемственность 
в обучении. Обозначенные факторы эффективности образования имеют тесную 
взаимосвязь друг с другом. Непрерывность в обучении школьников тому или иному 
предмету определяется наличием последовательных целей учебных задач на всём 
протяжении образования. Каждая новая цель является продолжением предыдущей и 
реализует постоянное продвижение обучающихся вперёд. Непрерывностью на 
границах  форм или этапов обучения называют  преемственность. Таким образом, 
можно заключить, что преемственность в обучении – это составляющая 
непрерывности. С нашей точки зрения, изучение каждого школьного предмета должно 
отвечать требованиям непрерывности и преемственности. К примеру, курс 
математики в общеобразовательной школе, включающий несколько содержательных 
линий, должен постепенно и непрерывно усваиваться учениками. О непрерывности в 
обучении можно говорить в том случае, когда будет соблюдена преемственность в 
овладении школьниками азами теоретических и практических выкладок на каждом 
этапе изучения дисциплины и в формировании математической культуры личности. В 
предложенной статье будет проведён анализ преемственных связей содержательного 
наполнения современных учебников и пособий по стохастике, включающей элементы 
статистики, комбинаторики и теории вероятностей. 
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Ключевые слова: стохастика, преемственность в развитии стохастической линии 
школьного курса математики, школьники. 

SUCCESSIVE RELATIONSHIPS IN THE DEVELOPMENT OF THE STOCHASTIC 
LINE OF THE SCHOOL COURSE OF MATHEMATICS 

Abstract. Continuity and succession in education is one of the factors to ensure the 
effectiveness of education. In addition, continuity and continuity in learning are closely 
related. Thus, continuity indicates the presence of consistent goals of learning tasks 
throughout education, which pass into each other and realize the constant progress of 
students forward. Continuity is continuity at the boundaries of forms or stages of learning. 
From our point of view, the study of each school subject must meet the requirements of 
continuity and succession. For example, a mathematics course in a general education school, 
which includes several content lines, should be gradually and continuously assimilated by 
students. We can talk about continuity in learning in the case when continuity is observed in 
mastering the basics of theoretical and practical calculations by schoolchildren at each stage 
of the study of the discipline and in the formation of the mathematical culture of the 
individual. The proposed article will analyze the successive links of the content of modern 
textbooks and manuals on stochastics, which includes elements of statistics, combinatorics 
and probability theory. 
Keywords: stochastics, continuity in the development of the stochastic line of the school 
mathematics course, schoolchildren.  

Введение 

Опираясь на исследование А. Попова (Попов, 2015), отметим, что 

понятие преемственности в современной науке изучается в рамках следующих 

подходов: философского, социокультурного, социологического, 

психологического, педагогического.  

Рассмотрим подробнее каждый подход к изучению понятия 

преемственности. 

Философский подход – подход, описывающий преемственность как 

феномен существования общества, природы, человека и человеческого 

познания, которое необходимо для постижения окружающего мира (Лосев, 

1970). Такое описание понятия преемственности характерно для греческих 

мыслителей древнего мира: Гераклита, Аристотеля, Платона, Пифагора , 

Сократа (и др.). 

Для мыслителей средневековья (представители: Фома Аквинский и 

Роджер Бэкон) свойственно говорить о феномене преемственности, как о 

«перерождении и разложении».  

Представители Нового времени – Спиноза,  Декарт, –  в философских 

трактатах  и математических трудах утверждают о том, что жизнь изменчива и 

непрерывна.  

Деятелями немецкой классической философии разработаны 

диалектические законы  перехода количественных изменений в качественные и 

отрицания отрицания, в которых ведутся попытки разъяснения действия 

феномена преемственности и принципов его существования. 
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Обратимся к философской трактовке преемственности.  Преемственность 

– «связь между различными этапами или ступенями развития, сущность 

которой состоит в сохранении тех или иных элементов целого или отдельных 

сторон его организации при изменении целого как системы» (Баллер, 1967, 

360). 

Социокультурный подход – подход, определяющий  преемственность 

общественной категорией, в рамках которой феномен преемственности 

выступает передачей социокультурных ценностей, а также их усвоением вновь 

приходящими поколениями. При всем том,  преемственные связи реализуются 

посредством взаимодействия традиций и инноваций. Близок к 

социокультурному подходу подход социологический.  

Социологический подход – подход, рекомендующий изучение феномена 

преемственности через общественные и государственные потребности. Также 

социологический подход – подход, являющийся результатом экономических 

взаимоотношений в обществе. 

С позиции социологического и социокультурного подходов сущность 

преемственности одинакова, однако, между данными подходами все же есть 

некоторое отличие. 

Согласно социологическому подходу, для преемственности необходимо  

обязательное существование в обществе нескольких условий. 

Во-первых, обществу нужны  научные  апробированные  критерии  для 

проведения отбора культурных ценностей. Установлен факт благоприятного и 

гармоничного развития личности и человечества в целом за счет отобранных 

культурных ценностей.  

Во-вторых, общество должно обладать умением социальной рефлексии –

готовности к восприятию культурного наследия прошлого, к соотнесению 

прошлого и настоящего. 

В-третьих, в обществе необходима установка равных прав для всех 

участников общественного развития. 

В-четвертых, в обществе должен быть сформирован открытый доступ к 

культурному наследию, а также сформированы идеологические и социально-

экономические предпосылки для использования передовых традиций.  

Психологический подход. Преемственность с поля зрения 

психологического подхода видится как проблема развития личности. По 

мнению С.Л. Рубинштейна, обосновывающего в своих работах непрерывность 

жизненного пути личности, движущей силой в еѐ развитии  являются 

изменения и, кроме того, каждый этап личностного развития оказывает влияние 

на каждый последующий  (Рубинштейн, 2002). 

Педагогический подход. Согласно педагогическому подходу, 

преемственность – одно из главных качеств педагогического процесса. 

Контекст преемственности с позиции педагогики трактуется таким образом: 

«добавление в неизменном или преобразованном виде ценностей из прошлого в 

настоящее средствами образования» (Попов, 2015, 20–21). Более того, 
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педагогический подход признаѐт значимость преемственности в представлении 

еѐ социокультурным явлением. 

Основная часть 

Переходя к педагогическому процессу на уроках математики, стоит 

обратиться к понятию преемственности в обучении, представленному Е.В. 

Смыкаловой. Она считает, что преемственность – процесс обеспечения 

непрерывного и результативного осуществления учебной деятельности, 

совершенствование психического развития, систематизация умений и навыков, 

знаний обучающихся. Также автор отмечает: «Понятие преемственности 

применимо к объектам, уже имеющим определѐнную структуру, только в таком 

случае возможно сопоставление двух возможных состояний.  Такое 

сопоставление позволяет понять, какие элементы или связи изменились, а какие 

преемственно перешли в новое состояние» (Смыкалова, 2004). 

В свою очередь, процесс изучения  стохастической линии  школьного 

курса математики должен быть непрерывным и результативным, и, 

следовательно, должны осуществляться преемственные связи на все этапах 

обучения школьников стохастике.  

Осуществляются ли эти преемственные связи при переходе от начального 

звена к среднему и от среднего – к старшему? Проведѐм сравнительно-

сопоставительный анализ учебников и пособий по стохастике, последовательно 

анализируя книжные издания для начального, среднего и старшего звена.   

И.О. Ковпак в своей работе (Ковпак, 2013) рассматривает наиболее 

значительные методические схемы для преподавания вероятностно-

статистического материала в начальной школе и говорит о том, что 

предложенные учебники по математике, реализующие данные схемы, в 

достаточном объѐме представляют статистическую компоненту стохастической 

линии.  Несмотря на этот факт, отмечает, что всего лишь два авторских 

коллектива «Школа  2100» и «Начальная школа 21 века» в полной мере 

осуществляют равномерную, последовательную и непрерывную подготовку. 

Изучив статью И.О. Ковпак,  утвердительно скажем о том, что в 

учебниках предложены совершенно разные подходы к изучению стохастики, 

большинство из них непоследовательны и неравномерны. С нашей точки 

зрения, при преподавании статистики, комбинаторики и теории вероятностей 

школьникам среднего звена у учителя могут  возникнуть некоторые трудности, 

причинами которых будет отсутствие должной преемственности или же 

разрозненность  содержательного наполнения учебников. Произойдѐт это 

вследствие разных стартовых уровней  подготовки обучающихся, окончивших 

начальную школу. 
Обратившись к учебным пособиям, предназначенным для учащихся 

среднего и старшего звеньев, и проследив за структурой каждого из них, 

отметим, что содержательные компоненты (параграфы, главы, пункты) 

учебных пособий указывают на необходимость повторного прохождения уже 

изученного материала. Так, к примеру, учебное пособие, разработанное 

авторским коллективом Ю.Н. Тюрина (10-11 классы), начинается с главы 
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«Случайные события и вероятность (повторение основных понятий). 

Одноименное название носит пятая глава пособия по стохастике для 7-9 

классов той же авторской линии.  На этом наглядном примере легко 

убедиться в постановке вопроса о дублировании теоретического материала, 

который постепенно перерастает в глобальную методическую проблему. С 

нашей точки зрения, повторное изучение уже освоенного тормозит личностное 

развитие школьников, происходит падение учебной мотивации. 

Кроме того, авторы  каждого пособия располагают учебный материал 

так, что он оказывается подчинѐнным повторению ранее изученного в 

начальной или основной школе, в отдельных случаях изложение 

стохастической линии начинается с «нуля». Происходит нарушение не только 

преемственности, но и целостности обучения в  системе «начальное общее – 

основное общее – среднее общее образование». 

 В учебных пособиях (Бунимович, 2008), (Макарычев, Миндюк, 2004),  

(Мордкович, Семенов, 2004), (Ткачѐва, Федорова, 2005), (Тюрин, Макаров, 

Высоцкий, Ященко, 2004), (Тюрин, Макаров, Высоцкий, Ященко, 2014) не 

наблюдается единого взгляда на изложение теоретического материала, 

отсутствует общее содержательное наполнение, излагаемые сведения оторваны 

от реальной жизни. Вместе с тем, в них прослеживается незавершѐнность 

стохастической линии, указывающая на отсутствие непрерывности в 

изложении материала. 

Заключение 

Таким образом, необходима тщательная методическая проработка 

стохастической линии школьного курса математики,  результатом которой 

будет последовательное и  систематическое изучение теоретических основ 

предмета. Весь период изучения стохастики, с нашей точки зрения, должен 

сопровождаться расширением, углублением и закреплением тех знаний, умений 

и навыков, которые были получены школьниками на предшествующем этапе 

учебной деятельности. Эффективность подготовки учеников в области 

формирования стохастических представлений будет достигнута в случае общих 

теоретических оснований данной дисциплины в системе непрерывного 

математического образования. 
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Аннотация. Статья посвящена использованию интерактивного сервиса 
LearningApps.org при изучении математики. Установлен дидактический потенциал 
данного сервиса, и определены эффекты его влияния в процессе обучения математике, 
в частности, при изучении школьниками темы «Комплексные числа». Обозначены 
преимущества, получаемые в результате комбинированного использования 
интерактивных сервисов и традиционных средств обучения, определены дальнейшие 
перспективы подобного симбиоза технологий. 
Ключевые слова: процесс обучения математике, интерактивный сервис 
LearningApps.org, результативность усвоения учебного материала. 

INTERACTIVE SERVICE LEARNINGAPPS.ORG IN STUDYING MATHEMATICS 
AND THE EFFECTS OF ITS APPLICATION 

Abstract. The article is devoted to the use of the interactive service LearningApps.org in the 
study of mathematics. The didactic potential of this service has been established, and the 
effects of its influence in the process of teaching mathematics, in particular, in the study of the 
topic "Complex Numbers" by schoolchildren, have been determined. The advantages obtained 
as a result of the combined use of interactive services and traditional teaching aids are 
indicated, further prospects for such a symbiosis of technologies are identified.  
Keywords: the process of teaching mathematics, interactive service LearningApps.org, 
efficiency of assimilation of educational material. 

Введение  

Актуальность исследования обусловлена необходимостью использования 

интерактивных сервисов и программ с целью повышения эффективности 

уровня знаний и умений обучающихся; нехваткой методических материалов в 

вопросах применения интерактивных технологий в процессе обучения 

математике. Современный этап развития ИКТ позволяет внедрять в программу 

обучения интерактивные учебно-методические материалы, что способствует 
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активизации содержательно-операционного и мотивационного компонентов 

обучения. 

Вопросами применения онлайн-сервисов в математике, эффективности их 

внедрения в образовательный процесс занимались многие исследователи. Так, 

по мнению В.А. Красильниковой, использование образовательных онлайн-

платформ помогает реализовать индивидуальные запросы обучающихся, 

повышает их ИКТ-компетентность (Красильникова, 2012). С.А. Соколова 

отмечает, что интерактивные образовательные сервисы помогают эффективнее 

осуществлять реконструкцию информации общего характера в предметные 

знания (Соколова, 2015). Отдельные исследователи отмечают, что выполнение 

заданий при помощи компонентов интерактивных сервисов повышает 

познавательный интерес к изучению учебного материала (Иванова, 2021; 

Лежнина, 2021). 

Активное внедрение интерактивных онлайн-сервисов позволяет 

определить регуляторный вектор учебно-познавательной деятельности, 

направленный на формирование у обучающихся таких умений как производить 

детализацию изучаемых учебно-методических единиц, грамотно осуществлять 

поиск и классификацию учебных материалов, творчески подходить к решению 

выдвигаемой проблемы. На примере сервиса LearningApps.org можно 

убедиться, что имеется возможность использовать компоненты современных 

ИКТ и одновременно сохранять образовательный процесс в социально-

целостной плоскости коллективного взаимодействия. В частности, данный 

инструмент активно применяется в процессе обучения математике (Слизская, 

2020; Семченко, 2018; Меренкова, 2016; Табачук, 2018 и др.). 

Каковы предпосылки повышения эргономики и динамики образователь-

ного процесса средствами данного онлайн-сервиса на уроке математики? Какое 

влияние он оказывает на уровень знаний и умений обучающихся? Каковы 

преимущества, получаемые в результате комбинированного использования 

данного сервиса и традиционных средств обучения? Данные вопросы и 

обозначили проблему исследования. 

Результаты исследования  
Анализ исследовательской базы в области внедрения интерактивных 

сервисов и программ в процесс обучения математики свидетельствует, что 

большинство имеющихся материалов имеют следующие недостатки: нет 

возможности редактировать готовую базу имеющихся заданий, отсутствует 

функция добавления и загрузки новых материалов. 

В частности, разработать собственные интерактивные модули возможно 

при помощи сервиса LearningApps.org, который направлен на поддержку 

целостных интерактивных разработок в процессе обучения. При этом 

созданные цифровые персонализированные учебные модули можно оперативно 

редактировать, а также динамично фигурировать различными учебными 

материалами в процессе освоения учебных тем повышенной сложности. 

В частности, при изучении темы «Комплексные числа» весьма 

продуктивно будет использовать интерактивный сервис LearningApps.org. 
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Особенностью применения на уроке данного сервиса является совокупность 

компонентов современных информационных технологий и дифференциации 

отдельных учебных модулей. Так, при изучении темы «Геометрическая 

интерпретация комплексных чисел» важным выступает фактор наглядности. 

Достигнуть его реализации возможно также при помощи данного сервиса. 

Продемонстрируем данный материал. 

Например, представим лекционный материал при помощи данного 

интерактивного сервиса в формате видеоконтента, и приложим к нему 

инструкцию по выполнению (рис 1). Задания данного формата позволяют 

реализовать такой принцип бинарного обучения как функциональная 

динамичность. Стоит отметить, что средствами данного сервиса имеется 

возможность рассылки заданий персонально каждому обучающемуся. 

 

 

Рис. 1. Образовательный видеоконтент с инструкцией выполнения 

 

Средствами данного сервиса можно сразу прикрепить задание к ранее 

созданному видеоматериалу (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Задание к видеоконтенту по теме «Геометрическая интерпретация 

комплексных чисел» 

 

В том числе имеется возможность разработать контрольные задания в 

виде пазла с классификацией терминов и формул по группам (рис. 3). 

Структура данного задания позволяет повысить мотивационный компонент 
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обучения, так как предоставляет возможность доступа к новой информации в 

сочетании цвета, мультимедиа, диалога с источником знаний. 

 

 

Рис. 3. Пазл с классификацией терминов и формул по группам 

 

Цифровая составляющая данного ресурса заключается в возможности 

создавать яркие мультимедийные интерактивные задания, а также использовать 

единую базу уже имеющихся разработок. 

В результате работы с интерактивным сервисом LearningApps.org было 

установлено, что его комбинированное использование с традиционными 

средствами обучения позволяет повысить уровень усвоения учебного 

материала, при этом сохраняя целостную линию изучения математики. 

В этом можно убедиться, рассмотрев, следующую последовательность 

этапов урока математики: 1) работа обучающихся с учебником, 2) выполнение 

тематического интерактивного упражнения инструментами LearningApps.org, 3) 

закрепление изученного материала. Данные компоненты могут иметь и другую 

конфигурацию: 1) работа с теорией средствами данного онлайн-сервиса, 2) 

выполнение заданий из учебника, 3) обобщение изученного материала. 

Таким образом, происходит планомерная последовательность всех этапов 

урока, а также повышается принцип координации в соответствии с учебной 

тематикой урока. 

Исследования в области интерактивных онлайн-сервисов отражают 

тенденции использования современных ИКТ. Внедрение подобных технологий 

является весьма эффективным направлением, позволяющим минимизировать 

фактор отсутствия коллективной работы, а также повысить мотивационный 

вектор обучения. 

Обсуждение и заключение  

Данное исследование свидетельствует о том, что образовательный 

процесс может содержать компоненты современных ИКТ и сохранять при этом 

свою целостную единую структуру. Это позволяет утверждать, что активное 

внедрение интерактивных онлайн-сервисов и программ в образовательный 
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процесс способствует более оперативному взаимодействию всех его 

участников, и позволяет выделить следующие положительные векторы: 

- повышение мотивационного компонента обучения; 

- возможность эффективнее осуществлять реконструкцию информации в 

предметные знания; 

- возможность использования и преобразования упражнений 

современными инструментами интерактивных платформ; 

- реализация персонализированных технологий обучения. 

Наше исследование согласуется с полученными ранее результатами. 

Например, о мотивационном эффекте и индивидуализации обучения  внедрения 

интерактивных образовательных материалов в процесс обучения математике 

отмечали ученые (Семченко, 2018; Красильникова, 2012), об усилении 

наглядности с применением сервиса LearningApps.org положительно 

отзывались исследователи (Слизская, 2020; Меренкова, 2016). 

Использование онлайн-сервисов на современном этапе развития 

инновационных технологий носит весьма важную функцию, связанную с 

корректировкой взаимодействия всех участников образовательного процесса. 

Функциональное и эффективное использование учебных материалов – важные 

цели, реализовать которые возможно современными средствами онлайн-

платформ. 
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Аннотация. В условиях масштабной цифровизации сферы образования 
актуализируется проблема поиска эффективных инструментов, обеспечивающих 
переход от информационно-иллюстративных методов и средств обучения к активным 
и интерактивным, позволяющим воплощать в жизнь современные стратегии развития 
обучаемых. Важной задачей учителя становится качественное сопровождение учебно-
познавательной деятельности школьников как при очном обучении, так и в 
смешанном и дистанционном форматах, требующее умения проектировать и внедрять 
электронно-образовательный контент. В то же время следует констатировать 
сложившееся противоречие между потребностью учителей и обучающихся в 
качественном электронно-образовательном контенте и отсутствием четких 
требований к его проектированию, а также методических рекомендаций по 
применению данного средства в практике обучения. Целью настоящего исследования 
стало выявление теоретико-методических основ проектирования и применения 
интерактивного образовательного контента как эффективного средства обучения 
математике в старшей школе. Уточнена роль электронно-образовательного контента, 
его дидактические функции; изучен функционал современных сервисов и приложений 
для создания интерактивного учебного контента по математике; исследованы 
организационные, технические, эргономические требования к интерактивному 
образовательному контенту; разработаны методические рекомендации по его 
применению на уроках алгебры и начал анализа в 10-11 классах общеобразовательной 
школы. 
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Ключевые слова: интерактивные технологии обучения; информационно-
образовательная среда школы; электронный образовательный контент. 

METHODS OF USING INTERACTIVE EDUCATIONAL CONTENT 
IN ALGEBRA LESSONS AND BEGAN ANALYSIS IN GRADES 10-11  

OF SECONDARY SCHOOL 

Abstract. In the context of large-scale digitalization of the education sector, the problem of 
finding effective tools for organizing educational activities that ensure the transition from 
information-illustrative methods and teaching tools to active and interactive ones that allow 
implementing modern strategies for the development of trainees is being actualized. An 
important task of the teacher is to provide high-quality support for the educational and 
cognitive activities of schoolchildren both in full-time and in mixed and distance formats, 
requiring the ability to design and implement electronic educational content. At the same 
time, it should be noted that there is a contradiction between the need of teachers and 
students for high-quality electronic educational content and the lack of clear requirements for 
its design, as well as methodological recommendations for the use of this tool in teaching 
practice. The purpose of this study was to identify the theoretical and methodological 
foundations of the design and application of interactive educational content as an effective 
means of teaching mathematics in high school. The role of electronic educational content and 
its didactic functions are clarified; the functionality of modern services and applications for 
creating interactive educational content in mathematics has been studied; organizational, 
technical, ergonomic requirements for interactive educational content have been investigated; 
methodological recommendations for its use in algebra lessons and the principles of analysis 
in grades 10-11 of secondary school have been developed. 
Keywords: interactive learning technologies; information and educational environment of 
the school; electronic educational content. 

Введение  
Масштабная цифровизация всех областей жизни общества определяет 

необходимость применения информационно-коммуникационных технологий и 

в образовательной сфере. Федеральный государственный образовательный 

стандарт предусматривает создание условий для функционирования 

электронной информационно-образовательной среды школы, включающей 

цифровые образовательные ресурсы, совокупность технологических средств 

ИКТ, а также систему современных педагогических технологий, 

обеспечивающих качественное обучение на основе деятельностного подхода. 

Одним из наиболее эффективных инструментов образовательной деятельности 

становится переход от информационно-иллюстративных методов и средств 

обучения к активным и интерактивным, позволяющим педагогам 

реализовывать современные стратегии развития обучающихся.  

В условиях интерактивного обучения, ориентированного на широкое 

взаимодействие школьников с преподавателем и друг с другом, важной задачей 

учителя становится качественное сопровождение учебно-познавательной 

деятельности школьников, что, в свою очередь, связано с умением 

проектировать и реализовывать электронно-образовательный контент. 

Эффективность внедрения электронно-образовательного контента (ЭОК) в 
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процесс обучения математике в школе во многом зависит от качественного 

уровня разработки содержательного и методического аспектов всех 

структурных компонентов традиционного обучения в сочетании с «цифровым». 

Как показывает практика, созданием электронных образовательных ресурсов 

зачастую занимаются сами учителя, в результате чего появляется 

разнообразный контент по отдельным темам школьного курса математики, не 

всегда соответствующий дидактическим требованиям. В большинстве случаев 

он представляет собою текстовые материалы и сопровождающие их 

иллюстрации, копирующие учебники и учебные пособия, что не согласуется с 

идеями смешанного обучения. Можно констатировать, что несмотря на 

востребованность качественного интерактивного электронно-образовательного 

контента по математике, остается недостаточно разработанной методическая 

система его проектирования, в рамках которой был бы решен ряд важных 

вопросов: какова роль, основные цели применения интерактивного ЭОК; каким 

основным требованиям должно удовлетворять его наполнение; каковы условия 

его эффективной реализации? 

Таким образом, актуальность темы исследования обусловлена 

сложившимся противоречием между потребностью учителей и обучающихся в 

качественном электронно-образовательном контенте как эффективном средстве 

интерактивного обучения математике и отсутствием определенных требований 

к его проектированию, а также методических рекомендаций по применению 

данного средства для учителей-практиков. Указанное противоречие позволило 

сформулировать проблему исследования: выявление теоретических и 

методических основ проектирования и применения интерактивного 

образовательного контента как средства обучения математике в старшей школе 

с учетом их направленности на достижение требований ФГОС. 

Целью исследования является научно-теоретическое обоснование и 

практическая реализация методических аспектов применения интерактивного 

электронно-образовательного контента при обучении алгебре и началам 

анализа в старшей школе. 

Достижение поставленной цели требует решения следующих задач:             

1) уточнить роль электронно-образовательного контента, его дидактические 

функции как средства интерактивного обучения математике в 

общеобразовательной школе; 2) изучить функционал современных сервисов и 

приложений для создания интерактивного учебного контента по математике;         

3) исследовать дидактические, организационные и технические требования к 

интерактивному образовательному контенту и разработать методические 

рекомендации по его применению на уроках алгебры и начал анализа в 10-11 

классах общеобразовательной школы.  

Гипотеза исследования заключается в том, что методически 

целесообразное применение интерактивного электронно-образовательного 

контента на уроках алгебры в 10-11 классах будет способствовать повышению 

уровня обученности старшеклассников и их мотивации к учебной 

деятельности.  
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Методология исследования  

В настоящее время в Российской Федерации реализуется ряд инициатив, 

направленных на развитие цифровой экономики, выступающей ключевым 

фактором повышения конкурентоспособности страны и качества жизни 

граждан. В условиях, когда все сферы экономики переживают цифровую 

трансформацию, важной задачей является обеспечение системы отечественного 

образования методологией и практикой реализации современных цифровых 

технологий, открывающих новые перспективы для развития школы: 

изменяются дидактические средства, методы и формы обучения, формируется 

качественно новая, цифровая образовательная среда. Особенностью 

взаимодействия субъектов в цифровой образовательной среде является наличие 

обратной связи и партнерской активности всех участников учебного процесса. 

Это требует отказа от традиционной пассивной модели обучения, в которой 

ученик репродуктивно воспроизводит услышанное и увиденное, и перехода к 

интерактивным технологиям обучения, позволяющим инициировать 

самостоятельную деятельность обучающегося, повысить его познавательную 

активность и учебную мотивацию. 

Термин «интерактивность» употребляется в педагогической литературе 

в различных контекстах: «интерактивные образовательные технологии», 

«интерактивные методы обучения», «интерактивные средства обучения». В 

частности, в работе Г.К. Селевко интерактивные технологии обучения 

определяются как технологии, в которых обучающийся «выступает в постоянно 

флуктуирующих субъектно-объектных отношениях относительно обучающей 

системы, периодически становясь ее автономным активным элементом» 

(Селевко, 2006).  

Под интерактивными средствами обучения (ИСО) понимают средства, 

обеспечивающие активный обмен информацией, поддерживающие 

взаимодействие между информационной системой и пользователем в реальном 

времени. Исследователями Е.В. Фабрикантовой, Е.Е. Полянской, Т.В. 

Ильясовой охарактеризованы дидактические функции интерактивных средств 

обучения: компьютерная визуализация информации об изучаемых объектах или 

закономерностях процессов, явлений, как реально протекающих, так и 

виртуальных; автоматизация процессов вычислительной, информационно-

поисковой деятельности; автоматизация процессов обработки результатов 

учебного эксперимента с возможностью многократною повторения любого 

фрагмента; автоматизация процессов организационно-методического 

обеспечения учебной деятельности и контроля за результатами усвоения и 

продвижения в обучении (Фабрикантова, 2015).  

В научной литературе представлены несколько подходов к типологии 

интерактивных средств обучения. В частности, Е.Л. Батакова выделяет 

следующие типы ИСО: 

1) демонстрационные интерактивные средства обучения (интерактивные 

плакаты, интерактивные рабочие листы, презентации, карты, схемы, панорамы, 

лонгриды) позволяют повысить уровень наглядности изучаемого материала, 
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динамично представить часть учебного контента, что способствует повышению 

учебной мотивации и формированию познавательной потребности;  

2) имитационные и моделирующие интерактивные средства обучения 

(интерактивная графика, интерактивные исследовательские среды, 

интерактивные лабораторные практикумы) позволяют разрабатывать 

информационные модели, исследовать их поведение, проводить компьютерные 

эксперименты, интерпретировать их результаты (рис. 1);  

3) компьютерные тренажеры позволяют расширить возможности 

формирования умений и навыков, обеспечивая саморегуляцию деятельности 

обучаемого (рис. 2). В результате применения данного типа ИСО у школьников 

формируются организационно-практические способности, рефлексивные 

умения и навыки (Батакова, 2016). 

 

 

 

 Рис. 1. Интерактивный формат построения графика функции 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Интерактивный формат построения графика функции 

 

Рис. 2. Тренажер в Microsoft Excel использующий Visual Basic Application 
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Важная роль в реализации значимых преимуществ интерактивных 

технологий обучения принадлежит образовательному контенту. В условиях 

масштабной цифровой трансформации системы образования большая часть 

учебного контента представляется и используется в электронной форме, что 

позволяет рассматривать понятие «электронно-образовательный контент». 

Электронно-образовательный контент (ЭОК)  структурированный 

мультимедийный информационный материал, размещѐнный в электронном 

виде, воспроизводимый устройствами обработки цифровой информации, 

используемый в процессе обучения и являющийся основой электронной 

образовательной среды (Карасев, 2017). ЭОК классифицируется по различным 

направлениям. Так, по форме представления информации выделяют текстовый 

ЭОК, представленный электронными учебниками и электронными учебными 

пособиями, оснащенные достаточно сложной системой навигации и 

гиперссылок; текстографический ЭОК, содержащий наряду с текстом 

графические иллюстрации, рисунки, всплывающие подсказки, пояснения; 

мультимедийный ЭОК, включающий аудио-, видеоматериалы, анимацию, 

интерактивные модели.  

Рассмотрим особенности основных типов электронно-образовательного 

контента. 

Электронный учебник − учебное электронное издание, содержащее 

системное и полное изложение учебного предмета или его части в соответствии 

с программой, поддерживающее все звенья дидактического цикла процесса 

обучения, являющееся важным компонентом образовательной среды.  

Интерактивный плакат – способ визуализации информации на основе 

изображения, к которому в виде меток («горячих точек») прикрепляются 

ссылки на веб-ресурсы и интернет-документы, мультимедийные объекты: 

видео, аудио, презентации, слайд-шоу, игры, опросы и т.д. Читатель может 

знакомиться с информацией в удобном для себя порядке и открывать только 

интересующие его материалы.  

Интерактивные задания предполагают наличие обратной связи с 

учеником по мере выполнения им заданий, а также возможность коррекции 

собственных действий. Это могут быть, например, последовательности 

вопросов с развернутыми подсказками, помощью, практикумы, 

предполагающие возможность совершения практических (квази-практических) 

действий и корректировки своей работы по мере накопления опыта или 

понимания. 

Интерактивная тетрадь – современная форма ведения ученической 

тетради, которая позволяет обучающимся активно взаимодействовать с новой 

информацией. Задачи, которые помогают решать интерактивные тетради: 

компактная организации информации по изучаемой теме; визуализация 

теоретического материала; структурирование сложной информации; детальное 

понимание и запоминание информации по изучаемой теме; многократное 

повторение и закрепление материала по пройденной теме, учитывая различные 
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способы восприятия информации детьми (аудиалы, визуалы, кинестеты, 

дискреты); развитие познавательного интереса и творческого мышления. 

В ходе исследования были проанализированы возможности современных 

сервисов и приложений:  

-сервисы для создания интерактивных рабочих листов (Wizer.me, 

Liveworksheets, Core), позволяющие реализовать технологии «перевернутого» 

урока, формирующего оценивания, смешанного обучения, разрабатывать 

материалы для практической работы или домашних заданий , анкет и других 

форм обратной связи; 

-сервисы для разработки интерактивных упражнений (Hot Potatoes, 

LearningApps.org), предоставляющие преподавателям возможность без знания 

специальных языков программирования самостоятельно создавать 

интерактивные задания и тесты, тренажеры для контроля знаний обучающихся  

по различным предметам и дисциплинам с использованием текстовой, 

графической, аудио- и видеоинформации; 

-сервисы для создания тестов (Google Forms, Online Test Pad, MyTest), 

позволяющие создавать различные виды тестовых заданий, вести обработку 

полученных данных, представляющие собой удобный цифровой инструмент 

формирующего и итогового оценивания.  

Результаты 

В процессе исследования были определены основные требования, 

предъявляемые к электронному образовательному контенту, выполнение 

которых будет способствовать эффективной реализации образовательной 

программы в условиях функционирования информационно-образовательной 

среды школы. В таблице 1 приведены характеристики основных групп 

требований к ЭОК: дидактических, методических, технических, 

эргономических, эстетических и психологических. 

Таблица 1. 

Характеристики основных групп требований к электронному 

образовательному контенту 

Группа 

требований к 

ЭОК 

Характеристики электронного образовательного контента 

дидактические - принцип наглядности (учет наглядно-образного мышления 

школьников, активизация различных органов чувств при восприятии 

новых знаний);  

- принцип проблемности (постановка проблемы, предлагаемой 

ученикам ее решить);  

- принцип сознательности (возможность выбрать эффективный 

способ восприятия материала, оптимальный темп обучения и др.);  

- принцип научности (соответствие содержания электронных 

материалов основам современных научных знаний); 

- принцип последовательности и систематичности (изучение 

материала от простого к сложному, базируясь на имеющихся знаниях; 

логика содержания курса, представленного на ЭОР, должна позволять 
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вести обучение как последовательное, опережающее или 

повторяющее, диалоговый интерфейс, система ссылок должна 

предоставлять возможность инициировать любое обращение по 

пройденной или по последующей учебной информации); 

- принцип модульности и вариативности изложения (модульность 

позволяет выстраивать преподавание и обучение индивидуально, 

вариативно, в зависимости от решаемых задач обучения); 

методические -ориентация содержания учебного материала на формирование 

планируемых результатов (личностных, метапредметных, 

предметных); 

-учет особенностей конкретной дисциплины при выборе способа 

представления информации (например, по математике – 

использование формул, графиков, математических калькуляторов, 

конструкторов и т.д.);  

-наличие методических рекомендаций к выполнению учебных 

заданий;  

-адаптивность электронного образовательного ресурса, возможность 

внесения в него изменений и дополнений в зависимости от учебной 

программы, особенностей конкретного учебного заведения, целей 

педагога; 

технические -кроссплатформенность (возможность работать в разных 

операционных системах, на мобильных устройствах; взаимодействие 

с другими ЭОК без ограничений доступа);  

-скорость загрузки (оптимальный объем информации в байтах);  

-простота навигации; 

-высокая степень интерактивности (возможность реализации обратной 

связи, диалога, взаимодействия);  

эргономические -дружественный интерфейс (использование подсказок, необходимых 

указаний по работе с контентом);  

-возможность выбора последовательности и темпа при обучении; -

соответствие санитарным и гигиеническим нормам (время работы на 

компьютере: 15–30 минут на уроке); 

эстетические -соответствие оформления ЭОК их функциональному назначению; 

-выразительность и упорядоченность всех элементов ЭОК;  

-цветовое решение представленных материалов, способствующее 

эффективному восприятию;  

-наличие иерархической структуры содержания; 

психологические -способность ЭОК удерживать внимание;  

-возможность задействовать различные типы мышления (понятийное, 

наглядно-образное, наглядно-действенное);  

-способность активизировать память (наличие практических, тестовых 

заданий);  

-способность развивать воображение (создание моделей). 

 

Соблюдение всего спектра требований, предъявляемых к разработке и 

применению интерактивного образовательного контента, позволит гармонично 

дополнять традиционные методы преподавания математики новыми методами, 

базирующимися на цифровых технологиях, расширяющими возможности 

самостоятельной деятельности учащихся и обеспечивающими рост творческой 

составляющей в работе учителя.  
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Одно из центральных мест в школьном курсе алгебры и начал анализа 

принадлежит показательным и логарифмическим уравнениям и неравенствам. 

Анализ типичных ошибок, допущенных выпускниками на ЕГЭ по математике, 

показывает, что в процессе решения уравнений данного типа часто 

используются преобразования, которые изменяют область допустимых 

значений исходного уравнения, следовательно, могут появиться посторонние 

решения или могут быть потеряны решения, поэтому важно научить 

школьников использовать равносильные преобразования, выполнять проверку 

найденных корней, а при решении логарифмических неравенств при переходе к 

выражениям, стоящим под знаком логарифма, учитывать ОДЗ неравенства. 

Также следует отметить, что при решении нестандартных задач встречаются 

уравнения, содержащие разнородные функции, при этом в большинстве 

учебников по алгебре и началам анализа отсутствует четкое описание методов 

решения подобных задач. Сказанное обусловливает необходимость проведения 

учителем целенаправленной работы по формированию у старшеклассников 

умений решать основные типы стандартных и некоторые наиболее часто 

встречающиеся разновидности нестандартных показательных и 

логарифмических уравнений и неравенств. Повышению эффективности работы 

в данном направлении может способствовать методически обоснованное 

применение в учебном процессе интерактивного образовательного контента. 

В ходе опытно-экспериментальной работы нами был подготовлен 

интерактивный образовательный контент для методической поддержки 

учебного модуля «Показательные и логарифмические уравнения и 

неравенства». Методические разработки уроков алгебры и начал анализа 

включали технологические карты уроков, интерактивные плакаты, упражнения, 

сконструированные в оболочке LearningApps.org, а также онлайн тесты для 

оперативного контроля знаний старшеклассников.  

Основные планируемые результаты изучения модуля «Показательные и 

логарифмические уравнения и неравенства» с интерактивной поддержкой: 

сформированность у старшеклассников умений применять различные методы и 

приемы решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств; 

использовать разнообразные способы решения одного и того же уравнения 

(неравенства); овладение навыками решения нестандартных задач по теме, а 

также способностью осуществлять выбор способа решения задачи в 

соответствии с еѐ особенностями.  

Возможности применения интерактивного образовательного контента на 

различных этапах урока математики определяются структурой и целями 

каждого этапа. При подготовке урока учителю необходимо тщательно 

продумать план, выбрать тип используемого контента, логически выстроить 

структуру урока с мультимедийной поддержкой. В таблице 2 представлено 

описание сценария урока математики с применением интерактивного 

образовательного контента. Отметим, что на различных этапах урока 

интерактивный образовательный контент может выполнять различные 

дидактические функции: как вспомогательный элемент урока (гиперссылка, 
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уровни сложности задач, схема урока); как средство визуализации информации 

(видеоалгоритм, блок-схема); как инструмент для закрепления изученной 

информации (контрольный тест, интерактивное упражнение). 

Проведение уроков, насыщенных интерактивными средствами обучения, 

позволит учителю организовать учебный процесс в динамичном режиме 

«повторение‒изучение‒закрепление», обеспечить дифференцированный 

характер обучения, расширить возможности применения индивидуальных 

форм работы обучающихся и повысить степень их самостоятельности. 

Таблица 2. 

Сценарий урока с применением интерактивного образовательного контента 

Этап урока Задачи Тип применяемого ИОК 

Актуализация 

знаний и 

умений. 

Цель: 

подготовить 

учеников к 

усвоению нового 

теоретического 

материала, 

оценить степень 

их готовности.  

1) проверка степени 

усвоения материала; 

2) закрепление 

опорных знаний;  

- компьютерное тестирование;  

- элементы контроля и тренинга;  

- фронтальный опрос с помощью 

изображений, графиков, моделей; 

- фронтальная работа с помощью 

изображений, графиков, моделей;  

- работа со справочными пособиями с целью 

поиска необходимой информации;  

- элементы геймификации; 

Формирование 

новых знаний и 

способов их 

применения.  

Цель: определить 

смысл новых 

понятий, 

свойств, 

закономерностей, 

теорем, 

обеспечить 

восприятие 

новой 

информации.  

1) постановка 

проблемы;  

2) решение проблемы 

и изучение новой 

информации;  

3) усвоение новой 

информации 

- видеоролик, связанный с проблемной 

ситуацией и т.д.; 

- моделирование практических ситуаций, 

направленных на изучение нового;  

- виртуальное экспериментирование, в ходе 

которого проводятся опыты, 

преобразования, измерения и др., 

побуждающее к обнаружению неизвестных 

фактов, требующих обоснования или 

объяснения;  

- презентация, наглядно демонстрирующая 

происхождение проблемных ситуаций; 

- фронтальное обсуждение задач, 

иллюстрированных графиками и моделями, 

решение которых нейтрализует проблемные 

ситуаций;  

- систематизация полученной информации 

путем составления схем, таблиц и пр., для 

установления связи изученного материала с 

ранее изученным;  
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Применение 

полученных 

знаний, 

формирование 

необходимых 

умений и 

навыков.  
Цель: объяснить 

возможные 

способы решения 

задач, показать 

различные 

ситуации их 

применения.  

1) овладение 

алгоритмами 

решения типовых 

задач;  

2) обучение 

применению 

полученных знаний и 

решения проблемных 

задач;  

3) контроль и 

самоконтроль  

4) самостоятельная 

работа учащихся 

- презентация – наглядное представление 

усваиваемого действия и образцы его 

применения;  

- индивидуальная (парная) работа с ЭОК по 

выполнению тренировочных упражнений с 

текущим или итоговым контролем; 

- программы-тренажеры; 

- тренировочные тесты; 

- интерактивные справочники, 

интерактивные упражнения 

 

 

С целью проверки эффективности разработанной методики применения 

интерактивного учебного контента на уроках алгебры и начал анализа в 

старшей школе был проведѐн педагогический эксперимент. Опытно-

экспериментальная работа, включавшая поисковый, констатирующий, 

формирующий и контрольный этапы, велась на базе МБОУ СШ № 1 им.           

М.М. Пришвина г. Ельца (контрольная группа – учащиеся 11 класса, численный 

состав 15 человек) и МБОУ гимназии № 97 г. Ельца (экспериментальная группа 

– учащиеся 11 класса, численный состав 17 человек). 

На поисковом этапе эксперимента осуществлялся анализ теоретических 

аспектов проблемы исследования, отраженных в психолого-педагогической и 

методической литературе; составлялась библиография; разрабатывался общий 

план исследования. Изучался опыт внедрения интерактивного 

образовательного контента в практику школьного обучения математике. Были 

определены содержательные, технологические, эргономические требования к 

разрабатываемому электронному образовательному контенту, выявлены 

организационные условия его эффективного применения, разрабатывались 

методические рекомендации по проектированию уроков алгебры и начал 

анализа в старшей школе с применением ЭОК; определялись уровневые 

критерии и показатели обученности старшеклассников; подбирался 

дидактический материал. На констатирующем этапе эксперимента 

исследовался важный критерий результативности разрабатываемой методики 

обучения алгебре и началам анализа с применением ЭОК ‒ обученность, 

мониторинг которого даѐт возможность объективно судить о качественных и 

количественных изменениях для каждого учащегося; дифференцированно 

планировать коррекционно-развивающую работу; обоснованно отбирать 

технологии обучения предмету. Диагностика общего уровня обученности 

включала комплексный контроль как предметного (степень владения системой 

знаний и умений), так и личностного (мотивация учения) компонентов. На 

формирующем этапе эксперимента проводились уроки алгебры и начал 

анализа в экспериментальной группе с применением интерактивного 

образовательного контента, в контрольной группе занятия велись по 
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традиционной методике. На контрольном этапе эксперимента оценивалась 

динамика уровня обученности старшеклассников в условиях методического 

сопровождения обучения алгебре и началам анализа с применением ЭОК.  

С целью диагностики обученности старшеклассников алгебре и началам 

анализа был разработан комплект диагностических материалов, включающий 

10 заданий по теме «Показательные и логарифмические уравнения и 

неравенства»:  

1. Решите уравнение 

1)  

2)  

2. Найдите множество решений неравенства 

 

3. Решите уравнение  

4. Решите неравенство 

 
5. Решите уравнение: 

 
6. Найдите множество решений неравенства 

 

 
7. Вычислите значение выражения 

 
 

Верное решение каждого задания оценивалось 1 баллом. Таким образом, 

максимальный балл за выполненную работу составил 10. 

Для оценки различий в уровне обученности экспериментальной и 

контрольной групп применялся U-критерий Манна-Уитни, используемый для 

оценки различий между двумя независимыми выборками по уровню 

количественного признака. Данный метод определяет, достаточно ли мала зона 

перекрещивающихся значений между двумя рядами. При этом 1-м рядом 

называют тот ряд значений, в котором значения, по предварительной оценке, 

выше, а 2-м рядом  тот, где они предположительно ниже. Чем меньше область 

перекрещивающихся значений, тем более вероятно, что различия достоверны. 

Эмпирическое значение критерия U отражает то, насколько велика зона 

совпадения между рядами. Поэтому чем меньше Uэмп, тем более вероятно, что 

различия достоверны. 

Гипотезы U – критерия Манна-Уитни: 

H0: Уровень признака в группе 2 не ниже уровня признака в группе 1. 

H1: Уровень признака в группе 2 ниже уровня признака в группе 1. 
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Было проведено ранжирование показателей при объединении двух 

выборок. Значение ранга  определяется местоположением значения в 

числовом ряду, при совпадении значений им присваивается число, равное 

среднему арифметическому номеров мест, которые эти значения занимают 

среди членов двух выборок, упорядоченных по возрастанию. Результаты 

вычислений представлены в таблице 3. 

Были подсчитаны суммы рангов отдельно в экспериментальной и 

контрольной группах и определена эмпирическая величина 

, 

где  − количество обучающихся в экспериментальной группе,  − 

количество обучающихся в контрольной группе;  - количество испытуемых в 

группе с большей суммой рангов;  - большая из двух ранговых сумм.  

. 

Таблица 3 

Ранжирование показателей контрольной и экспериментальной групп после 

изучения модуля «Показательные и логарифмические уравнения и неравенства» 

 
 

По таблице критических значений критерия U Манна-Уитни определено 

критическое значение для  и . 

 
Очевидно, < . Следовательно, гипотеза H1 принимается. 
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Результаты опытно-экспериментальной работы свидетельствуют об 

эффективности методики организации учебной деятельности старшеклассников 

на уроках алгебры и начал анализа с применением интерактивного 

образовательного контента. 

Заключение 

Современные интерактивные средства обучения интегрируют в себе 

мощные распределенные образовательные ресурсы и открывают 

принципиально новые методические подходы, позволяя повысить качество 

образования. Обучение математике в цифровой образовательной среде 

обеспечивает получение доступа обучающихся к электронному 

образовательному контенту, обладающему инновационными качествами, 

отличающими его от традиционных текстографических электронных продуктов 

и способствующим повышению эффективности и качества образования: 

возможность информационной поддержки всех этапов образовательного 

процесса: восприятие учебной информации ‒ формирование практических 

умений и навыков ‒ контроль учебных достижений; интерактивность, 

способствующую увеличению доли самостоятельной работы за счет 

использования активно-деятельностных форм обучения; мультимедийность, 

обеспечивающую реалистичное представление изучаемых объектов и 

процессов; возможность имитационного моделирования с аудиовизуальным 

отражением изменений сущности, вида, качеств объектов и процессов, дающее 

адекватное представление фрагмента реального мира; коммуникативность – 

возможность непосредственного общения, оперативность представления 

информации, удаленный контроль состояния процесса. 

Спектр применения электронно-образовательного контента весьма 

разнообразен и главным образом зависит от тех целей и задач, которых 

стремится достичь преподаватель в ходе учебного процесса. В то же время 

эффективность внедрения электронно-образовательного контента в учебный 

процесс общеобразовательной школы во многом зависит от качественного 

уровня разработки содержательного и методического аспектов всех 

структурных компонентов традиционного обучения в сочетании с «цифровым». 

Наиболее оптимальное использование ЭОК в педагогической деятельности 

возможно лишь при тщательной проработке организационно-инструктивных, 

учебно-методических и нормативно-технических аспектов.  

Целесообразное применение ИОК будет способствовать формированию у 

школьников положительной мотивации к обучению вследствие повышения 

эстетического и эмоционального уровня организации их учебно-

познавательной деятельности; а также обеспечению высокой степени 

дифференциации обучения; усовершенствованию процедур контроля знаний. 
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Аннотация. В исследовании поставлена и преодолена проблема исследования 
генезиса феномена функциональной грамотности посредством решения двух 
взаимосвязанных задач: введения нового, современного определения функциональной 
грамотности, выявления его структуры и характеристик в условиях цифровой 
трансформации образования и установления влияния современных цифровых 
технологий на уровень сформированности функциональной грамотности в рамках 
школьного курса математики. В качестве цифровых инструментов, влияющих на 
уровень формирования функциональной грамотности в процессе обучения 
математике, были выбраны Web программа Wolfram Alpha ― «живая» энциклопедия по 
математике, интерактивные модели и симуляции PhET, обеспечивающие эффективное 
математическое образование в интуитивной игровой среде, и графический 
калькулятор Desmos. Была показана устойчивая взаимосвязь между внедрением 
указанных инструментов в процесс обучения решению практико-ориентированных 
заданий по математике и уровнем сформированности функциональной грамотности 
на выборке из шести учебных классов. 
Ключевые слова: функциональная грамотность, обучение математике, цифровые 
технологии. 
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STUDY OF THE FUNCTIONAL LITERACY PHENOMENON IN THE CONDITIONS 
OF DIGITALIZATION OF MATHEMATICAL EDUCATION   

Abstract. The study posed and overcome the problem of studying the genesis of the 
phenomenon of functional literacy by solving two interrelated tasks: introducing a new, 
modern definition of functional literacy, identifying its structure and characteristics in the 
context of the digital transformation of education, and establishing the influence of modern 
digital technologies on the level of formation of functional literacy within the framework of 
the school course mathematics. The Wolfram Alpha web program, a “living” mathematics 
encyclopedia, PhET interactive models and simulations that provide effective mathematical 
education in an intuitive game environment, and the Desmos graphical calculator were chosen 
as digital tools that affect the level of formation of functional literacy in the process of 
teaching mathematics. A stable relationship was shown between the introduction of these 
tools in the process of learning to solve practice-oriented tasks and the level of functional 
literacy in a sample of six classes. 
Keywords: functional literacy, teaching mathematics, digital technologies.  

Введение 

Ключевая задача образования определяется как подготовка граждан к 

функционированию в обществе. В начале XXI века в международном 

образовательном пространстве эта задача не только сохраняет свою 

актуальность, но и приобретает новый смысл. 

В 1949 году Организация Объединенных Наций по вопросам 

образования, науки и культуры (ЮНЕСКО) установила необходимость 

формирования общей функциональной грамотности. Приобретение навыков 

чтения, письма и счета считалось одним из основных прав: люди должны иметь 

возможность стать функционально грамотными в своей собственной культуре 

(Bhola, 1995). На Генеральной конференции ЮНЕСКО в 1978 году было 

впервые дано определение функциональной грамотности, в частности, были 

определены критерии, по которым можно было различать грамотных и 

неграмотных граждан: «Функционально грамотным считается человек, 

который может заниматься всеми теми видами деятельности, в которых 

грамотность необходима для эффективного функционирования его группы и 

сообщества, а также для того, чтобы он мог продолжать использовать 

чтение, письмо и счет для своего собственного развития и развития 

сообщества» ( UNESCO, 1978, с. 183) . 

В результате четырех информационных революций произошла 

трансформация концепта функциональной грамотности. Четвертая 

промышленная революция, где доминируют прорывные технологии, такие как 

Интернет, робототехника, виртуальная реальность и искусственный интеллект, 

меняют наш образ жизни и работу. Сегодня нам также нужны специалисты, 

способные использовать и применять технологии не только в 

профессиональной деятельности, но и в своей повседневной жизни. В более 

ранние революции было относительно легко освоить различные навыки и 

приложения на рабочем месте. Функционирование в современном мире требует 

особой функциональной грамотности, так как современное время 

https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fpsyg.2016.01617/full#B7
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fpsyg.2016.01617/full#B92
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характеризуется цифровой реальностью. Фраза «функционирование в 

обществе» подразумевает включение всех возможных контекстов жизни, в 

которых грамотность имеет решающее значение: от частного до 

общественного, от школьного обучения до профессиональной деятельности, до 

обучения на протяжении всей жизни и активной гражданской позиции . 

Поэтому в настоящий момент под функциональной грамотностью мы 

понимаем «способность человека вступать в отношения с внешней средой и 

максимально быстро адаптироваться и функционировать в ней (в ситуации 

неопределенности)» (Борщевская, 2021). Динамика приращения содержания 

термина обусловливалась главным образом контекстом реальности. Первым 

аспектом решения поставленной проблемы в рамках настоящего 

исследования является установление нового, современного определения 

функциональной грамотности, определения его структуры и характеристик в 

условиях цифровой трансформации образования.  

Современность определена также и многообразием нестандартных задач. 

Если еще несколько десятилетий назад приоритетным выбором из перечня 

задач, стоящих перед человеком, был выбор профессии, который не менялся по 

истечении всей жизни, то в настоящее время данная проблема не является 

первостепенным. Получив специализацию в области одной профессии, 

необходимо постоянно учиться и переучиваться, так как профессиональная 

траектория неоднократно и абсолютно меняется, так как функциональная 

грамотность — это гораздо больше, чем получение профессии. Речь также идет 

о сохранении навыков, необходимых всему нашему обществу для 

функционирования. Если у нас не будет людей с математическими знаниями, 

навыками чтения и письма или аналитическими способностями, у нас не будет 

функционирующих предприятий, правительств или сообществ. Другими 

словами, нам нужна функциональная грамотность, чтобы иметь 

функциональное общество. Как научиться ориентироваться в растущих потоках 

информации? Как найти устойчивую основу существования в неустойчивом 

мире? Перечисленные вопросы сегодня становятся вопросами новой 

социализации, которая характеризуется адаптацией личности к процессу 

значительных изменений, происходящих в современном мире. 

Современный выпускник должен решать важные комплексные и 

прикладные задачи, думать и мыслить критически и творчески, развивать 

навыки работать в команде, искать важную информацию, формировать свое 

отношение к происходящему, давать оценку и принимать верные решения  в 

ситуациях сложного выбора. Однако многими исследователями (Смирнов, 

2021) отмечается, что при выполнении школьниками заданий мониторинга 

формирования функциональной грамотности, заданий контрольно-

измерительных материалов ЕГЭ по математике, направленных на анализ и 

оценку реальной ситуации, умений применять полученные знания в 

практических ситуациях, выявлены основные затруднения:  

– понимание сюжетной ситуации и перевод еѐ на язык предметной 

области, нахождение способа решения; 
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– работа с информацией (выделять важную информацию, понимать и 

интерпретировать ее);  

– работа с реальными данными, величинами и единицами измерений;  

– интерпретация результата с учетом предложенной ситуации;  

– проявление самостоятельности, использование учебного и жизненного 

опыта. 

 Многочисленные исследования, теория и практика, запросы и вызовы 

реальной жизни показывают, что центральную роль в определении различных 

уровней успешности формирования функциональной грамотности играют 

фундаментальные математические знания и способности. Таким образом, 

эффективным направлением формирования функциональной грамотности 

школьников может стать обучение математике с применением цифровых 

технологий, инструментов и сред. Сегодня требуются самостоятельно 

мыслящие и способные функционировать в сложных условиях и овладевать 

сложными математическими знаниями креативные обучающиеся. Вторым 

аспектом решения поставленной проблемы является установление влияния 

современных цифровых технологий на уровень сформированности 

функциональной грамотности в рамках школьного курса математики. 

Обзор литературы 

Ключевые направления исследования понятия «функциональная 

грамотность» 

Анализ научных и педагогических исследований показывает, что понятие 

функциональной грамотности является одним из ключевых в современной 

теории компетентностного подхода, основывается на комплексной интеграции 

гуманистических, плюралистических и андрагогических теорий, концепций, 

подходов. Поэтому смысл понятия «функциональная грамотность» все еще 

остается предметом научных споров и дискуссий.  

В направлении исследования феномена функциональной грамотности 

можно выделить два направления: культурологический и прагматический. 

 Формирование функциональной грамотности в культурологическом 

аспекте предполагает учет специфики конкретных учебных дисциплин для 

формирования различных видов грамотностей – математической, 

лингвистической, компьютерной, юридической и т. п. Тогда структура 

математической грамотности в контексте функциональной грамотности может 

быть представлена в виде следующих компонентов: когнитивный и 

операционально-технологический; мотивационный; смысловой; эмоционально-

ценностный. Таким образом, функциональная грамотность при обучении 

математике – это «интегральная характеристика качества подготовки ученика, 

которая помимо усвоенных знаний, умений и опыта деятельности отражает его 

личностный смысл, его эмоционально-ценностное отношение к математике и 

математической деятельности, к опыту их применения для решения реальных 

задач» (Иванова, 2009).  

Процесс формирования функциональной математической грамотности в 

широкой трактовке носит непрерывный характер, и присутствует при изучении 
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любого курса математики, каждой темы, на каждом уроке. Анализируя 

образовательные достижения по математике с позиций готовности наших 

учащихся к продолжению образования, российские (Денищева, 2008; Смирнов, 

2021) и международные эксперты (Основные результаты..., 2003) сделали 

одинаковый вывод об их подготовке, которая не позволяет им применять 

полученные знания для разрешения практических проблем. Главная проблема 

видится в неэффективности системы общего образования. 

Уровень функциональной грамотности включает в себя как технические, 

так и функциональные навыки. Более того, для обучаемого это рассматривается 

как вспомогательное средство подготовки и дальнейшего развития социальных, 

гражданских и экономических ролей. Переосмысление сложившейся практики 

организации учебной деятельности в школе привело к выводу о том, что в 

качестве результата образования должна рассматриваться не просто сумма 

усвоенной информации, а способность человека действовать в различных 

проблемных ситуациях за пределами системы образования на основе 

приобретенных знаний. В последних поколениях федеральных 

государственных образовательных стандартов говорится, что «современная 

школа ориентирована не только на формирование знаниевого, но и 

деятельностного компонентов, в результате чего учащиеся достигнут уровня 

функциональной грамотности» (Сборник нормативных документов, 2007). 

Однако содержание понятия «функциональная грамотность» авторами не 

раскрывается. Поэтому не представляется возможным говорить ни о 

функциональной грамотности, ни о методике ее формирования как при 

обучении в целом, так и о методике формирования грамотности при обучении 

математике. 

Прагматики функциональную грамотность считают социальным заказом. 

Изучают ее в контексте профессиональной подготовки специалистов, 

рассматривая функциональную грамотность выпускника вуза, колледжа (и                

т.п.) только в связи с его профессиональной компетентностью и 

профессиональными достижениями. Для них профессиональная 

компетентность ― высший образовательный результат. Следовательно, можно 

сделать вывод, что функциональная грамотность как неотъемлемая часть 

современного общества представляет собой многогранное явление, гораздо 

более широкое, чем понятие «грамотность». Последнее означает, что взрослый 

человек обладает некоторыми навыками, позволяющими ему или ей читать, 

писать и считать. А вот функциональная грамотность взрослого человека 

отражает способность полноценно участвовать в жизни общества, 

приспосабливаться к изменениям на рынке труда с использованием 

современных технологий. 

Следует отметить, что культурологическая концепция грамотности в 

качестве сверхзадачи педагогической деятельности выдвигает духовное 

развитие личности. При этом высшим образовательным результатом подлинно 

грамотного человека является менталитет как квинтэссенция культуры, как 

воплощение основ мировосприятия, мировоззрения и поведения человека. По 
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мнению Б. С. Гершунского, цепочка образовательных достижений должна 

выглядеть следующим образом: «грамотность – образованность – 

профессиональная компетентность – культура – менталитет». В этом контексте 

функциональная грамотность востребуется и актуализируется на 

профессиональном уровне, а ее основными компонентами являются 

предметное содержание и такие качества личности, как ответственность, 

творчество, любознательность, настойчивость, стремление к приобретению 

новых знаний, настойчивость, эстетическое восприятие действительности, 

высокая нравственность (Гершунский, 1998).  
Применительно к математике цепочка личных образовательных 

достижений может выглядеть следующим образом:  
– математическая грамотность; 
– математическая образованность; 
– математическая компетентность; 
– математическая культура; 
– менталитет. 
В условиях господства знаниевой парадигмы результативность обучения 

связывалась с формированием у учащихся знаний, умений, навыков, 
алгоритмов. Большое количество исследований было посвящено 
формированию алгоритмической культуры, логической культуры, логической 
грамотности. Так, И. Л. Никольская (Никольская, 1978) ввела понятие 
«логическая грамотность» как показатель усвоения комплекса логических 
знаний, умений, навыков, которыми должен овладеть выпускник средней 
общеобразовательной школы. Г.С. Ковалева раскрывает понятие 
«математическая грамотность» как «способность человека определять роль 
математики в мире, в котором он живет, высказывать хорошо обоснованные 
математические суждения и использовать математику так, чтобы удовлетворять 
в настоящем и будущем потребности, присущие созидательному, 
заинтересованному и мыслящему гражданину» (Ковалева, 1999). В этом 
контексте она выделяет следующие ключевые характеристики математической 
грамотности, описанные через способности: 

– распознавать проблемы, которые могут быть решены средствами 
математики; 

– формулировать эти проблемы на языке математики; 
– решать эти проблемы, используя математические факты и методы; 
– анализировать использованные методы решения; 
– интерпретировать полученные результаты с учетом поставленной 

проблемы; 
– формулировать и записывать результаты решения. 
С учетом рассмотренных характеристика Г.С. Ковалева рассматривает 

математическую грамотность как «способность человека обнаруживать 
реальные проблемы, которые следует решать математическими средствами». 
Иными словами, согласно Г. С. Ковалевой, математическая грамотность 
предполагает овладение учащимися методом математического моделирования. 
«А для этого ученик должен не только ознакомиться с формулировками 
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аксиом, определений понятий, теорем, их доказательствами, но и может ими 
логически правильно оперировать, а при необходимости вести поиск 
субъективно новых для него математических знаний» (Ковалева, 1999).  

У учащихся следует формировать, прежде всего, умения оперировать 
математическими понятиями, теоремами, аксиомами, готовыми алгоритмами, 
так как математическая грамотность предполагает владение школьниками 
определенным данными конструктами. По мнению профессора Г.И. Саранцева, 
«действия, адекватные понятиям, теоремам, определяют деятельностную 
природу математических знаний» (Саранцев, 1999).  

Математическая грамотность в контексте цифровизации 
В условиях цифровизации и широкого доступа к самым разным готовым 

алгоритмам, программным средствам, библиотекам и экспертным системам, с 
точки зрения автора, функциональная грамотность применительно к 
математической подготовке, безусловно, должна включать навыки по 
использованию различных программных средств, доступных online. Так, 
например, учащиеся должны владеть следующими инструментами: Web 
программой Wolfram Alpha – «живая» энциклопедия по математике и многим 
другим областям науки и техники (https://www.wolframalpha.com/); 
интерактивными моделями и симуляциями PhET, обеспечивающими 
эффективное естественнонаучное и математическое образование в интуитивной 
игровой среде (https://phet.colorado.edu/); графическим калькулятором Desmos 
(https://www.desmos.com/). 

Особое место также начинают занимать интерактивные курсы, которые 
позволяют учителю более наглядно излагать предметный материал. А 
интерактивные возможности для обучения, например, серия видео курсов 
Brilliant по следующим разделам «Фундаментальная математика», «Математика 
в старшей школе», «Наука о данных», «Разработка программного 
обеспечения», «Статистика и финансы» и т.д. (https://brilliant.org/), напрямую 
влияют не только на качество его усвоения, но и на уровень 
заинтересованности учащихся в учебном процессе, уровень их мотивации и 
доверия учителю.  

Не следует сводить математическую грамотность к грамотности 
информационной и логической. Логика и интуиция являются неотъемлемыми и 
неразделимыми компонентами математической деятельности. Характерной 
чертой деятельностного математического знания являются логические и 
эвристические составляющие. В связи с этим «учащиеся должны овладевать не 
только логическими действиями и дедуктивными методами (в том числе и 
методами доказательств), но и эвристическими методами и приемами на 
доступном им уровне» (Теоретические основы..., 2003).  

Нами была описана лишь общая структура математической грамотности в 
контексте сущности понятия функциональной грамотности. Для организации 
качественного процесса формирования математической грамотности у 
учащихся необходимо знать конкретные ориентиры. Исходя из 
культурологического подхода, рассматриваемого ранее, формирование 

https://www.wolframalpha.com/
https://phet.colorado.edu/
https://brilliant.org/
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математической грамотности является необходимым условием становления 
образованного человека в области математики. 

Учитывая культурологическую концепцию содержания образования и 
специфику математики, рассмотрим характеристику математически грамотного 
выпускника общеобразовательной школы, представленная через призму 
стратегических целей школьного математического образования. 

Обучающийся владеет определенным уровнем математической 
грамотности, если он: «знает сущность предмета математики; имеет 
представление об особенностях математического метода познания 
действительности; имеет представление о том, что сама математика является 
методом познания действительности; знает ключевые понятия математики и 
оперирует ими; владеет математическим языком и математической 
символикой; имеет представление о математическом моделировании и 
приобрел опыт его применения для изучения простейших реальных явлений и 
процессов; имеет представление о прикладных аспектах математики; имеет 
представление о влиянии математики на социальное развитие общества и 
наоборот; приобщился к опыту творческой математической деятельности и 
умеет применять его в других видах деятельности; знает основные 
общенаучные методы познания (эвристические и логические), умеет применять 
их как в математической деятельности, так и в других видах деятельности; 
знает специальные (частные) математические методы и приемы, умеет 
применять их для решения математических и прикладных задач» (Иванова, 
1998). 

Отметим, что, во-первых, достижение этих целей обеспечит 
формирование деятельностного характера математических знаний как 
органичного единства описанных выше аспектов математической грамотности.  

Во-вторых, эти цели являются конечным ориентиром (нормой). Данные 
цели должны осуществляться на всех этапах обучения и иметь доступный 
характер для обучающихся. Процесс формирования функциональной 
математической грамотности в широкой трактовке носит непрерывный 
характер и присутствует при изучении любого курса математики, каждой темы, 
на каждом уроке.  

По мере роста цифровизации систем образования во всем мире, когда 
многие страны принимают законы и планы действий по ускорению процесса, 
проблема эффективной интеграции цифровых технологий в практику 
преподавания и обучения становится критически важной. Многочисленные 
опросы показывают, что учителя математики используют цифровые 
инструменты меньше, чем учителя других предметов (Bray, 2017). Поскольку 
математика является ключевым школьным предметом, и одним из самых 
сложным, то для многих учеников важно понять, могут ли цифровые 
инструменты помочь улучшить результаты обучения и соответствующую 
поддержку учащихся, и каким образом.  

В последние десятилетия ученые подчеркивали потенциал ИКТ в 
сочетании с соответствующими дидактическими приемами для поддержки 
изучения математики, например (Bray, 2017). Тем не менее, результаты 
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недавнего обзора эмпирических исследований использования цифровых 
технологий в математическом образовании подчеркивают, что использование 
технологии само по себе «в основном не соответствует с их предполагаемым 
потенциалом по изменению процесса обучения» (Bray, 2017). Так было 
обнаружено, что учащиеся реже (творчески) используют цифровые технологии 
в образовательной среде по сравнению с повседневными условиями, и что 
цифровые технологии в образовании часто используются просто для 
улучшения традиционных практик (Bray, 2017).  

Таким образом, крайне важно дополнительно исследовать, как цифровые 
технологии были интегрированы в преподавание математики, и как эта 
интеграция влияет на обучение и преподавание. Интеграция технологий в 
настоящем исследовании означает, что технологии вносят положительный 
вклад в производительность сложной информационной системы, которая 
включает формальное и неформальное использование ИКТ как в классе, так и 
вне его, как учениками, так и учителями. Успехи интеграции во многом 
определяют эффективные методы, технологические аспекты новых 
инструментов, потенциал для преобразования обучения, а также создание 
новых форм методов преподавания и обучения (Howard et al., 2019). 

Методология исследования и результаты 
В данном исследовании сделана попытка оценить влияние современных 

информационных технологий на уровень сформированности функциональной 
грамотности в рамках школьного курса математики. В исследовании было 
задействовано 6 классов и 4+2 практико-ориентированные задачи для каждого 
из них (4 на построение графиков и 2 на движение). Задания давались по 
группам: 2+1 до ознакомления с программными средствами, и 2+1 после. 
Каждой из параллелей были предложены задания для решения. Заранее 
оговаривалось, что можно пользоваться программными средствами при их 
решении. Ниже приведены результаты измерений по классам: 

Таблица 1. 

 Статистика использования программных средств по классам 

 

Класс 

До ознакомления (%) После ознакомления (%) 

Desmos Wolfram Alpha Desmos Wolfram Alpha 

9А 9,08 13,73 75 83,3 

9Б 11,11 7,40 81,48 81,48 

10А 12,12 9,09 84,84 75,75 

10Б 0 0 75 75 

11А 7,69 5,13 84,62 82,05 

11Б 7,40 14,81 85,18 66,67 
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Следует отметить, что при самостоятельной работе, если обучаемым 

предоставлялось право самостоятельно выбирать программные средства для 

использования при решении задач, большинство ограничивалось 

калькуляторами и приложениями для телефона типа Photomath. После 

ознакомления учащихся с программными средствами Desmos и Wolfram Alpha 

подавляющее большинство учеников начали активно их использовать при 

решении задач. Однако, уровень освоения Wolfram Alpha отличался по классам 

и был обычно несколько ниже, чем уровень освоения Desmos. Автор связывает 

это с тем, что Wolfram Alpha ориентирована не столько на школьников, сколько 

на студентов и ученых. Зачастую обилие возможностей и сложность ввода 

представляют для школьников серьезные трудности, и могут даже отпугнуть 

пользователя. Ниже представлена сводная таблица измерений качества знаний 

до и после ознакомления с программными средствами. 

Таблица 2.  

Качество знаний и использование программных средств 

Класс Уровень использования 

программных средств 

(самостоятельно) 

Качество знаний 

(самостоятельно) 

Уровень использования 

программных средств 

(после ознакомления) 

Качество 

знаний (после 

ознакомления) 

9 А 0 40 85 60 

9 Б 0 45 95 70 

10 А 2,5 45 80 75 

10 Б 5 40 85 80 

11 А 5 45 95 90 

11 Б 10 50 90 95 

 

Легко видеть, что качество знаний повышается по всем рассматриваемым 

классам после внедрения цифровых инструментов Wolfram Alpha и Desmos в 

учебный процесс при решении практико-ориентированных заданий. 

Обсуждение результатов и выводы 

В данном исследовании была сделана попытка оценки изменения 

качества сформированности функциональной грамотности при решении 

практико-ориентированных заданий с применением цифровых инструментов 

Wolfram Alpha и Desmos. Была показана устойчивая взаимосвязь между 

внедрением вышеупомянутых инструментов и уровнем сформированности 

функциональной грамотности на выборке из  шести классов (9А, 9Б, 10А, 10Б, 

11А и 11Б). Установлено что самостоятельно учащиеся зачастую не склонны к 

использованию программных средств при решении практико-ориентированных 

задач, а если и склонны, то самостоятельно выбирают те из них, которые 

отличаются простыми интерфейсами и способны быстро предоставить решение 

конкретной задачи. Однако, после ознакомления учащихся с Desmos, который 

file:///D:\YandexDisk\���������\Desmos
../../../���������/�������/2022-2023/���������/Desmos
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не предоставляет конкретного решения, а может служить лишь инструментом 

визуализации, учащиеся начинают использовать его, что самым 

положительным образом сказывается на качестве знаний в сфере формирования 

математической грамотности школьников. В рамках дальнейшей работы автор 

планирует провести более широкое исследование для уменьшения влияния 

случайных выбросов на поведение выборки. Отдельно следует рассмотреть 

долгосрочные эффекты внедрения цифровых технологий в процесс обучения 

математики школьников и выявление не только положительных сторон, но и 

возможных рисков связанных с поиском готовых решений, и отказом от 

самостоятельных исследований. 
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Аннотация. Как и производная функции, интегралы имеют важное прикладное 
значение. Они используются и в физике, и в геометрии, а также в других областях 
науки. Поэтому вычисление интегралов, как точное, так и численное, очень часто 
применяется при нахождении длин, площадей и объемов, а также в исследовании 
различных процессов или явлений. В статье содержится описание основных 
возможностей системы компьютерной математики Maple применительно к задачам 
изучения высшей математики, на примере аналитического и численного 
интегрирования. Использование компьютера в этих задачах позволяет ускорить 
рутинные вычисления, а возможности некоторых пакетов делают этот процесс 
интересным и наглядным. Описаны приемы работы, основные конструкции и 
возможности системы Maple применительно к задачам, связанным с вычислением 
интегралов. Решено и разобрано несколько примеров, взятых из сборника задач и 
упражнений по математическому анализу. 
Ключевые слова: интеграл, определенный интеграл, несобственный интеграл, 
обучение математике, Maple, система компьютерной математики. 

APPLICATION OF MAPLE FOR ANALYTICAL AND NUMERICAL INTEGRATION 

Abstract. Like the derivative function, integrals are of great practical importance. They are 
used in physics and geometry, as well as in other studies. Thus, there is a summation 
calculation, both exact and calculated, very often involved in long, areal and volumetric 
processes, as well as in various manifestations or processes. The article describes the main 
possibilities of mathematics of the Maple computer system, first of all, to the task of studying 
higher mathematics, devoted to the study of the analytical and numerical complex. Use in this 
problem allows you to increase routine acquisitions, and the capabilities of some packages 
make this process interesting and visual. The methods of operation, the fundamental design 
and capabilities of the Maple system in relation to the task performed with the calculation of 
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integrals are described. Solved and analyzed several examples made from a collection of 
problems and exercises in mathematical analysis. 
Keywords: integral, definite integral, improper integral, teaching mathematics, Maple, 
computer mathematics system. 

Введение 

Использование средств вычислительной техники в начале эры Развития 

компьютерных технологий предполагало умение записывать алгоритмы на 

каком-либо языке программирования и, причем, не делать это не допуская 

ошибок. Современные системы компьютерной математики (СКМ), среди 

которых можно выделить распространенные среди пользователей в нашей 

стране системы такие как Mathcad, MATLAB, Maple (Дьяконов, 2006), 

(Дьяконов, 2011), (Говорухин, 2001), сразу дают возможность получать 

результаты вычислений с помощью встроенных апробированных алгоритмов 

без применения непосредственного программирования. Графические средства 

систем дают возможности визуализации результатов вычислений. 

Maple – это программная среда для выполнения математических расчетов 

на компьютере. В отличие от языков программирования высокого уровня, 

таких как Java, Python, C Sharp или C++, пакет Maple способен решать большое 

количество математических задач путем введения команд непосредственного 

исполнения без предварительного программирования. Кроме того, Maple может 

оперировать как приближенными числами, так и точными целыми и 

рациональными числами. Это делает возможным получить ответ с высокой 

точностью. Но, что самое важное, решение задач может быть получено 

аналитически, то есть в виде формул, состоящих из математических символов. 

Поэтому Maple также называют пакетом символьной математики. Роль 

популяризатора СКМ (и, в частности, Maple) в России по праву принадлежит 

автору многих трудов по данным системам В.П. Дьяконову. В своих пособиях 

(Дьяконов, 2006), (Дьяконов, 2011) он описывает широкие возможности 

применения формульных вычислений системы Maple в математике и физике. 

Методология исследования 
Данная СКМ предоставляет возможность выполнять вычисления как в 

аналитическом, так и в численном виде, причем с практически неограниченным 

количеством значащих цифр, что и покажем мы в данной статье на примерах, 

связанных с вычислением интегралов. Возможности выполнения простых 

школьных задач, студенческих и серьезных научно-технических расчетов, 

великолепная графическая визуализации вычислений делают систему 

незаменимой в процессе образования при изучении математики и физики. В 

систему включены дополнительные пакеты и демонстрационные справочные 

примеры, иллюстрирующие доступно и наглядно в учебных целях применение 

основных математических структур. 

Результаты 

Применяя систему Maple, неопределенный интеграл  

(Кудрявцев, 2019) можно вычислить с помощью двух команд: прямого 
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исполнения – int (f, x), где f – подынтегральная функция, x – переменная 

интегрирования; отложенного исполнения – Int (f, x) – где параметры команды 

такие же, как и в команде прямого исполнения int. Команда Int выдает на экран 

интеграл в аналитическом виде математической формулы. 

Чтобы вычислить определенный интеграл , необходимо в 

командах int и Int добавить пределы интегрирования, например, при 

вычислении  получим следующий результат. 

 

 

Рис. 1. Результат работы команд int и Int 

 

Если в команде интегрирования добавить опцию continuous: int (f, x, 

continuous), то Maple будет игнорировать любые возможные разрывы 

подынтегральной функции в диапазоне интегрирования. Это позволяет 

вычислять несобственные интегралы от неограниченных функций. 

Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования 

вычисляются, если в параметрах команды int указывать, например, 

x=0..+infinity. Численное интегрирование выполняется командой evalf (int(f, 

x=x1..x2), e), где e – точность вычислений (число знаков после запятой). 

В Maple имеется пакет student, запускаемый командой with (student), 

предназначенный для обучения математике. Он содержит набор подпрограмм, 

предназначенных для выполнения расчетов шаг за шагом, так, чтобы была 

понятна последовательность действий, приводящих к результату. К таким 

командам относятся интегрирование по частям inparts и замена переменной 

changevar. 

Известная формула (Кудрявцев, 2019) интегрирования по частям: 

 
Если обозначить подынтегральную функцию , то 

параметры команды интегрирования по частям такие: intparts(Int(f, x), u), где u 

– именно та функция u(x), производную от которой предстоит вычислить по 

формуле интегрирования по частям. 

Если в интеграле требуется сделать замену переменных  или 

, то параметры команды замены переменных такие: changevar (h(x)=t, 

Int (f, x), t), где t – новая переменная. Обе команды intparts и changevar не 

вычисляют окончательно интеграл, а лишь производят промежуточную 

выкладку. Для того, чтобы получить окончательный ответ, следует, после 

выполнения этих команд ввести команду value (%); где % – обозначают 

предыдущую строку. 
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Пример 1. Вычислить неопределенные интегралы (Демидович, 2004): 

а) ; б) . 

 

 

Рис. 2. Решение примера 1 а) 

 

 

Рис. 3. Решение примера 1 б) 

 

Пример 2. Найти определенный интеграл (Демидович, 2004) 

. 

 

 

Рис. 4. Решение примера 2 

 

Пример 3. Вычислить несобственные интегралы (Демидович, 2004) 

a) ; б) . 

 

 

Рис. 5. Решение примера 3 a) 
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Рис. 6. Решение примера 3 б) 

 

 

Пример 4. Численно найти интеграл . 

 

 

Рис. 7. Решение примера 4 

 

Пример 5. Вычислить интеграл  методом интегрирования по 

частям. Проделать все этапы интегрирования. 

 

Рис. 8. Решение примера 5 
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Пример 6. Вычислить интеграл  с помощью подстановки 

. 

 

 

Рис. 9. Решение примера 6 

 

Заключение 

Таким образом, мы показали использование системы Maple на примерах 

аналитического и численного интегрирования. Использование компьютерных 

расчетов в задачах на вычисление интегралов позволяет ускорить рутинные 

вычисления, а возможности некоторых пакетов делают этот процесс 

интересным, понятным и наглядным. Кроме того, система Maple может также с 

успехом применяться для решения различных задач при изучении других 

разделов математики, физики и в прочих областях научных исследований. 
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Аннотация. Научная статья приурочена к применению онлайн-сервисов в рамках 
гибридного школьного образования. Информатизация модифицирует устоявшуюся 
теорию образования в новую модель приобретения познаний, основанную на 
постоянном контакте между учителем и учеником как в классе, так и за его пределами. 
Такой современный инструмент, как цифровые образовательные ресурсы, 
предоставляет учителю математики широкие возможности для развития учебной 
мотивации школьников, предоставляя им то, что так важно для подростка. 
Ключевые слова: индивидуализация обучения, цифровые образовательные ресурсы, 
цифровые платформы, педагогическая задача, интерактивные компоненты, 
дидактические игры. 

ONLINE SERVICES AS A MOTIVATIONAL ELEMENT OF NETWORK 
EDUCATIONAL TECHNOLOGIES 

Abstract. The scientific article is dedicated to the use of online services in the framework of 
hybrid school education. Informatization modifies the established theory of education into a 
new model of acquiring knowledge based on constant contact between teacher and student 
both in the classroom and outside it. Such a modern tool as digital educational resources 
provides many opportunities for a math teacher to develop the educational motivation of 

schoolchildren by providing them with what is so important for a teenager. 
Keywords: individualization of learning, digital educational resources, digital platforms, 
pedagogical task, interactive components, didactic games. 
 

Введение 

Начнем с вопроса: «Остается ли сегодня математика царицей наук или 

школьники считают, что им это не пригодится в жизни и математикой их 

увлечь сложно?» 

Отношение детей к урокам математики сейчас интенсивно изучается. 

Дать один ответ на вопрос: «Какие они, современные школьники?», нельзя. 

Стран множество, миллион школ, миллион вариантов. Однако тревожность - 

эмоциональная реакция на учебный предмет как на что-то, вызывающее страх и 

беспокойство ― выражена именно в изучении математики.  

Результаты исследования 

Исследование математики активирует у каждого ребенка реализацию 

ответственной самостоятельной работы. Если такая работа становится 
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рутинной и не отвечает требованиям и интересам современного школьника, то 

у него пропадает интерес, и весь процесс изучения становится пыткой. Процесс 

обучения дает результаты тогда, когда школьник вовлечен и мотивирован. 

Особые задачи учителя математики: повысить мотивацию к изучению 

предмета, обеспечить возможность индивидуализации при поиске информации 

и выполнении заданий, и связать знания с интересами и деятельностью 

школьников. 
Важным критерием успешности обучения в той или иной школе является 

степень реализации в ней педагогических инноваций. Для учебной мотивации 

ребенка важно не дать ему набор готовых знаний, а помочь развить у него 

познавательный интерес, изучить способы получения знаний и их обработки, 

возможность творчески подойти к решению поставленных задач, а не по 

шаблону, чтобы показать масштабы практического применения полученных 

ребенком знаний. 

Изучение математики активирует работу с любой информацией, дает 

возможность проводить несложные расчеты для решения практических задач. 

И, в конце концов, упрощает изучение остальных школьных предметов. Нельзя 

исключать воспитательный потенциал предмета «математика», которая 

представлена разными разделами. Уроки математики учат обосновывать, 

приводить контрпримеры, логически мыслить, содействуют умственному 

развитию, увеличивают мыслительную активность, развивают критичное 

мышление. 

Цифровые образовательные ресурсы позволяют давать учащимся такие 

задания, в ходе которых они могут изучать материал на примере своих 

увлечений. В качестве учебных задач перед учащимся может стоять как 

самостоятельное создание различных заданий по интересующей его теме, так и 

решение готовых прикладных задач. Цифровые ресурсы гармонично 

дополняют материалы учебника и создают пространство для творчества. 

Учащийся выходит за рамки учебных задач и получает пространство для 

получения ответа на наиболее часто задаваемый вопрос «зачем мне это 

нужно?». Большой диапазон математических тем дает возможность создавать 

задачи, примеры, которые связывают его фактически с любым школьным 

предметом, а цифровые ресурсы разрешают наглядно выразить эту связь, найти 

данные, которые показывают применение знаний в реальных процессах, 

создать свои примеры. И все это, несомненно, будет повышать учебную 

мотивацию по предмету. 

С помощью ЦОР появляется возможность использовать тесты, ребусы, 

которые будут направлены на развитие умений анализировать и вычленять из 

математических текстов необходимую информацию, классифицировать 

имеющиеся данные и логически их обосновывать, но уже привлекая интерес 

учащегося. Различные задания на цифровых платформах позволяют научиться 

доказывать математические утверждения в игровой форме. 

Раздел геометрии по математике вызывает у школьников в основном 

негативные эмоции, они сталкиваются с ним впервые и часто оставляют без 
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внимания после первых недоразумений. С помощью цифровых ресурсов 

становится возможным выдавать персональные задания, направленные на 

поиск применения геометрического языка для описания реальных объектов. 

Фотографировать сегодня умеет любой подросток, простейшей задачей может 

быть поиск, конструирование и фотографирование объектов окружающего 

мира, которые можно описать геометрическим языком, а затем выполнение или 

создание коллажа непосредственно с описанием. Для более прочного 

запоминания терминов геометрии интересным инструментом будет создание 

облака слов. Такая подача материала положительно повлияет на интерес 

учащихся и повысит дальнейшую учебную мотивацию к предмету. 

Изучение плоских и пространственных фигур может облегчить цифровые 

образовательные ресурсы с видеоконтентом. Здесь применимы как различные 

обучающие видеоролики, так и видеоролики, отражающие связь 

геометрических фигур с реально существующими предметами. 

Самостоятельные задания могут быть совершенно разного формата: от 

построения фигур на цифровых платформах до создания видеороликов, 

направленных на поиск геометрии в окружающем мире или процесс 

построения макета самим учеником. 

Отметим главные достоинства использования ЦОР: разъяснение 

материала в интересной и увлекательной форме, что содействует увеличению 

мотивации к обучению (к примеру, презентация к уроку, которая является его 

мультимедийным конспектом, содержит лаконичный текст, главные формулы, 

чертежи, видеозаписи); экономия времени на уроке; способность слушать и 

видеть сразу в одно время, что содействует лучшему усвоению; умение сделать 

процесс познания увлекательным; возможность стремительно и всесторонне 

провести проверку познания всего класса; возможность внедрения онлайн-

тестов; расширение возможности работы над проектами на занятиях и во 

внеурочной работе с применением интернет-ресурсов; расширение 

возможности внедрения собственных знаний в нестандартной ситуации, к 

примеру, составление своего метода работы. 

Таблица 1. 

Моменты использования ЦОР на уроках математики 

Моменты 

использования 

ЦОР 

Проведение устного счета 

Изучение нового материала (мотивация введения нового 

понятия; моделирование стереометрических фигур в 

геометрии, быстрое построение сложных графиков) 

Проверка самостоятельных работ 

Решение задач обучающего типа 

Организация исследовательской деятельности 

Интеграция школьных предметов 

 

Внедрение интерактивных моделей значительно ускоряет процесс 

разъяснения учебного материала и увеличивает его качество. Интерактивные 

модели просто вписываются в урок и разрешают преподавателю организовать 
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новые нетрадиционные виды учебной деятельности обучающихся. В ходе 

работы с ними предлагаются последующие виды работ: 

 

 
 

После объяснения нового материала имеет смысл предложить учащимся 

1-2 наблюдения. Работая с интерактивной моделью во время исследования 

нового материала, преподаватель может показать это свойство через 

проекционную аппаратуру. Обычно, учащиеся с особенным энтузиазмом 

берутся за решение экспериментальной задачи-исследования, для решения 

которых нужно подставить надлежащие характеристики переменных и 

пронаблюдать изменение графика. Невзирая на кажущуюся простоту, подобные 

задачи крайне полезны, в связи с тем, что разрешают учащимся увидеть 

заметить связь компьютерного опыта и аналитического решения заданий. 

Ученику в процессе выполнения лабораторной работы предстоит 

провести, к примеру, построение графиков функций, провести индивидуальное 

исследование еѐ свойств, попытаться подметить какие-то закономерности, 

высказать в этой связи собственные гипотезы. С помощью игровых приѐмов и 

ситуаций преподаватель может стимулировать учащихся к математической 

работе. В ходе игры развиваются внимательность, наблюдательность, 

сообразительность.  

Математика является обязательным предметом в школе, при всем этом 

она довольно сложна в восприятии. По итогам многочисленных исследований, 

сложности с математикой в школе возникают у 37% обучающихся школ, что 

является достаточно внушительным показателем. 

Внедрение цифровых образовательных ресурсов в образовательном 

процессе помогает повысить темп урока, повысить активность учащихся, объем 

их самостоятельной работы.  Применять предлагаемые ЦОР материалы можно 

на любом этапе урока математики. 
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Таблица 2. 

Использование ЦОР на уроке математики 
Этап урока ЦОР Применение ЦОР 

Организационный Quizizz, triventy. Обычный интерактивный опрос о степени 
готовности каждого ученика к уроку с 
картинками. Получение оперативных 
показателей ответов. 

Цель и задачи 
урока 

wordart.com, 
LearningApps.com, 
PowerPoint, 
prezi.com. 

Изучение облака слов и вывод из него темы 
урока, а потом цель и задачи. 
Интерактивные задания с карточками на 
нахождение «лишней» темы или примера, 
которые школьникам ещѐ не известны, либо 
нахождение связи между данными карточками. 

Актуализация 
знаний 

LearningApps.com, 
yaklass.ru, 
PowerPoint, uchi.ru, 
Quizlet, Quizizz, 
wordart.com, 
get.plickers.com, 
school-
collection.edu.ru. 

Интерактивные задания.  
Индивидуальный тест. Создание облака слов 
из математических терминов. Викторина. 
Карточки для запоминания. Математические 
диктанты. 

Первичное 
усвоение новых 
знаний 

resh.edu.ru, 
education.yandex.ru, 
yaklass.ru, school-
collection.edu.ru, 
prezi.com. 

Материал представлен на презентации 
(прочитал, дополнил пример, ответил на 
вопрос).  

Первичная 
проверка 
понимания новых 
знаний 

yaklass.ru,                     
Google Форма, 
LearningApps.com, 
triventy.com, 
onlinetestpad.com. 

Решение онлайн теста. Интерактивная 
викторина. Прохождение интерактивных 
карточек. Решение прикладных задач. Ребусы. 

Первичное 
закрепление 

puzzlecup.com, 
desmos.com, 
wizer.me, 
quizlet.com, 
yaklass.ru. 

Решение кроссворда из математических 
терминов. Создание графиков на основе 
изученных зависимостей (формул).  
Решение подобных или прикладных задач. 

Домашнее 
задание 

education.yandex.ru, 
yaklass.ru, dnevnik.ru, 
resh.edu.ru, uchi.ru 

Могут быть использованы любые ЦОР, 
позволяющие решать задания разной 
сложности. Есть возможность задать задания 
как всему классу, так и индивидуально любому 
ученику, а также прикрепить к домашнему 
заданию материалы для повторения. 

Рефлексия Google Forms, 
wordart.com, 
kahoot.com. 

Получение обратной связи, прибегая к тестам с 
односложными ответами и полем для вопросов. 
Для контроля запоминания материала - 
составление облака слов в режиме онлайн. 

Систематизация и 
обобщение 
знаний 

LearningApps.com, 
ЯКласс, Google 
сервисы, Prezi, 
popplet.com, 
coggle.it, quizlet.com, 
education.yandex.ru. 

Задания могут быть как заданы на дом, так и 
проводиться на уроке. Создание ментальных 
карт, карт ассоциаций, прохождения 
специальных карточек на усвоение материала, 
создание образов, роликов по изученному - всѐ 
это направлено не просто на систематизацию 
знаний, а на творческое их применение. 

https://get.plickers.com/
http://school-collection.edu.ru/
http://school-collection.edu.ru/
https://education.yandex.ru/
http://www.yaklass.ru/
http://school-collection.edu.ru/
http://school-collection.edu.ru/
https://prezi.com/
http://www.yaklass.ru/
http://www.triventy.com/
https://onlinetestpad.com/ru
http://www.desmos.com/
https://www.wizer.me/
https://quizlet.com/ru
https://www.yaklass.ru/
https://education.yandex.ru/
https://www.yaklass.ru/
https://dnevnik.ru/
https://resh.edu.ru/
https://uchi.ru/
https://kahoot.com/
https://popplet.com/
https://coggle.it/
https://quizlet.com/ru
https://education.yandex.ru/
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Все вышеперечисленные цифровые ресурсы призваны помочь учителю в 

осуществлении его деятельности по повышению учебной мотивации 

школьников, пробуждению у них интереса к заданиям. Они органично 

дополняют процесс обучения, давая возможность каждому школьнику найти 

то, что заинтересует именно его. При применении ЦОР во время учебного 

процесса не рекомендуется использовать один и тот же ресурс ежедневно на 

долгосрочной основе, а лучше комбинировать их и чередовать. Не следует 

также перенасыщать уроки интерактивными заданиями, они должны быть 

увлекательным дополнением. 

Заключение 

Ученик, используя ЦОР, имеет возможность не только выйти за рамки 

традиционного обучения, но и развить столь желанную самостоятельность, 

выбрать для себя образовательную траекторию, провести самооценку.  

Следовательно, всѐ вышеизложенное положительно влияет на повышение 

учебной мотивации школьников по предмету «Математика». 
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ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 

УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ ПОЛОВИННОГО ДЕЛЕНИЯ 
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Аннотация. Рассматривается программная реализация метода половинного деления 
решения нелинейных уравнений. Показаны возможности и краткие характеристики 
библиотеки языка программирования Python. Приведены примеры реализации 
открытого программного кода для нахождения корней уравнений на заданном 
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промежутке, для обеспечения заданной точности предложено использование класса 
Fraction. 
Ключевые слова: численные методы, метод половинного деления, программный 
пакет, язык программирования Python. 

PROGRAMM IMPLEMENTATION OF NUMERICAL SOLUTION OF NONLINEAR 
EQUATIONS BY THE METHOD OF HALF DIVISION 

Abstract. A software implementation of the half-division method for solving nonlinear 
equations is considered. The possibilities and brief characteristics of the Python programming 
language library are shown. Examples of the implementation of open source code for finding 
the roots of equations at a given interval are given, the use of the Fraction class is proposed to 
ensure a given accuracy. 
Keywords: numerical methods, half division method, software package, Python programming 
language. 

Введение  
Численные методы решения нелинейных уравнений всегда составляли 

неотъемлемую часть математики и неизменно входили в содержание 

математического образования. Указанные методы позволяют найти 

приближенное значение корня с любой заданной точностью. Параллельно с 

развитием численных методов велась разработка инструментальных 

программных средств, позволяющих автоматизировать процедуру выполнения 

вычислений с учетом заданной точности. 

Как известно, нелинейные уравнения подразделяют на алгебраические 

уравнения и трансцендентные уравнения. Методы решения нелинейных 

уравнений делятся на две группы: 1 группа – точные методы; 2 группа – 

итерационные методы. Точные методы позволяют записать корни в виде 

некоторого конечного соотношения (формулы), однако они имеют место для 

алгебраических уравнений степени не выше четвертой. В случаях, когда 

имеются алгебраические уравнения степени выше четвертой или 

трансцендентные уравнения, или уравнения, у которых коэффициенты 

известны лишь приблизительно, используются итерационные методы с 

заданной степенью точности.  

К методам второй группы относят такие методы, как: метод половинного 

деления (МПД), метод хорд, метод Ньютона, метод простой итерации. Процесс 

приближѐнного нахождения решения уравнения обычно представлен двумя 

этапами: 

1 этап. Отделение корней, т.е. установление возможно точных 

промежутков [a, b], в которых содержится только один корень уравнения. 

2 этап. Уточнение приближѐнных корней, т.е. доведение их до заданной 

степени точности. 

Среди перечисленных методов метод половинного деления (иначе этот 

метод также называют методом Больцано, методом биекций, методом 

дихотомии, методом проб) является наиболее надежным, устойчивым к 
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ошибкам округления, в нем имеет место уменьшение ограничений на вид 

функции f(x) (необходима непрерывность), также он является достаточно 

простым для программной реализации (Богданов, 2019). Главным недостатком 

МПД является слабая сходимость к точному решению. Поскольку МПД дает 

грубое уточнение корня, то в ходе практического применения его используют в 

сочетании с каким-нибудь другим быстросходящимся методом (например, 

метод Ньютона). Для устранения указанного недостатка МПД целесообразно 

усовершенствовать выполнение этапа 2 за счет автоматизации многократных 

вычислений и использования специального класса команд. Рассмотрим 

применение языка Python для реализации МПД решения нелинейных 

уравнений.  

Результаты 

Процедура установки библиотеки функций в Python. Прежде всего, 

рассмотрим процесс установки данной библиотеки. Для работы библиотеки 

требуется интерпретатор Python, установка которого не представляется 

сложной. Рекомендуется использование последней из доступных версий, 

поскольку так пользователь может получить новые возможности (например, 

переработанную систему трассировки ошибок, которая помогает лучше понять 

и исправить ошибку в работе программы с версии 3.11), а также более высокую 

производительность (также с версии 3.11, благодаря переработанному 

интерпретатору). 

Установка же самой библиотеки делается за один шаг. Для этого на 

платформе Windows 10 и старше достаточно ввести следующую строку (рис. 1): 

py -m pip install numeric-methods 
в случае, если Python установлен вместе с лаунчером или другую строку: 

pip install numeric-methods 
если Python добавлен в переменную Path системы семейства Windows. 

 

Рис 1. Установка пакета с помощью менеджера пакетов pip и лаунчера Python 

 

Библиотека является кроссплатформенной, поэтому ее можно установить 

и на другие системы (Linux или MacOS), а проверить ее наличие можно как в 

интерактивной оболочке Python с помощью импорта (рис. 2): 

import numeric_methods 
так и с помощью менеджера пакетов pip в консоли: 

 py -m pip show numeric_methods 
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Рис 2. Описание пакета с помощью менеджера пакетов pip 

 

Поскольку некоторые пользователи имеют трудности в использовании 

иностранных языков, в библиотеке реализована возможность менять язык на 

лету. Данная реализация численных методов поддерживает два языка: 

английский (по умолчанию) и русский. Сменить язык можно следующим 

образом: произвести импорт вспомогательного модуля настроек с помощью 

следующей командной строки: 

from numeric_methods import settings 
При желании, можно распечатать документацию функции установки языка: 

help(settings.set_language). В результате будет распечатано сообщение 

на английском языке (рис. 3): 

 

Рис 3. Документация функции смены языка на английском языке 
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Смена языка, если это необходимо, возможна при помощи следующей 

строки: 

settings.set_language(“ru”) 
Дальнейшая распечатка документации выдаст сообщение уже на русском 

языке (рис. 4): 

 

Рис 4. Документация функции смены языка на русском языке 

 

Если необходимо перевести библиотеку на другой язык, то это возможно, 

предоставив перевод через issue или сделав pull request данной библиотеки на 

github (https://github.com/Helltraitor/numeric-methods). 

Алгоритм метода половинного деления. Напомним, что МПД 

заключается в последовательном сужении границ отрезка [a, b], содержащего 

единственный искомый корень, за счет деления отрезка пополам (Воробьев, 

2016). При этом, если полученная середина первоначального отрезка не 

является решением уравнения , то тогда она становится левым или 

правым концом нового внутреннего отрезка в зависимости от знака функции в 

данной точке (―-― – слева и ―+‖ – справа). С каждым итерационным шагом 

середины новых суженных границ отрезков будут приближаться к корню 

уравнения, и при достижении установленной заранее точности середина 

последнего суженного отрезка будет являться решением уравнения. 

На рис. 5 представлен алгоритм МПД и его графическая интерпретация. 

 

 

https://github.com/Helltraitor/numeric-methods
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Рис. 5. Алгоритм и графическая интерпретация МПД 

 

При использовании данного метода необходимо выполнение двух 

условий: функция принимает различные знаки на концах отрезка и является 

непрерывной на заданном отрезке. Первое условие проверяется автоматически, 

а второе необходимо проверить заранее. 

В библиотеке численных методов увидеть необходимые условия можно 

при вызове функции help в интерактивной оболочке. Условия находятся после 

сноски с алгоритмом на псевдоязыке. Надпись automatic или автоматически в 

квадратных скобках означает, что условие, указанное справа, проверяется 

автоматически. Надпись Manual или вручную, соответственно говорит о 

необходимости самостоятельно проверить выполнение условия перед 

использованием. 

Половинный метод доступен после следующего импорта: 

from numeric_methods.one_variable import half_method 
Его документация выглядит следующим образом (рис. 6): 
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Рис 6. Документация метода половинного деления в библиотеке 

 

Примеры программной реализации метода половинного деления и 

результаты. На рис. 6 представлена реализация алгоритма МПД на языке 

Python и записан пример 1 решения алгебраического уравнения . 

Если повторить код примера, то получим значение искомого корня, 

принадлежащего промежутку [1; 2], с помощью выполнения конечного числа 

итераций с заданной точностью 0.001 (рис. 7).  

 

 

Рис 7. Результат выполнения кода  
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Данный метод возвращает полученные в ходе вычислительных этапов 

данные, которые в дальнейшем могут быть обработаны пользователем пакета в 

соответствии с его требованиями. Распечатать данные в табличном виде можно 

при помощи следующего кода на языке Python (рис. 8): 

 

Рис 8. Результат решения примера 1 в табличном виде 

 

В таблице рис. 8 первый столбец определяет номер итерации, второй – 

значение начала отрезка, третий – значение конца отрезка, четвертый – 

значение середины отрезка, пятый столбец – значение функции в середине 

отрезка. 

Рассмотрим применение МПД на примере 2. Предположим, что 

необходимо найти число  в виде отношения двух чисел с точностью 0.0001. 

Нетрудно догадаться, что данное число будет решением уравнения  в 

отрезке [3; 4]. Данный факт можно записать в следующем виде (рис. 9): 

 

 

Рис 9. Уравнение  на языке Python 

 

Отметим, что дроби здесь записаны при помощи класса Fraction из 

модуля fractions, который доступен сразу после установки Python. Данный 

пакет также может работать с типом двойной точности Decimal из модуля 

decimal, который используется точно также как и Fraction.  

Аналогично примеру 1 код для представления вычислений примера 2 в 

табличном виде и его результат примут вид, приведенный на рис. 10: 
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Рис 10. Численное решение уравнения 

 

Полученное значение представлено в виде дроби 

, что достаточно близко к искомому числу. В таблице 

использован тип float для более наглядного представления в виде числа с 

плавающей запятой. Наличие ответа в виде отношения двух чисел является 

более точным с точки зрения вычислительного механизма в силу особенностей 

хранения чисел с плавающей запятой, но является более медленным при 

расчете, что обычно не является проблемой. 

Вывод 

Использование открытого программного кода на языке 

программирования Python для реализации численных методов позволяет не 

только автоматически осуществить проверку применимости конкретного 

метода, но и обеспечить гарантированную сходимость метода и достижение 

точности результата независимо от сложности функции. Например, применение 

класса Fraction, который сохраняет 100% точность для рациональных чисел и 

крайне высокую для иррациональных, причем данный тип устойчив к ошибкам 

хранения вещественных чисел. К явным преимуществам применения Python 

можно еще отнести его быстродействие и интерактивность, позволяющую 

сразу же выполнять введенные с клавиатуры операторы и осуществлять вывод 

на консоль, а также поддержку любого языка пользователя для создания 

документации. 
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Аннотация. Как и производная функции, интегралы имеют важное прикладное 
значение. Они используются и в физике, и в геометрии, а также в других областях 
науки. Поэтому вычисление интегралов, как точное, так и численное, очень часто 
применяется при нахождении длин, площадей и объемов, а также в исследовании 
различных процессов или явлений. В статье содержится описание основных 
возможностей системы компьютерной математики Maple применительно к задачам 
изучения высшей математики, на примере аналитического и численного 
интегрирования. Использование компьютера в этих задачах позволяет ускорить 
рутинные вычисления, а возможности некоторых пакетов делают этот процесс 
интересным и наглядным. Описаны приемы работы, основные конструкции и 
возможности системы Maple применительно к задачам, связанным с вычислением 
интегралов. Решено и разобрано несколько примеров, взятых из сборника задач и 
упражнений по математическому анализу. 
Ключевые слова: интеграл, определенный интеграл, несобственный интеграл, 
обучение математике, Maple, система компьютерной математики, ограничения на 
параметр. 

APPLICATION OF THE MAPLE SYSTEM FOR CALCULATION OF INTEGRALS 
DEPENDING ON PARAMETERS 

Abstract. This article is devoted to the theoretical and practical solution of integrals 
depending on the parameter, both manually and using programming in the Maple system with 
a detailed description of the code. The paper presents the concept of integrals that depend on 
a parameter, considers the transition to the aisle under the integral sign, differentiates and 
integrates the integral with respect to the parameter. In addition, improper integrals 
depending on the parameter were considered. The article also provides the solution of 
integrals that depend on a parameter in the Maple system, including the analysis and 
explanation of the program code, and the analysis of the main commands aimed at a specific 
solution of the problems given in the work. Along with this, the results of manual calculations 
of integrals depending on the parameters were compared with their similar results of 
calculations using the Maple. 
Keywords: integral, definite integral, improper integral, teaching mathematics, Maple, 
computer mathematics system. 

Введение 
Не всегда получается легко и быстро решить задачу с интегралом, 

зависящим от параметра, порой на это может уйти уйма времени, и порой этого 
времени у нас как раз и не имеется. Но решение самого интеграла – это ещѐ 
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половина беды, иногда от нас требуется отобразить интеграл и его решение в 
электронном виде. Выводить все формулы в конструкторе – это очень долго и 
муторно, особенно если наша цель, к примеру, показать студентам пару задач 
на нашу тему и решения к ним. Вот тут-то нам и поможет замечательный 
продукт под названием «Maple» (Касюк, 2011). В нѐм мы можем строить 
графики, решать уравнения, матрицы, ну и конечно-же интегралы. Всѐ это 
делается через программный код, разработанный конкретно для данной 
программы, который в свою очередь не является сложным и понять его может 
даже новичок. Так же в данной программе встроен калькулятор, благодаря 
которому можно решать всѐ те же задачи, но не используя программный код, а 
строя всѐ вручную. Естественно, с помощью калькулятора решить всѐ не 
получится, поэтому стоит прибегать и к программированию. Ещѐ стоит 
отметить, что для решения и вывода простенького интеграла, по времени вы не 
заметите разницу между Maple и конструктором в Word. Но если вбивать уже 
что-то посерьезней, то это значительно увеличит ваш КПД. 

Методология исследования 
Система компьютерной математики Maple предоставляет возможность 

выполнять вычисления как в аналитическом, так и в численном виде, причем с 
практически неограниченным количеством знаков после запятой, что и 
покажем мы в данной статье на примерах, связанных с вычислением 
интегралов, зависящих от параметров. Возможности выполнения простых 
школьных задач, студенческих и серьезных научно-технических расчетов, 
великолепная графическая визуализации вычислений делают систему 
незаменимой в процессе образования при изучении математики и физики. В 
систему включены дополнительные пакеты и наглядные демонстрационные 
примеры, иллюстрирующие доступно в учебных целях применение основных 
структур данной системы компьютерной математики. 

Результаты 
Понятие интеграла, зависящего от параметра. Если для любого числа 

α, функция f (x, α) может быть интегрирована по Риману, то есть если она 
интегрируема на отрезке [a; b] и придел еѐ интегральных сумм при λ → 0, то 
интеграл  

 
называется интегралом, зависящим от параметра (Баскаков, 2013).  

Более обобщѐнный вид с переменными пределами интегрирование 
записывается в виде:  

 
Стоит заметить, что по одной только форме записи нельзя узнать тип 

этого интеграла, ведь при одних значениях α это может быть собственный 
интеграл, а при других – несобственный. На это стоит уделять большое 
внимание, ведь решение будет протекать по-разному. 
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Переход к пределу под знаком интеграла. Если функция f (x, α) 

является непрерывной в прямоугольнике a≤x≤b, α₁≤α≤α₂, то интеграл 

 есть функция, непрерывная на отрезке [α₁; α₂] (Сидоров, 

2015). 
Переход к приделу под знак интеграла осуществляется следующим 

образом: 

Если функция f (x, α) задана в прямоугольнике a≤x≤b, α₁≤α≤α₂, то 

 
где α₀ - произвольное фиксированное число  [α₁;α₂]. А так как функция  
непрерывна на отрезке [α₁;α₂], то имеем равносильные равенства 

. 

Дифференцирование интеграла по параметру. Для возможности 
дифференцирования интеграла, зависящего от параметра, нужно 
воспользоваться правилом Лейбница. 

Если  и еѐ частная производная  непрерывны в 

прямоугольнике a≤x≤b, α₁≤α≤α₂, то для любого α  [α₁;α₂], производная может 

быть вычислена по правилу Лейбница: . 

Для дифференцирования интеграла с переменными приделами нужно ещѐ 

удостовериться в дифференцируемости функций  на отрезке [α₁; 
α₂]. При условии, что функции  не прерывны в области                  

D =  Можно воспользоваться формулой:  

 
А так как , то полная производная  

 

где , , 

. 

Интегрирование интеграла по параметру. Если функция  

непрерывна в прямоугольнике X = a≤x≤b, α₁≤α≤α₂, то функция 

 будет интегрируема на отрезке [α₁; α₂], причем будут 

справедливы следующие равенства  

 
Проще говоря, если  непрерывна в X, то интегрирование, 

интеграла, зависящего от параметра, можно производить по параметру под 
знаком этого интеграла.  
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Для доказательства наших суждений имеем, что функция I(α) непрерывна 

на отрезке [α₁; α₂] и поэтому интегрируема на нем.  Отсюда следует 
справедливость нашей формулы из равенства повторных интегралов 

 
Несобственные интегралы, зависящие от параметра. Так же стоит 

упомянуть понятие равномерной сходимости для несобственных интегралов, 

зависящих от параметра, ведь данное понятие настолько же важно, насколько 

важно понятие для равномерной сходимости функциональных рядов. 

Прежде чем переходить конкретно к понятию сходимости, введѐм 

понятие несобственного интеграла, зависящего от параметра. 

Если функция f (x, α) задана в полу полосе 

 и при каждом фиксированном  

найдется несобственный интеграл , являющийся функцией от α. 

Тогда  называется несобственным 

интегралом первого рода, зависящим от параметра α. 

Данный интеграл называется сходящимся в точке , если 

имеется конечный придел , то есть для любого 

 существует такое число , что для всех  выполняется неравенство 

. Если же несобственный интеграл, зависящий от 

параметра, сходится во всех точках отрезка , то он будет является 

сходящимся на всем отрезке.  

Интеграл называется абсолютно 

сходящимся если сходится интеграл . 

Ну и закончим на равномерной сходимости. Для того, чтобы наш 

несобственный интеграл первого рода равномерно сходился по параметру 

, необходимо и достаточно, чтобы для любого  можно было 

найти такое число , которое зависит исключительно от ε, причѐм для 

любых B и C, больших A, и для всех  выполнялось 

неравенство . 

Основной теоретический материал описан, конечно, можно углубляться в 

теорию до бесконечности и находить всѐ новые и новые свойства, правила, их 

доказательства и тому подобное. Но мы здесь не за этим. Наша задача 

применять знания, которые мы описали выше в практической составляющей. 

Но не просто решать всѐ вручную, а используя программный продукт Maple 

упрощать себе задачу не только в непосредственном решении поставленной 

задачи, но и в составлении формул.  

Вычисление интегралов в системе Maple. Начнѐм с простого примера и 

постепенно будем усложнять себе задачу, естественно разбираться с кодом, 

пояснять какая строчка, за что отвечает.  
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Имеем следующую задачу. Найти , если . 

Решение: Заметим, что подынтегральная функция и еѐ производная 

непрерывны для любых значений α и для всех значений Х на отрезке 

интегрирования [1;2], а это значит, что мы можем воспользоваться правилом 

Лейбница: .  

 Давайте теперь решим данную задачу с помощью продукта Maple 

(Касюк, 2011). Для этого откроем еѐ и в поле для ввода напишем такой код: g := 

int(exp(a*x^2)/x, x = 1 .. 2). Теперь по порядку, что он значит. К произвольной 

переменной g мы присваиваем с помощью знака «:=» значение интеграла 

, где int(значение интеграла, x=1..2) – определенный интеграл на 

отрезке [1;2], exp(значение степени) – экспонента. В конце нашего кода 

обязательно должен стоять знак «;» иначе мы ничего не сможем посчитать. 

Если все написано правильно, то программа выдаст нам посчитанный интеграл:  

 

 

 
Далее нам нужно будет продифференцировать данный интеграл для этого 

используем команду diff(x₀,x₁), первый аргумент x₀ которой есть 

дифференцируемая функция, а второй x₁ - переменная, по которой надо брать 

производную. Так как мы брали наш интеграл за переменную g поэтому наша 

команда будет выглядеть так: diff(g,a); 

 

 
Как мы видим, наши ответы сошлись, но программа решила данный 

пример значительно быстрее, при этом вывела уже готовый результат. Давайте 

попробуем решить интеграл с приделом.  

Попробуем решить данный пример: . 

Решение: Поскольку наша подынтегральная функция непрерывна в 

прямоугольнике имеем искомый придел равный 
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, где  => 

. 

Проделаем тоже самое, но уже в программе с помощью кода. Так же 

используем переменную g для записи нашего интеграла. В итоге будем иметь 

такой код: g := int(x + cos(a*x)*exp(x*sin(a)), x = -pi .. pi);. Программа выведет 

нам опять-таки решение данного интеграла, 

 

 
 

но нам же нужно отыскать придел, поэтому используем команду 

limit(x₀,x₁=k), первый аргумент которой есть придельная функция, а второй 

переменная стремящаяся к числу k. Из этого следует, что наша команда должна 

выглядеть так : limit(g, a = 0);  

 

 
И в этот раз наши ответы сошлись, и программа также сделала всѐ 

быстрее нас. Это всѐ сильно упрощает. Но как быть, если наш параметр при 

каких-то значениях сходится, а при каких-то расходится? И на такой вопрос у 

нас есть ответ. Рассмотрим самый простой пример: , который 

расходится при α>0 и расходится при α<0. Если мы проделаем такую же 

работу, что делали выше, у нас ничего не получится, и программа выдаст 

ошибку: «Definite integration: Can't determine if the integral is convergent. Need to 

know the sign of --> a. Will now try indefinite integration and then take limits». Для 

решения, нам нужно наложить ограничения на параметр с помощью команды 

assume(x0), где x0 – неравенство.  Дополнительные ограничения вводятся с 

помощью команды additionally(x1), где x1 – другое неравенство, 

ограничивающее значение параметра, с другой стороны. После проделанной 

операции Maple будет добавлять к нашему параметру символ (~). С новыми 

знаниями давайте теперь попробуем решить наш интеграл. 

Будем использовать данный код: assume(a>0); Int(exp(-a*x), x = 0 .. 

infinity) = int(exp(-a*x), x = 0 .. infinity);. Как мы видим, добавилось новое слово 

«infinity», оно означает – бесконечность (Кирсанов, 2011).  

 
Интеграл решен, наш параметр с ограничениями принял вид (a~).  
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Ну и напоследок давайте решим интеграл приделы интегрирования, 

которого зависят от параметра. Рассмотрим пример: . Данный 

пример, на самом деле решается так же просто, как и остальные. Такой код у 
нас должно получится: g := int(sin(a*x)/x, x = a .. 2*a); diff (g, a);. Вот что выдаст 
программа: 

 
Если решать этот пример вручную, то получим абсолютно такой же 

ответ. Отсюда делаем вывод, что наша программа является точной и не 
подведет в нужный момент. 

Заключение 
Основные принципы решений разобраны, в дальнейшем можно 

углубиться в более сложные интегралы и используя различные программные 
методы решить их. Данная статья совместила в себе основные теоретические 
аспекты интегралов, зависящих от параметра, и практическую составляющую 
работы в системе Maple. Данных, приведенных в статье достаточно, чтобы 
самостоятельно вычислять интегралы с помощью программирования в Maple. 
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различных интерактивных платформ, применяемых, в первую очередь, для 
графического решения задач, содержащих параметр. Обосновывается мысль о том, что 
формирование умений и навыков, позволяющих успешно сдать ЕГЭ обеспечивается 
системным подходом, который вырабатывается в процессе использования 
интерактивных систем. В целом использование описанных инструментов помогает 
развить не только предметные навыки и умения выпускников, но и достичь 
личностных и метапредметных результатов.  
Ключевые слова: параметр, информационно-коммуникационные технологии, 
обучение математике. 

THE USE OF INFORMATION AND COMMUNICATION TECHNOLOGIES IN 
SOLVING PROBLEMS WITH A PARAMETER  

IN A SCHOOL MATHEMATICS COURSE 

Abstract. The article discusses the possibilities of using ICT in mathematics lessons in 
specialized classes. Particular attention is paid to the use of various interactive platforms, 
used primarily for the graphical solution of problems containing a parameter. The idea is 
substantiated that the formation of skills and abilities that allow you to successfully pass the 
Unified State Exam is provided by a systematic approach that is developed in the process of 
using interactive systems. In general, the use of the described tools helps to develop not only 
the subject skills and abilities of graduates, but also to achieve personal and meta-subject 
results. 
Keywords: parameter, information and communication technologies, teaching mathematics. 

Введение 
Современное образовательное пространство заметно расширилось за счѐт 

массового использования учителями и школьниками различного рода интернет 

ресурсов: электронных изданий, цифровых обучающих платформ и т.п. 

Внедрение информационно-коммуникационных технологий помогает 

оптимизировать время обучающихся, затрачиваемое на решение заданий с 

параметром.  

Применение ИКТ на уроке позволяет: 

– более качественно реализовать принципы наглядности и доступности 

при обучении математике; 

– эффективнее использовать время на уроке; 

– создавать проблемные ситуации на уроке, что активизирует 

познавательную деятельность учащихся (Тиньков, 2021). 

Чтобы оценить эффективность использования ИКТ, надо представить 

сколько усилий у учителя занимает прорисовка графиков, правил, формул, 

когда он находится спиной к ученикам и насколько эти затраты времени 

полезны.  

Ученикам же нет необходимости переносить все в тетрадь. Достаточно 

основных определений и рисунков. В процессе объяснения материала с 

применением ИКТ уже не учитель рисует на доске, а ученики рисуют у себя в 

тетрадях, а учитель поясняет изображенное на экране и контролирует работу 

учащихся. Еще одна положительная особенность в том, что в отличие от 
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написанной, а потом стертой информации на доске, ИКТ даѐт возможность 

вернуться к нужному графику и ещѐ раз изучить его.  

Материалы и методы   

Рассмотрим применение ИКТ при решении системы уравнений с 

параметром в школьном курсе математики. 

Пример 1. Найти целое значение параметра а, при котором система имеет 

ровно два решения 

                                                                      (1) 

Решение.  

Строим окружность и график функции (рис. 1). 

 

 

Рис.1. График функции, построенный с помощью Mathway 

 

С изменением параметра а ломаная перемещается по прямой . 

Система имеет столько решений, сколько общих точек имеет график функции с 

окружностью. Очевидно, что при данная система имеет два 

решения. Но этому промежутку принадлежит только одно целое значение 

. 

Ответ: 0.  

Пример 2. При каком значении параметра а, система имеет единственное 

решение  

                                                                        (2) 

 

На это раз строим параболу и семейство окружностей, центры которых 

расположены на линии = 1 (рис. 2). 
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Рис.2. График функции, построенный с помощью Mathway 

 

Парабола имеет вершину в точке (1; -1), еѐ ветви, очевидно, направлены 

вверх.  

Уравнение же 

                              (𝑥−1)
2 
+ (𝑦−𝑎)

2  
= 1                                                (3) 

задаѐт окружность с радиусом 𝑅 = 1 и центром в точке (1; а). Ясно, что с 

изменением параметра а, окружность перемещается по прямой 𝑥 = 1.  

Система имеет столько решений, сколько общих точек имеют графики. 

Видно, что система имеет единственное решение, если 𝑎 = −2.  

Ответ: –2. 

Пример 3. Найдите все значения a, при каждом из которых система 

уравнений имеет ровно шесть решений.  

                                                             (4) 

Из второго уравнения системы получаем   

 Если  получим: 

                                                                                                      (5) 

                                                       откуда   

 Если  получим:  

                                                              (6) 

                                      откуда                                                 (7) 

или 

. 

 На координатной плоскости получаем: 
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Рис.3 График функции, построенный с помощью Mathway 

 

Если две прямые совпадают, то шесть различных решений невозможно.  

Поэтому   

откуда .  

 При этом условии гипербола   пересекает каждую из прямых в двух 

различных точках. Это дает четыре различных решения данной системы.  

 Еще два решения получаются при пересечении прямых гиперболой   

  в двух различных точках. Для этого нужно, чтобы гипербола дважды 

пересекала ту прямую, что дальше от начала координат. Для этого необходимо, 

чтобы в квадратных уравнениях: 

                                                             (8) 

одно имело два различных корня, а другое не имело корней.   

                                                                                  (9) 

т.к.  

получаем:                                                                 (10) 

откуда  или  

Ответ:    

Результаты исследования  

Задачи с параметрами являются одним из сложнейших разделов 

математики ввиду двойственности их природы и неопределенности  (Тиньков, 

2020). Мы пришли к выводу, что использование ИКТ предоставляет 

практически неограниченные возможности для изучения геометрических 
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образов, но ни в коем случае не умаляет роли творческого мышления в поисках 

решения той или иной задачи, грамотного владения математическими и 

физическими понятиями и методами. 

Обсуждение и заключение  

Применение ИКТ положительно сказывается на результатах профильного 

ЕГЭ по математике, так как при подготовке к экзаменам они способствуют 

выработке системного подхода к анализу информации и способов еѐ 

представления, отработке приѐмов работы в информационной среде, тем самым 

развиваются не только предметные навыки и умения выпускников, но и 

достигаются личностные и метапредметные результаты.  
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Аннотация.  В данной статье рассматриваются основные этапы возникновения и 
развития одного из разделов математики – математического программирования. 
Приведены исторические реалии и даны необходимые пояснения к условиям 
возникновения совокупности задач, решаемых этой наукой. Особое внимание уделено 
глобальным в этой научной области достижениям зарубежных и российских ученых, 
которые на протяжении многих веков вносили существенный вклад в формирование и 
развитие фундаментальных теоретических знаний и практического потенциала 
математического программирования. 
Ключевые слова: математическое программирование, линейное программирование, 
симплекс-метод, транспортная задача, алгоритмы решения задач, классы задач ЛП. 

BASIC HISTORICAL ASPECTS OF THE ORIGIN 
AND DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL PROGRAMMING 

Abstract. This article discusses the main stages of the emergence and development of one of 
the branches of mathematics - mathematical programming. The historical realities are given 
and the necessary explanations are given for the conditions for the emergence of a set of 
problems solved by this science. Particular attention is paid to the global achievements of 
foreign and Russian scientists in this scientific field, who for many centuries have made a 
significant contribution to the formation and development of fundamental theoretical 
knowledge and the practical potential of mathematical programming. 
Keywords: mathematical programming, linear programming, simplex method, transport 
problem, algorithms for solving problems, classes of LP problems. 

Введение 

Впервые математическое программирование получило своѐ применение в 

сфере экономики при описании линейных и нелинейных функций. Изначально 

слово «программирование» означало «планирование» (с английского 

«planning».). Это название было связано с тем, что основной упор при решении 

экономических задач делался на выбор алгоритма решения. Примерами таких 

задач, например, является обеспечение минимальных затрат и максимальных 

результатов в управлении производством; развитие рыночных отношений; 

распространение договорных цен и др. 
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Результаты 

Математическое программирование, в зависимости от рассматриваемого 

множества и заданной функции (целевая функция) на нѐм (свойства и 

ограничения), можно классифицировать следующим образом: 

– линейное программирование (функция определена на некотором 

множестве и задана линейными уравнениями); 

– нелинейное программирование (функция определѐнна на некотором 

множестве и задана нелинейными уравнениями; множество является 

подмножеством векторного пространства); 

– дискретное программирование (заданное множество счѐтное или 

конечное); 

– целочисленное программирование (множество является подмножеством 

целых чисел). 

Задачи математического программирования возникают не только в 

экономике, но и в различных областях деятельности человека, где необходим 

оптимальный выбор одного действия из множества других. 

Изначально такие задачи были направлены на оптимизацию, и со 

временем возникло учение, научно обоснованное и специализирующееся на 

отыскании экстремальных значений целевой функции путѐм выбора из общего, 

ограниченного множества решений. 

Основные методы оптимизации были описаны и исследованы в 17-18 

веках  Пьером Ферма, Исааком Ньютоном, Леонардом Эйлером, Иоганном 

Бернулли и Жозефом. 

Французский математик Пьер Ферма (1601-1665 г.) установил и описал 

следующую закономерность: при приближении к точкам максимума и 

минимума, скорость функции падает до нуля. 

Примерно в то же время английским физиком и математиком Исааком 

Ньютоном (1643-1727 г.) был предложен итерационный  метод нахождения 

корня (нуля) заданной функции. Поиск решения осуществлялся путѐм 

построения последовательных приближений и основан на принципе  простой 

итерации. 

В 18 веке швейцарский математик и механик Иоганн Бернулли (1667-

1748 г.) нашѐл оптимальное решение для задачи брахистохрона 

(кривая скорейшего спуска). Это было огромным успехом в вариационном 

исчисления.  

Первым учѐным в России, который исследовал задачи математического 

программирования, был Леонард Эйлер (1707-1783 г.) – немецкий, 

швейцарский, а также русский математик и механик. Этот раздел математики 

Эйлер не выделял как отдельный, а применял соответствующие методы к 

исследованию бесконечно малых, теории графов, задач топологии и 

аналитической теории чисел. 

Французский математик и механик Жозеф Луи Лагранж (1736-1813 г.) в 

1755 году отправил свою работу о свойствах изопериметрических неравенств 

Л. Эйлеру, которая позже вошла в науку, как раздел вариационного исчисления. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%83%D0%BB%D1%8C_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B9_%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B9_%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B9_%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%B8
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Лагранж находил решения задач, рассматриваемых Эйлером, а Эйлер эти 

результаты Лагранжа позже использовал в своих исследованиях, и высоко 

ценил труды французского математика. 

В 1820 году французский математик и физик Жан–Батист Фурье (1768-

1830 г.) предложил метод перебора смежных величин в направлении 

возрастания целевой функции. Этот метод впоследствии получил название 

«Преобразование Фурье».  

Американский учѐный Джордж Данциг (1914–2005 г.), опираясь на 

работы Фурье,  разработает алгоритм, который назовут симплекс-методом. 

Симплексный алгоритм представляет собой метод нахождения оптимального 

решения путѐм исследования углов многогранника. 

Математик Александр Михайлович Ляпунов (1857-1918 г.) разработал 

теорию устойчивости для дифференциальных уравнений и предложил 

инструмент для проверки сходимости численных методов оптимизации. Его 

работы служат основой для теорий разнообразных автоматических устройств 

(например, системы управления ракетами и самолѐтами). 

После 1920-х годов отчетливо формируется дисциплина 

«Математическое программирование». Еѐ отцом по праву называют советского 

математика и экономиста Леонида Витальевича Канторовича (1912–1986 г.). Он 

первый признал информатику, как отдельную ветвь науки. В своих трудах 

подробно исследовал задачи линейного программирования (ЛП). В брошюре 

"Математические методы организации и планирования производства" (1939 г.) 

представил нестандартные задачи ЛП, модели которых стали носить название 

частных случаев моделей Канторовича (например, неоклассические модели 

экономического роста (Канторович, 1939)). Он является автором таких работ, 

как «Общие условия оптимальности» (1940 г.), «Техника функционального 

анализа» (1939-1948 г.), «Линейное программирование» (1939 г.) и ряда других. 

Идея оптимальности в экономике, т.е. взаимосвязь между оптимальными 

ценами и рациональными производственными и управленческими решениями, 

также является открытием Леонида Витальевича. В 1975 году он получил 

Нобелевскую премию за исследования и достижения в области экономики. 

В 1941 году американский математик и физик Фрэнк Лорен Хичкок 

(1875-1957 г.) впервые исследовал определенный тип задач на оптимизацию, 

которые позже стали называться «транспортными». Основным методом 

решения таких задач стал «симплекс-метод».  

Известный американский математик Гарольд Уильям Кун (1925-2014 г.) 

описал венгерский алгоритм (1955 г.), разработанный для нахождения 

оптимального решения задачи о назначениях за полиномиальное время. Кун 

этот алгоритм назвал «венгерским» поскольку ядро его базируется на более 

ранних работах двух венгерских математиков Дениша Кѐнига (1884-1944 г.) и 

Енѐ Эгервари (1891-1958 г.).  

Американские ученые Джон Эдвард Хопкрофт (1939 г.) и Ричард 

Меннинг Карп (1935 г.) совместно модифицировали венгерский алгоритм для 
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решения задач транспортного типа. Этот алгоритм получил название алгоритма 

Хопкрофта-Карпа. 

Необходимо отметить, что в 2006 году в исторических архивах было 

обнаружено, что немецкий математик и механик Карл Густав Якоби (1804-1851 

г.) нашел решение задачи о назначениях и опубликовал его в 1890 году.  

Американский математик Альберт Уильям Таккер (1925-2014 г.) внѐс в 

нелинейное программирование условия Каруша-Куна-Таккера (ККТ). Вместе с 

Гарольдом Куном обобщили метод множителей Лагранжа на случай общей 

задачи нелинейного программирования с ограничениями, как в виде равенств, 

так и в виде неравенств, сформировали условия ККТ. 

В это же время, советские математики Давид Борисович Юдин  (1919-

2006 г.) и Евгений Григорьевич Гольштейн (1931-2018 г.) выпустили первый 

учебник по линейному программированию: «Задачи линейного 

программирования транспортного типа». Также Евгений Григорьевич в 60-х 

годах разработал теорию двойственности для задач выпуклой оптимизации и 

описал их в своих работах по стохастической оптимизации (Юдин, Гольштейн, 

1969). 

Советский математик Рубинштейн Геннадий Шлемович (1923-2004 г.) 

вместе со своим учителем Леонидом Канторовичем, в 1961 году выпускают 

книгу, в которой объединил и подробно рассмотрел задачи линейного 

программирования. Рубинштейн Г.Ш. описал численные методы решения 

некоторых задач математического программирования:  планово-

экономических, экстремальных в теории двойственности. Эти решения позднее 

назвали «объектно-обусловленными оценками». Одной из самых важных работ 

Рубинштейна Г.Ш., стал учебник «Конечномерные модели оптимизации», 

который стал основой книги «Математическое программирование», 

написанной совместно с советским математиком Элитой Александровной 

Мухачѐвой (1930-2011 г.). 

Таким образом, в процессе развития математического программирования, 

появились и другие классы задач ЛП: транспортная задача; методы 

декомпозиции; итеративные методы ЛП. 

Каждый класс задач имеет свои методы решения, которые широко 

применяются в теории и на практике. 

В 70-80-х годах в линейном программировании для различных классов 

оптимизационных задач вводится новое понятие – нижние границы (Давид 

Борисович Юдин и другие советские ученые). Оно определяло уровень 

сложности метода решения конкретной задачи. Метод считался оптимальным, 

если его результат совпадал с установленной нижней границей, то есть не 

существовало других методов, которые решали бы данный класс задач быстрее 

(в отношении порядка). На основе этого понятия был построен итеративный 

(численный) метод решения задач линейного программирования.  

Советским и американским математиком Леонидом Генриховичем 

Хачияном (1952-2005 г.) был разработан полиномиальный алгоритм  для 

решения задач линейного программирования – метод эллипсоидов. Алгоритм 
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был не оптимален на практике в силу высокой степени многочлена, но данный 

результат имеет большое теоретическое значение. Неудача в практическом 

применении явилась стимулом для поиска новых алгоритмов в данном 

контексте задач. 

Заключение 

Сегодня математическое программирование реализуется, как правило, 

посредством компьютерного программирования, и в связи с глобализацией 

современного мира, будут возникать новые задачи, поэтому данная ветвь 

математики будет совершенствоваться и развиваться.  
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Аннотация. На Всероссийских съездах преподавателей математики, а также 
Всероссийском съезде преподавателей физики, химии и космографии, прошедших в 
1911/1912 и 1913/1914 гг. особое внимание уделялось обсуждению вопросов теории и 
практики лабораторных занятий. Этой проблеме были посвящены доклады педагогов 
Ф.А. Эрна и Н.П. Попова (Всероссийские съезды преподавателей математики) и 
Б.А. Герна и П.А. Знаменского (Всероссийский съезд преподавателей физики, химии и 
космографии). В статье выявляются теоретические предпосылки обоснования 
«лабораторного метода» обучения и обобщается опыт использования лабораторных 
занятий по математике в начале ХХ века в учебных заведениях Кавказского учебного 
округа, где были разработаны требования, предъявляемые к лабораторным работам, а 
также предложена типологизация лабораторных занятий. 
Ключевые слова: лабораторные работы по математике, Всероссийские съезды 
преподавателей математики. 
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QUESTIONS OF THEORY AND PRACTICE OF LABORATORY 
CLASSES AT ALL-RUSSIAN CONGRESSES OF TEACHERS  

OF MATHEMATICS AND PHYSICS 
 

Abstract. At the All-Russian Congresses of Teachers of mathematics, as well as the All-Russian 
Congress of Teachers of Physics, Chemistry and Cosmography, held in 1911/1912 and 
1913/1914, special attention was paid to discussing the theory and practice of laboratory 
classes. The reports of teachers F.A. Ern and N.P. Popov (All-Russian Congresses of Teachers 
of Mathematics) and B.A. Gern and P.A. Znamensky (All-Russian Congress of Teachers of 
Physics, Chemistry and Cosmography) were devoted to this problem. The article identifies the 
theoretical prerequisites for the justification of the "laboratory method" of teaching and 
summarizes the experience of using laboratory classes in mathematics at the beginning of the 
twentieth century in educational institutions of the Caucasian Educational District, where the 
requirements for laboratory work were developed, as well as the typologization of laboratory 
classes is proposed. 
Keywords: laboratory work in mathematics, All-Russian congresses of mathematics teachers. 

 

Введение  
В начале XX века в России наблюдалось оживление педагогической 

общественности в обсуждении проблем образования. С этой целью в учебных 

округах и в столице проводились многочисленные совещания и съезды. 

Во время Рождественских каникул на рубеже 1911-1912 г. в Санкт-

Петербурге состоялся Первый всероссийский съезд преподавателей 

математики, а на рубеже 1913-1914 гг. одновременно прошли Второй 

всероссийский съезд преподавателей математики в Москве и Первый 

всероссийский съезд преподавателей физики, химии и космографии в Санкт-

Петербурге. На съездах обсуждались вопросы обновления содержания 

школьного курса, подготовки учителей, методики преподавания разделов 

математики и физики. В центре внимания участников находились также 

вопросы повышения самодеятельности учащихся на уроках и использования 

«лабораторного метода» в обучении (доклады Ф.А. Эрна и Н.П. Попова на 

Съезде преподавателей математики и доклады Б.А. Герна и П.А. Знаменского 

на Съезде физиков.) 

Анализу материалов Всероссийских съездов преподавателей математики 

посвящены работы Н.В. Метельского, Ю.М. Колягина, Т. Поляковой и др. 

Довольно обстоятельный обзор докладов, прозвучавших на Всероссийском 

съезде преподавателей физики, химии и космографии, предложен в работе  

М.А. Бражникова, Н.С. Пурышевой. Однако вне поля зрения современных 

учѐных остаются доклады о методике проведения лабораторных работ, 

прозвучавшие на Всероссийских съездах. 

Методы исследования: сравнительно-исторический, изучение и анализ 

источников, обобщение исторического опыта, исторической реконструкции. 

Результаты 

Опыт проведения лабораторных работ в средних учебных заведениях 

России имел место уже в конце XIX в. Преимущественно такие работы 
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проводились в процессе обучения физике и естествознанию, но их 

теоретическому обоснованию практически не уделялось внимания. 

На Всероссийских съездах были затронуты психологические и 

педагогические аспекты организации лабораторных работ. Докладчики 

отмечали их преимущества по сравнению с пассивными наглядными методами: 

в случае лабораторных занятий, ребѐнок принимает активное участие, а не 

только лишь слушает и воспринимает объяснение учителя. Н.П. Попов, 

ссылаясь на авторитет французского гуманиста Ж.Ж. Руссо, цитировал: «Пусть 

Эмиль не заучивает готовой науки, а самостоятельно продумывает еѐ» (Попов, 

1913). 

Согласно психологической закономерности о том, что мышление 

находится в тесной связи с областью ощущений и впечатлений, т.е. чем больше 

органов чувств участвуют в восприятии ощущений при соприкосновении с 

внешним миром, тем отчѐтливее, доступнее, яснее и ярче возникающие в 

нашем сознании представления, тем легче становится переход от них к общим 

понятиям, тем правильнее происходит процесс мышления. Поэтому, по мнению 

докладчиков, лабораторные работы должны давать лучший эффект в обучении, 

а самостоятельная работа в процессе выполнения лабораторной работы 

возбуждает у ученика интерес к занятиям и даѐт хорошую возможность 

проявить творческие силы.  

Ф.А. Эрн утверждал: «Такой общий принцип, как принцип наглядности 

обучения, не возбуждает в настоящее время сам по себе уже никакого 

сомнения; но относительно применения этого принципа на деле и в теории 

методики, и на практике приходится наблюдать ещѐ много разногласий; рядом 

с требованиями самого широкого применения наглядности приходится 

слышать упрѐки в том, что наглядное обучение заходит слишком далеко , и 

приучая детей познавать всѐ внешними чувствами, не даѐт им материала для 

упражнения в отвлечѐнном мышлении. А за последнее время всѐ чаще и чаще 

слышатся голоса, не удовлетворяющиеся одной наглядностью при обучении и 

рекомендующие замену наглядного метода – лабораторным» (Эрн, 1913, 262). 

Ф.А. Эрн считал, что учащиеся должны не только наблюдать по просьбе 

учителя те или иные наглядные пособия, но и сами экспериментировать с ними, 

или, что ещѐ лучше, попытаться самостоятельно создавать эти пособия.  

Богатый практический материал содержал доклад инспектора Бакинского 

реального училища Н.П. Попова, обобщившего опыт проведения лабораторных 

занятий по математике в средних учебных заведениях Кавказского учебного 

округа. 

 11 сентября 1907 г. попечителем Кавказского учебного округа был издан 

Циркуляр о проведении практических лабораторных занятиях по всем 

предметам средней школы. В Циркуляре отмечалось: «Одним из серьѐзных 

недостатков нашей средней школы, несомненно, является некоторая 

отвлечѐнность преподавания, оторванность усваивания питомцами школы 

учебного материала от жизни, вследствие чего оканчивающие курс школы, в 

лучшем случае, выносят из неѐ одни отвлеченные, приобретѐнные чисто 
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теоретическим путѐм, познания и очень мало основательных практических 

умений, необходимых для жизни и служащих средством для прочного 

закрепления в сознании молодых людей преподанного им в школе 

теоретического материала» (Попов, 1913, 267).  

В качестве одного из средств к устранению указанного недостатка 

Циркуляр предполагал широкое внедрение практических, «лабораторных 

занятий по всем предметам средней школы». По мнению Н.П.Попова, «эти 

практические занятия, служа целям закрепления преподаваемого в классе, 

заинтересуют и привлекут учащихся, если будет проведѐн принцип 

самостоятельности при исполнении всякой работы» (Попов, 1913, 267). 

Сначала вопрос об организации лабораторных занятий по всем предметам 

курса средних учебных заведений был подвергнут в педагогических советах 

Кавказского учебного округа всестороннему обсуждению. Затем этот вид 

занятий начал постепенно входить в работу и жизнь учебных заведений 

учебного округа «как один из ведущих факторов в общей системе обучения и 

воспитания». При этом проведение лабораторных работ в округе отвечало 

следующим требованиям:  

1) лабораторные занятия происходили во внеурочное время; 

2) лабораторные не были обязательными, учащийся был вправе выбирать 

ту или иную группу наук, тот или другой круг вопросов из данной науки; 

3) вся работа, производимая учениками, самостоятельна. Н.П. Попов 

уточнял: «Учитель здесь является только опытным руководителем в выборе 

темы для работы, умелым советчиком в затруднительных случаях, 

направляющим мысли неопытного молодого исследователя на те стороны 

предмета, которые остались вне его внимания»; 

4) лабораторные работы «должны быть поставлены в тесную 

органическую связь с материалом, изучаемым в классе в области той или 

другой науки» (Попов, 1913, 267–268). 

Согласно свидетельству Н.П. Попова, с 18 декабря 1911 г. в средних 

учебных заведениях Кавказского учебного округа стали вводится лабораторные 

занятия по математике, представленные следующими типами:  

1) практические занятия, относящиеся к арифметике, геометрии и 

тригонометрии; 

2) обработка метеорологических наблюдений; 

3) практические занятия по физике измерительного характера, требующие 

вычисления и составления графиков. 

Н.П. Попов отмечал трудности, с которыми столкнулись педагоги во 

время внедрения лабораторных занятий: для прочной организации данного 

вида деятельности нужны «средства как для приобретения необходимых 

пособий, так и для вознаграждения руководителей». Несмотря на единомыслие 

педагогических советов Кавказского учебного округа в признании важности 

лабораторных занятий, они были введены далеко не везде. Среди причин, 

препятствующих распространению лабораторных работ, докладчик Н.П. Попов 

указывал: 
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– отсутствие необходимых помещений, приборов и приспособлений, а 

также подготовленных опытных руководителей; 

– отсутствие средств на вознаграждение руководителей. 

В некоторых учебных заведениях России лабораторные занятия стали 

применяться уже с младших классов при изучении арифметики. В старших 

классах учащимся предлагались более сложные практические работы, 

предполагающие исследования преимущественно на открытой местности. 

Метеорологические наблюдения осуществлялись на станциях, устроенных при 

некоторых училищах. Масштабное и широкое развитие в то время получили 

лабораторные занятия по физике, которые тогда подразделялись на четыре 

типа: 1) измерительного характера; 2) качественного характера; 3) работы по 

изготовлению приборов по физике; 4) чтение рефератов.  

В обсуждении вопроса о проведении лабораторных занятий приняли 

участие также педагоги из других учебных округов В.И. Баранчик, 

Б.К. Крамаренко и М.Е. Волокобинский (Рига).  

Помимо достоинств, на Всероссийских съездах обсуждались и недостатки 

«лабораторного метода». 

Петербургский учитель физики Б.А. Герн указывал, что негативным 

последствием «лабораторного метода» является то, что вывод основных 

физических понятий не поддаѐтся методу лабораторных уроков. Педагог 

отмечал, что изучение физики таким методом делает курс затянутым и 

неоднородным (Герн, 1913). 

В свою очередь, Ф.А. Эрн признавал следующие недостатки 

лабораторного метода: 

– лабораторные занятия требуют значительной затраты материальных 

средств; 

– данный вид работ требует особое устройство школьного кабинета и 

классной мебели; 

– на проведение занятия затрачивается значительное количество времени; 

– лабораторные занятия требуют постоянного разнообразия (они не 

должны наскучивать учащимся). 

Заключение  
Анализ докладов, прозвучавших на Всероссийских съездах 

преподавателей математики и Всероссийском съезде преподавателей физики, 

химии и космографии в начале ХХ века, позволяет сделать следующие выводы. 

Во-первых, следует отметить то, что лабораторная работа 

рассматривалась в то время как метод (как противопоставление пассивным 

методам), а не как форма организации учебного процесса.  

Во-вторых, сторонники лабораторных работ в России в начале ХХ века  

находились под влиянием идей гуманизма (Ж.Ж. Руссо и др.). Усилия 

педагогов были преимущественно направлены на разработку практических 

рекомендаций проведения лабораторных работ. Теоретические аспекты 

«лабораторного метода» были затронуты в связи с обсуждением его достоинств 

и недостатков. 
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В-третьих, внедрение «лабораторного метода» в образовательный 

процесс в разных учебных округах происходило по-разному. Наиболее активно 

этот метод внедрялся в Кавказском учебном округе, возглавляемом в то время 

попечителем Н.Ф. Рудольфом. Педагогами Кавказского учебного округа были 

разработаны требования, предъявляемые к лабораторным работам, и  выявлены 

типы лабораторных занятий. 
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современном мировом образовательном пространстве, демонстрируют потребность в 
дальнейшем изучении данного вопроса. Цель исследования заключается в выяснении 
путей активизации гносеологического интереса в процессе обучения. 
Экспериментальная работа предполагает реализацию нескольких этапов. Результаты 
первого из них изложены в настоящей публикации. Анализ и обобщение трудов 
отечественных ученых позволили выяснить пути активизации познавательного 
интереса, а также факторы и их причинно-следственные выражения в учебно-
воспитательном процессе. В качестве научной области рассматривается математика. 
Предлагаются три направления, которые должны найти отражение в проектировании 
образовательного процесса, нацеленного на диалектику познавательного интереса 
школьников.  
Ключевые слова: познавательный интерес, диалектика интереса к познанию. 

 

ACTIVATION OF COGNITIVE INTEREST OF SCHOOLCHILDREN  

IN THE PROCESS OF LEARNING MATHEMATICS 

Abstract. The article is devoted to one of the topical issues – the problem of personal 
development. In this context, cognitive interest should be considered as a socially significant 
quality of an individual. However, the changes that have occurred in the modern world 
educational space demonstrate the need for further study of this issue. The purpose of the 
study is to find out ways to activate epistemological interest in the learning process. The 
experimental work involves the implementation of several stages. The results of the first of 
them are presented in this publication. The analysis and generalization of the works of 
Russian scientists made it possible to find out ways to activate cognitive interest, as well as 
factors and their causal expressions in the educational process. Mathematics is considered as 
a scientific field. Three directions are proposed that should be reflected in the design of the 
educational process aimed at the dialectic of cognitive interest of schoolchildren. 
Keywords: cognitive interest, dialectics of interest in knowledge.  

Введение  

В настоящее время в условиях цифровой трансформации всех сфер жизни 

человеческого общества и государственных институтов проблема развития 

личности становится особенно актуальной. Российский психолог                            

Н.А. Менчинская в качестве такого показателя предложила рассматривать 

наличие у человека познавательного интереса (Менчинская, 2004). Как 

свидетельствуют наблюдения и анализ социологических данных, интерес к 

познанию позволяет человеку не только в молодом возрасте выстроить 

индивидуальную образовательную траекторию, но и в зрелые годы оставаться 

востребованным и конкурентно-способным в обществе. Это обусловлено тем, 

что познавательный интерес как личностное образование находится в 

диалектической взаимосвязи с мышлением, памятью, вниманием, речью, 

эмоциями. В российской дидактике довольно хорошо разработаны 

педагогические средства, способствующие диалектике гносеологического 

интереса школьников. Однако изменения, происходящие сегодня в российском 

обществе, геополитические вызовы в адрес нашего государства заставляют 

искать пути решения возникающих проблем. Проведенное нами исследование 
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позволило обнаружить противоречие между потребностью государства в 

интеллектуально развитых, креативно мыслящих, высоко квалифицированных 

молодых людях и недооценкой познавательного интереса как показателя 

развития личности. Поиск путей разрешения данного антагонизма определил 

цель настоящего исследования. 

Анализ исторических источников дает возможность констатировать, что 

данной проблемой ученые занимались очень давно. Принципиальным в 

исследуемом контексте является вопрос определения данного понятия как 

личностного образования. Выдающийся психолог и педагог П.Ф. Каптерев 

трактовал интерес, как стремление к определенной деятельности, связанной с 

предметом. Первоосновой развития интересов ученый считал врожденные 

органические свойства человека, а также культурные влияния, то есть 

окружающую среду, целенаправленное воздействие школы, привлекательность 

содержания (Каптерев, 1982). 

Необходимо отметить многоаспектность исследований, посвященных 

познавательному интересу, проводимых русскими учеными во второй половине 

XX веке. Было выяснено, что интерес к познанию является сильным мотивом 

учения. Исследователи выделяют учебно-познавательные мотивы, широкие 

познавательные мотивы и мотивы самообразования (Щукина, 2006). Однако 

познавательный интерес нельзя сводить только к мотиву, так как интересы, в 

том числе и гносеологический, являются частью мотивационной сферы 

личности. Интересы человека представляют достаточно большое объединение: 

материальные, общественные, политические, профессиональные, трудовые, 

эстетические, спортивные, познавательные и другие, например, познавательный 

интерес к математике. Таким образом, последнее является элементом данного 

множества, причем характеризуется как что-то субъективное (Маркова, 2013). 

Впервые на познавательный интерес как на средство обучение обратила 

внимание известный российский ученый Г.И. Щукина (Щукина, 2006). Это 

послужило началом научного осмысления методов, приемов, факторов 

диалектики познавательного интереса. Исследования в области акмеологии 

позволили рассматривать интерес к познанию как важное качество личности. 

Методология исследования 
Настоящее исследование предполагает реализацию нескольких этапов. 

Первый из них заключается в изучении научных источников по данной 

проблематике и разработке стратегических линий активизации познавательного 

интереса школьников при обучении математике. Второй этап состоит в 

построении модели образовательного процесса, нацеленной на развитие 

интереса. Третий – проведение экспериментальной работы и обработка ее 

результатов. 

Для достижения цели исследования используются следующие методы: 

теоретические методы: 

– анализ научной литературы по данной проблематике, в результате чего 

была выяснена многоаспектность содержания понятия «познавательный 

интерес»;  
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– обобщение и систематизация научных представлений отечественных 

ученых, позволившие выделить пути диалектики гносеологического интереса 

школьников;  

– моделирование – должна быть построена модель образовательного 

процесса по математике, направленная на активизацию познавательного 

интереса; 

эмпирические методы: 

– наблюдения за субъектами образовательного процесса, беседы с детьми, 

анкетирование школьников. 

В экспериментальной работе участвуют обучающиеся 5-7 классов 

средних школ города Ельца. 

Гипотеза исследования заключается в следующем: если при 

проектировании образовательного процесса по математике учитывать факторы, 

способствующие диалектике познавательных интересов учащихся, то это 

позволит вывести последнее на качественно новый уровень. 

Результаты  
Резюмируя сказанное выше, видно, что в плане определения исследуемой 

категории нет единого мнения. Тем не менее, анализ разных точек зрения на 

данную проблему позволяет определить познавательный интерес к учебному 

предмету как «интегративное образование личности, определяющее ее 

избирательную направленность и обращенную к познанию одной или 

нескольких научных областей, к их предметной стороне (содержанию), а также 

к процессу деятельности» (Рыманова, 1999, 25). Такой подход стал 

концептуальной основой построения модели диалектики интереса познанию 

(рис. 1). 

   

 

Рис.1. Концептуальная модель диалектики познавательного интереса 

(Рыманова, 1999, 26). 
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Данная конфигурация предоставляет возможность организовать 

воспитание познавательного интереса, под которым понимается  управление 

развитием личности в условиях педагогически организованной системы, 

направленное на выработку гносеологических навыков, проявляющихся в 

общественной жизни.  

Анализ научных источников по проблеме исследования позволил 

выделить факторы, нацеленные на диалектику интереса к познанию. К ним 

относятся содержательный, организационный и личностный. Кроме того 

выяснены проявления каждого из них (таблица 1). 

Таблица 1. 

Пути активизации познавательной деятельности 

Факторы Проявления 

Содержательный Новизна учебного материала; изучение известного 

материала под новым углом зрения; использование 

на уроках сведений из истории математики; 

жизненная значимость изученного; включение 

демонстрационного эксперимента; 

занимательность учебного материала 

Организационный Изучение нового материала; решение задач; 

лабораторные работы; организация и проверка 

домашнего задания; уроки контроль - итоги 

Личностный Я-концепция; этика отношений учитель – ученик; 

этика отношений ученик – ученик; этика 

отношений ученик – родитель; этика отношений 

ученик – человек, не являющийся участником 

учебного процесса 

 

Проектирование образовательного процесса по математике, нацеленного 

на активизацию познавательного интереса включает три составляющих: 

учебная деятельность (на уроках математики), внеурочная деятельность, 

внеклассная деятельность. По нашему мнению, для конструирования первого 

направления наиболее удачно подходит педагогическая технология В.М. 

Монахова (технологические карты учебного процесса, информационные карты 

уроков, информационные карты развития учащихся, в последних ориентирами 

развития выступают диалектические стадии познавательного интереса). 

Реализация модели внеурочной деятельности осуществляется через программу 

внеурочной деятельности по математике и спецкурсы (внеурочные курсы). 

Внеклассная деятельность включает кружки, научные общества, 

индивидуальные задания, научно-исследовательские проекты. 

Представленные выше положения легли в основу концепции 

проектирования образовательного процесса по математике, направленного на 

активизацию познавательного интереса школьников. 
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Заключение  

Анализ исследований, проводимых отечественными и зарубежными 

учеными позволяет констатировать, что познавательный интерес следует 

рассматривать как важнейшее социально-значимое качество личности. Особое 

внимание диалектики гносеологического интереса необходимо уделять в 

школьные годы. Математика обладает огромным потенциалом в решении 

поставленной проблемы. Рассмотренные в статье результаты первого этапа 

исследования стали основой проекта, представленного на Всероссийский 

конкурс студенческих работ «Профстажировка 2.0». 
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Аннотация. Особенностью методики обучения арифметике в России во второй 
половине XIX века стало широкое внедрение в учебный процесс идей немецкого 
педагога Августа Вильгельма Грубе (1816–1884). Работы А.В. Грубе переводились и 
широко освещались  в русской печати, а также использовались в процессе написания 
учебников (В.А. Евтушевский и др.). Под влиянием идей А.В. Грубе были написаны 
учебники по арифметике Павла Ивановича Ладовского (1835–1876). Несмотря на 
очевидные методические достоинства, учебные руководства по математике первого 
директора Елецкой мужской гимназии П.И. Ладовского не получили широкого 
распространения в России. Анализ исторических источников показал, что одна из 
причин непопулярности «Арифметики» П.И. Ладовского заключалась в последовавшей 
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в конце 1870-х гг. в педагогической общественности основательной критике и отказе 
от «грубеизма». 
Ключевые слова: история методики преподавания арифметики, учебник математики, 
П.И. Ладовский. 

IMPLEMENTATION OF GRUBE'S IDEAS IN THE TEXTBOOK 
"ARITHMETIC" BY P.I. LADOVSKY  

Abstract. A feature of the teaching methods of arithmetic in Russia in the second half of the 
XIX century was the widespread introduction into the educational process of the ideas of the 
German teacher August Wilhelm Grube (1816–1884). The works of A.V. Grube were 
translated and widely covered in the Russian press, as well as used in the process of writing 
textbooks (V.A. Yevtushevsky, etc.). Under the influence of the ideas of A.V. Grube, textbooks 
on arithmetic by Pavel Ivanovich Ladovsky (1835–1876) were written. Despite the obvious 
methodological advantages, the textbooks on mathematics of the first director of the Yelets 
Men's Gymnasium, P.I. Ladovsky, have not been widely distributed in Russia. Analysis of 
historical sources has shown that one of the reasons for the unpopularity of P.I. Ladovsky's 
"Arithmetic" was the thorough criticism and rejection of "grubeism" that followed in the late 
1870s in the pedagogical community. 
Keywords: history of methods of teaching arithmetic, textbook of mathematics, P.I. Ladovsky. 

 

Введение  
В качестве одной из распространенных проблем современного 

математического образования является слабое владение учащимися среднего 

звена вычислительными навыками (Василенко), которые закладываются уже в 

начальной школе. В современной методике преподавания арифметики 

реализуются различные подходы изучения чисел (число как результат счета, 

как частный случай мощности множества и пр.). Из истории известно, что у 

учеников дореволюционного периода были довольно высокие навыки устного 

счета. Во второй половине XIX века в русской школе получили 

распространение два подхода изучения чисел: монографический подход 

изучения чисел (метод Грубе) и подход «метод действий», поэтому необходимо 

обратиться к историческому опыту, осмыслить, каким образом было 

организовано обучение арифметике в прошлом.  

Анализ исторического опыта преподавания математики в России 

представлен в работах Ю.М. Колягина, А.В. Ланкова, Г.В. Кондратьевой,               

Т.С. Поляковой, В.Е. Прудникова, О.А. Саввиной, О.В. Тарасовой и др. 

(Колягин, 2007; Кондратьева, 2018; Ланков, 1951; Чебышев, 2021; Полякова, 

2021). Однако вне поля зрения ученых остается учебник «Арифметика», 

принадлежащий перу елецкого педагога-математика П.И. Ладовского. При этом 

автор был сторонником метода Грубе, поэтому анализ его учебника сегодня 

представляется особенно актуальным. 

Методы исследования: общенаучные методы (анализ архивных 

источников, учебников и историко-педагогической литературы, сравнительный 

анализ разных подходов к изучению чисел, обобщение исторического опыта), 

метод исторической реконструкции и др.  
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Результаты  

Особенностью методики обучения арифметике в России во второй 

половине XIX века стало широкое внедрение в русские учебные руководства 

идей А.В. Грубе. 

Согласно методическому подходу А.В. Грубе, в центр обучения ставится 

сущность (состав) числа и его созерцание. Немецкий педагог считал: «Пусть  

ученик изучает число не врозь, не разбросано по действиям, пусть напротив, 

каждое число узнает он и подвергнет этим действиям в их органическом 

единстве.  Так как непосредственному созерцанию доступны все числа от 

единицы до сотни и все работы могут быть сведены к первой сотне, то каждое 

число в это пределе должно предстать перед умом ученика со всеми своими 

составляющими частями, из всестороннего созерцания отдельных чисел 

должны сами собой произойти четыре действия» (Ланков А.В., с. 49).  

Описанный способ изучения чисел получил в России название 

«монографический метод» или «метод Грубе». Этот метод противопоставлялся 

подходу, согласно которому основное внимание уделялось изучению 

арифметических действий над числами. 

Инициатива насаждения метода Грубе на русскую почву принадлежала 

И. Пуальсону (1825–1898). В 1859-1860 гг. И. Пуальсоном в «Журнале для 

воспитания» была опубликована статья «Арифметика по способу Грубе». Затем 

эта работа была напечатана самостоятельным изданием, которое было крайне 

популярно, выдержав 12 переизданий. 

В 1873 г. петербургский педагог Ф.Ф. Эвальд (1813– 1879) перевел на 

русский язык и издал книгу Грубе «Руководство к начальной арифметике в 

элементарной школе на основаниях эвристического метода». Книга 

«Руководство к начальной арифметике» была написана в духе немецкой 

идеалистической философии. Некоторые взгляды автора перекликались с 

«созерцанием числа» в методике И. Песталоцци (1746–1827).  

Метод Грубе получил поддержку и у других русских методистов                   

(В.П. Воленса, В.А. Евтушевского, З.Б. Вулиха). В.А. Евтушевский под 

влиянием идей В.А.Грубе составил задачники, вышедшие огромными 

тиражами (сотни тысяч экземпляров). Советский исследователь В.Е. Прудников 

объясняет этот феномен тем, что «существовавшие в то время сборники 

арифметических задач (Ф. Буссе, А. Леве, И. Иваницкого) несколько устарели, 

а также тем, что сильно увеличился спрос на арифметические задачники в связи 

с быстрым ростом начальных школ» (Прудников, 597). 

Под обаяние идей Грубе попал и харьковский педагог-математик Павел 

Иванович Ладовский. 

П.И. Ладовский – выпускник физико-математического факультета 

Харьковского университета. В 1859 году он начал преподавать геометрию, 

затем в том же году был назначен преподавателем математики и физики в 1-ю 

Харьковскую гимназию, в 1860 г. – учителем арифметики и геометрии в 

Харьковское Мариинское училище, в 1861 г. – в Харьковский институт 

благородных девиц (Саввина, Леонов).  
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В 1863 г. в Харькове выходит первая часть его учебника «Арифметика» 

(по методу Грубе), в 1864 г. – вторая часть (О целых числах, со включением 500 

задач). 

В 1868 г. П.И. Ладовский стал инспектором в Корочанской 

Александровской мужской прогимназии, в 1870 г. – инспекторов Сумской 

прогимназии.  

 

 

Рисунок 1. Фотокопия титульного листа «Арифметики» П.И. Ладовского 

 

В 1871 г. П.И. Ладовский возглавил открывшуюся в городе Ельце 

мужскую гимназию. Организаторскую и административную деятельность он 

успешно сочетал с педагогической и литературной. В Елецкой гимназии                 

П.И. Ладовский преподавал математику, и подготовил второе издание 

«Арифметики», которая вышла в Ельце в 1874 г. (рис.1) 

В 1875 г. П.И. Ладовский получил очередное назначение. Перед ним была 

поставлена новая задача – организовать реальное училище в Туле, где через год 

он умер. 

Сохранились воспоминания современников о личности этого педагога-

математика: «Павел Иванович был педагог в истинном смысле этого слова. 

Облагороживание личности человека в лице детей – учеников своих было его 

идеалом: все его заботы, все стремления были, прежде всего, направлены к 

тому, чтобы внушить детям взаимную любовь, уважение человеческого 

достоинства в других, сознательный и энергичный труд, и постоянно 

сосредоточенною заботливостью искренно любящего отца, он старался развить 

и поддерживать зародившиеяся въ детях эти добрыя начала» (Некролог, с.308). 

Побуждаемый желанием создать доступный и полезный учебник,                 

П.И. Ладовский решил это сделать поэтапно. Он писал: «Издавая 1-й курс 
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составленной мной арифметики, я не решился входить в подробности о 

программе и методе, тем более что 1-й курс, служа приготовительным курсам 

систематической арифметики, имеет и свою несколько изолированную цель: 

дать материал и метод для элементарного обучения. 

 Вторым курсом я начинаю ту часть моего труда, которая служит отчетом 

о программе и методе, принятых мной при систематическом преподавании 

арифметики в гимназии. Этот 2-й курс содержит арифметику целых чисел и до 

500 задач о них. 

Порядок, в котором изложены статьи, в этом курсе, при преподавании 

несколько изменяются; именно, делимость чисел относится во 2-й класс, так 

как подготовка учеников, поступающих в 1-й класс, не дает возможности 

проходить с ними этой главы. Метод Грубе составляет существенно 

необходимый элемент преподавания в элементарных школах; но в гимназиях и 

других соответствующих заведениях, где преподавание математики должно 

иметь целью не столько практическое знание науки, сколько еще и цель 

строгой систематики, дающая формальное развитие, там теория должна идти 

рука об руку с практикой, там изложение каждого предыдущего курса должно 

иметь ввиду подготовку учащегося к следующему курсу. Наблюдение дает мне 

смелость заметить, что ученики очень неохотно читают книгу – арифметику; 

причиной этому полагаю слишком большую подробность изложения, которая 

стесняет как деятельность учителя, так и возбуждаемую им самодеятельность 

учеников. Самые даже отвлеченные задачи и вопросы, предлагаемые ученику, 

несравненно скорее возбуждают в нем умственную самодеятельность, нежели, 

хотя и очень ясное и практическое, но слишком подробное изложение. 

Постепенная, более изустная, нежели книжная, разработка вопроса дает 

хорошие результаты. Вот причина, заставляющая меня сообщить первыми 

тремя курсами – характер изложения конспективный и несколько 

катехизический» (Ладовский, 1874).  

П.И. Ладовский планировал издать курс арифметики в шести частях:                 

1) арифметика для первоначального обучения, по методу Грубе; 2) арифметика 

целых чисел; 3) арифметика дробей; 4) теория отношений и пропорции и 

решения задач различных правил, сведенных к решению уравнений 1-й 

степени; 5) арифметика для женских учебных заведений, содержащая 

дополнительные знания арифметики и начала геометрии; 6) общая арифметика 

(3-й и 7-й  классы гимназий). 

Таким образом, метод Грубе он считал целесообразным использовать 

только на начальном этапе (для 1-й части арифметики). И это было вполне 

логично. Однообразная работа по методу Грубе наскучивала учащимся, интерес 

к изучению арифметики пропадал, на занятиях тратилось много времени 

впустую. 

Недостатки метода Грубе вскоре были замечены. В журналах «Русский 

педагогический вестник», «Ясная поляна» стали публиковаться критические 

отзывы, призывалось обратиться к своим методам обучения арифметике. 
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Не нашел однозначной поддержки метод Грубе и у члена Учѐного 

комитета Министерства народного просвещения П.Л.Чебышева (1856-1873). В 

рецензии на книгу «Арифметика» П.И. Ладовского он резюмировал, что не 

поддерживает предпочтения автором книги метода Грубе. В результате 

учебник П.И.Ладовского не был одобрен для употребления в гимназиях и 

уездных училищах, хотя было допущено его использование в приходских 

училищах (П.Л.Чебышев, 117, 136). 

В 1874 году Л.Н. Толстой в «Отечественных записках» резко и 

убедительно раскритиковал метод Грубе. Современный исследователь                         

Г.В. Кондратьева отмечает, что статья Л.Н. Толстого вызвала мгновенную и 

довольно бурную реакцию общества. Большинство педагогической 

общественности поддержало Л.Н. Толстого, среди которых были такие 

известные педагоги-математики, как А.Н. Страннолюбский, А.И. Гольденберг, 

В.А.Латышев, С.И. Шохор-Троцкий и др. Были изданы учебники арифметики, 

восстанавливающие традиции, заложенные П.С. Гурьевым. И метод Грубе 

канул в Лету.  

Заключение  

Таким образом, П.И. Ладовский считал, что для начального знакомства с 

арифметикой вполне допустимо использование метода Грубе, но для 

систематического изложения целесообразно использовать метод 

арифметический действий. Несмотря на очевидные методические достоинства, 

учебные руководства по математике П.И. Ладовского не получили широкого 

распространения в России. Анализ исторических источников показал, что одна 

из причин непопулярности «Арифметики» П.И. Ладовского заключалась в 

последовавшей за изданием этой книги основательной критике «грубеизма», к 

которому елецкий педагог-математик проявлял сочувствие. 
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Аннотация. Идея историзации обучения математике была высказана еще в конце XIX 
века. Однако до настоящего времени продолжаются поиски эффективных методов и 
средств реализации принципа историзма.  В настоящее время известны следующие 
средства историзации: исторический экскурс; исторический очерк; историческая 
беседа; историзм в математическом понятии, формуле, теореме, задаче и других 
математических объектах; хронологическая таблица; историко-математический 
диспут; историко-математическое сообщение; аутентичный текст. В статье в качестве 
средства историзации предлагается использовать новое средство  – обучающую 
экскурсию, посвященную жизни и научному творчеству Н.Г. Басова (1922–2001). 
Выявлены сохранившиеся в Усмани объекты историко-культурного наследия, 
связанные с ученым. Разработан и описан маршрут экскурсии, предполагающий 
посещение следующих объектов: 1) дома, в котором родился Н.Г. Басов; 2) дома, в 
котором располагалась Усманская женская гимназия; 3) памятника Н.Г. Басову; 4) 
Усманского краеведческого музея. В процессе посещения каждого объекта 
обучающимися предполагается знакомство с соответствующими историко-научными и 
историко-культурными фактами. Научные труды Н.Г. Басова посвящены квантовой 
физике, математический аппарат которой базируется на понятиях математического 
анализа и дифференциальных уравнений. Эти разделы изучаются обычно на младших 
курсах математических факультетов вузов. Проведение экскурсии позволит 
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актуализировать математические знания студентов-математиков и студентов-
физиков выпускных курсов, а также расширить их кругозор. 
Ключевые слова: историзация математического образования, обучающая экскурсия, 
Н.Г. Басов. 

EXCURSION AS A MEANS OF HISTORICIZING MATHEMATICAL EDUCATION (ON 
THE EXAMPLE OF A TOUR OF MEMORABLE PLACES ASSOCIATED WITH THE 

LIFE OF N.G. BASOV) 

Abstract. The idea of historicizing the teaching of mathematics was expressed at the end of 
the XIX century. However, to date, the search for effective methods and means of 
implementing the principle of historicism continues. Currently, the following means of 
historicization are known: historical excursion; historical essay; historical conversation; 
historicism in a mathematical concept, formula, theorem, problem and other mathematical 
objects; chronological table; historical and mathematical dispute; historical and mathematical 
message; authentic text. The article suggests using a new tool as a means of historicization – a 
training excursion dedicated to the life and scientific work of N.G. Basov (1922-2001). The 
objects of istrico-cultural heritage associated with the scientist preserved in Usmani have 
been identified. The tour route has been developed and described, which involves visiting the 
following objects: 1) the house where N.G. Basov was born; 2) the house where the Usman 
Women's Gymnasium was located; 3) the monument to N.G. Basov; 4) the Usman Museum of 
Local Lore. In the process of visiting each object, students are supposed to get acquainted with 
the relevant historical-scientific and historical-cultural facts. N.G. Basov's scientific works are 
devoted to quantum physics, the mathematical apparatus of which is based on the concepts of 
mathematical analysis and differential equations. These sections are usually studied in junior 
courses of mathematical faculties of universities. The guided tour will help to update the 
mathematical knowledge of mathematics students and physics students of final courses, as 
well as expand their horizons. 
Keywords: historicization of mathematical education, educational excursion, N.G. Basovна. 

Введение  

Идея включения исторических сведений в процесс обучения математике 

была высказана еще на рубеже XIX-XX вв. В.В. Бобыниным (1849–1919) и 

Н.В. Бугаевым (1837–1903).  

В первые годы советской власти эта идея, по сути, была предана 

забвению, но в годы Великой Отечественной войны снова была реанимирована. 

В 1944 г. состоялась защита кандидатской диссертации «Элементы истории 

математики в советской средней школе» В.В. Болгарского (1892–1980). В 

работах советских педагогов-математиков 1960-1980-х гг.  основное внимание 

уделялось идейно-воспитательной функции историзма в преподавании 

математики (В.М. Беркутов) и отбору содержания исторического материала 

(М.А. Скоробогатая). А теоретическое обоснование приемов, методов и средств 

историзации оставалось вне поля зрения исследователей. 

Более того, Ю.В. Романов отмечает, что имеет место смешение понятий, в 

них часто вкладывается различный смысл: «Так, например, исторический 

экскурс в одних методических руководствах выступает как средство 

историзации, в других – как форма реализации историзма в обучении, а в 
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третьих – как вид использования исторического материала на уроке»  (Романов 

Ю.В.). Поэтому понятийно-терминологический аппарат историзации 

математического образования требует дальнейшего уточнения и развития. 

Методы исследования: общенаучные методы (анализ архивных 

документов, обобщение исторического опыта), метод исторической 

реконструкции, автобиографический и др.  

Результаты  

В начале ХХ века в научных школах Т.С. Поляковой и Ю.А. Дробышева 

были разработаны методики и технологии историзации математического 

аппарата, а также уточнены понятия и методологический аппарат этого 

педагогического феномена (Полякова, 2021; Дробышев, 2020; Павлова, 2018; 

Михайлова, 2016 и др.). 

Под историзацией школьного математического образования понимается 

«процесс все более глубокого и полного проникновения в это образование 

принципа историзма, что предполагает внедрение системы историко-

математических, историко-методологических и исторических знаний, которая 

создает условия для развития способностей учащихся; в случае ее личностной 

ориентации эта система оказывает эмоциональное воздействие на личность 

учащегося и становится компонентом его ценностных отношений» (Михайлова 

И.А.). 

В работах И.А. Михайловой представлен довольно обстоятельный обзор 

средств историзации (исторический экскурс; исторический очерк; историческая 

беседа; историзм в математическом понятии, формуле, теореме, задаче и 

других математических объектах; хронологическая таблица), а также в качестве 

средств предложены такие, как историко-математический диспут и историко-

математическое сообщение (Михайлова, 2016). И.В. Игнатушина предложила в 

качестве средства историзациии использовать аутентичные тексты 

(Игнатушина, 2019).  

К сожалению, до настоящего времени вне поля зрения исследователей 

остается еще одно эффективное средство историзации математического 

образования – обучающая экскурсия. В современных работах научная 

экскурсия рассматривается как способ интеграции межвузовского пространства 

(Леонтьева А.В. и др.). Заметим, что помимо исторического и научно-

математического контекста, обучающая экскурсия позволяет богаче 

использовать межпредметные связи (включать в содержание образования 

искусствоведческий и краеведческий материал).  

Рассмотрим методический сценарий экскурсии по памятным местам, 

связанным с жизнью ученого Николая Геннадьевича Басова. 

Николай Геннадьевич Басов родился 14 декабря в 1922 году в городе 

Усмани Тамбовской губернии (сейчас Липецкой области).  

Его отец Геннадий Федорович Басов был инженером по строительству 

гидротехнических объектов в Усмани. Когда Николаю исполнилось 5 лет, отца 

направили преподавать гидротехнику и гидравлику в Воронежский 

университет. Вся семья переехала жить в Воронеж. В 1941 г. Н.Г.Басов окончил 
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школу и сразу был направлен в Куйбышевскую военно-медицинскую 

академию. Потом служил на Украинском фронте. 

В послевоенное время Николай Геннадьевич продолжил образование в 

Московском механическом институте (ныне Московский инженерно-

физический институт). 

В 1953 году он защитил кандидатскую диссертацию «Определение  

ядерных моментов радиоспектроскопическим методом», а в 1956 году – 

докторскую диссертацию «Молекулярный генератор». Многочисленные 

работы Николая Геннадьевича были направлены на изучение квантовой 

электроники и еѐ применение. 

В квантовой физике широко используются понятия математического 

анализа. Чтобы осмыслить труды и результаты Н.Г. Басова, необходимо 

овладеть такими математическими понятиями, как градиент (например, с 

помощью градиента определяется сила F в магнитном поле), несобственный 

интеграл, частные производные, уравнения математической физики. Напомним, 

что градиентом называется вектор, координаты которого определяются 

значениями частных производных. Поэтому с научным творчеством 

Н.Г. Басова уместно знакомиться после изучения темы «Дифференциальное и 

интегральное исчисление функций нескольких переменных», 

«Дифференциальные уравнения», «Теория функция действительной 

переменной». 

В 1964 г. русским ученым Н.Г. Басову, А.М. Прохорову (1916–2002) и 

американскому физику-оптику Ч. Таунс (1915–2015) за исследования в области 

квантовой электроники, которая в будущем послужила к созданию лазера и 

мазера, была присвоена Нобелевская премия по физике.  

Большинство результатов Н.Г. Басова не опубликовано в открытой 

печати. Среди его доступных работ  отметим статью «Состояние, перспективы 

и проблемы лазерного термоядерного синтеза», опубликованную в журнале 

«Природа» в 1976 г. (№ 10). Из этой работы узнаем, что в середине 1970-х гг. в 

сферу научных интересов Н.Г. Басова входили вопросы управляемости  

лазерного термоядерного синтеза (Басов Н.Г.).  

В 1975-1976 гг. Н.Г.Басовым вместе с его учениками была подготовлена 

научная работа «О возможности применения химического фторводородного 

лазера в лазерном управляемом термоядерном синтезе». Р.А.Мельников и                 

О.А. Саввина пишут: «В этом исследовании была рассмотрена работа системы 

генератор-усилитель с химической накачкой. Показано, что в режиме усиления 

с опорным импульсом возможно подавление суперлюминесценции молекул HF 

и одновременно реализация достаточно высокого контраста выходного 

импульса ~ 108, необходимого для термоядерных применений» (Мельников, 

2018, 10-11). 
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Последняя работа способствовала 

развитию дальнейших исследований в двух 

направлениях: лазерного термоядерного 

синтеза как альтернативного методом синтеза 

легких ядер для получения большого 

количества энергии;                 2) выделение 

главных факторов, управляющих поведением 

лазера.  

Н.Г. Басов умер 1 июля 2001 г. в 

Москве, но на его малой Родине продолжают 

почитать ученого, память о нем увековечена в 

названии улицы, в памятнике и создании 

именного зала в Краеведческом музее. В 

современной Усмани сохранились объекты, 

которые имеют отношение к Н.Г. Басову.   

1. Дом, в котором родился Н.Г. Басов 

(рис.2). На здании установлена памятная 

табличка. 

2. Здание, в котором размещалась 

Усманская женская гимназия (эту гимназию окончила мать Николая 

Геннадьевича – Зинаида Андреевна (в девичестве Молчанова) (рис.3). 

 

Рис. 2. Дом, в котором родился Н.Г. Басов  

 
 

 
 

Рис.1 Титульный лист работы 

«О возможности применения 

химического фторводородного 

лазера в лазерном управляемом 

термоядерном синтезе». 
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Рис. 2. Здание, в котором размещалась Усманская женская гимназия 

 

3. Бюст Н.Г. Басова (скульптор Л.М. Баранов, архитектор 

В.Д. Красильников) (рис.4). 
 

 

Рис. 3. Бюст Н.Г. Басова 

 

4. Усманский краеведческий музей, в котором Н.Г. Басову посвящен 

отдельный зал (рис.5). В зале экспонируются одежда, личные вещи, портреты,  

множество фотографий (например, портреты родителей Н.Г.Басова) и другие 

артефакты, связанные с жизнью ученого. 
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Рис. 4. Усманский краеведческий музей 

 

Кроме того, в Усмани есть улица, названная в честь Н.Г. Басова, 

посещение которой можно также включить в маршрут обучающей экскурсии. 

Заключение  

Благодаря визуальной подаче материала в ходе экскурсии информация о 

Н.Г. Басове и его научных результатах запоминается быстрее и ярче, чем в 

письменном тексте. Кроме того, экскурсия позволяет повысить познавательную 

активность личности обучающихся за счет включения механизмов 

эмоционального интеллекта. В этом году исполняется 100 лет со дня рождения 

ученого, поэтому проведение подобной экскурсии представляется особенно 

уместным. 
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Аннотация. В статье рассмотрены основные концепции применения теории игр в 
современной экономической науке. Затрагиваются вопросы, связанные с 
использованием классических матричных игр, в контексте математического 
моделирования современных экономических процессов. Рассматриваются подходы к 
применению игр с природой, а также стратегических игр. Приводится краткое 
описание основных направлений исследований по указанной проблематике.  
Ключевые слова: матричные игры, экономика, теория игр, матричные игры с 
природой, байесовские игры. 
 

ON THE QUESTION OF THE APPLICATION OF GAME THEORY TO MODELING 
MODERN ECONOMIC PROCESSES 

  
Abstract. The article considers the main concepts of the application of game theory in 
modern economics. Issues related to the use of classical matrix games in the context of 
mathematical modeling of modern economic processes are touched upon. Approaches to the 
use of games with nature, as well as strategic games, are considered. A brief description of the 
main areas of research on this issue is given. 
Keywords: matrix games, economics, game theory, nature matrix games, Bayesian games. 

Введение 

Современные экономические процессы играют важнейшую роль в жизни 

каждого человека. Нам практически ежедневно приходится принимать 

решения, связанные с покупками, инвестициями, долгосрочными займами и т.п. 

Одним из инструментов математического моделирования современных 

экономических процессов является теория игр. Интересным является мнение 

белорусского учѐного Н.Н. Писарук, который подходит к трактовке термина 

«теория игр» с позиции дуализма: «Теорию игр, с одной стороны, можно 

признать математической дисциплиной, которая применяется во многих 

областях деятельности. С другой стороны, теория игр – это раздел современной 

экономической теории, что подтверждается большим количеством Нобелевских 
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премий в области экономики, присужденных самым выдающимся 

представителям данной науки» (Писарук, 2015).  

Основная связь между теорией игр и экономической теорией – это 

рациональность: каждый субъект экономики стремится максимизировать свою 

объективную или субъективную выгоду. Во-первых, этот постулат 

ограничивает возможные варианты принятия решений, так как рациональное 

поведение предсказуемое, в отличие от иррационального. Во-вторых, он дает 

чѐткие критерии оценки эффективности принятых решений, а именно: более 

эффективным решением является то, которое приносит большую выгоду 

принимающему лицу. 

Методология исследования 

После принятия указа по переходу России к рыночной экономике 

появилось выражение «совершенный рынок» и большая часть исследователей 

предполагало существование и функционирования «совершенного рынка». В 

условиях совершенного рынка субъекты принимают свои решения исходя из 

индикаторов состояния рыночной ситуации. «Данный подход был логичен 

только лишь при исследовании экономических систем с огромным числом 

участников, когда ни один из субъектов не может предвидеть решения других 

субъектов. Такая система действительно может функционировать, когда рынку 

присуще состояние совершенной конкуренции» (Писарук, 2015). 

В действительности же в современной экономике ни одно из условий 

«совершенного рынка» не выполняется и его вовсе не существует и перед 

субъектами выступают определенные взаимодействия между субъектами, 

которые регулируются определенными правилами. Теория игр в данном же 

случае предполагает, что субъекты должны просчитывать все возможные 

решения (ходы) других субъектов и результат будет зависеть от решения всех 

субъектов. Именно поэтому все субъекты «игры» в теории игр предполагают, 

что они не только рациональны, но и разумны и способны находить не только 

свои оптимальные решения, но и оптимальные решения других участников. 

Из вышеизложенного можно сделать вывод, что теория игр изучает 

функционирование экономических систем в условиях «несовершенного 

рынка».  

Результаты 

Наибольшим практическим применением теории игр в экономике 

обладают матричные игры. Матричной игрой называется антагонистическая 

игра, в которой оба игрока имеют конечные множества стратегий. 

Матричная игра задается матрицей  размера  выигрышей игрока 

(1). 

 

(1) 

в которой строки соответствуют чистым стратегиям игрока 1, столбцы – 

чистым стратегиям игрока 2, на их пересечении стоит выигрыш игрока 1 в 
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соответствующей ситуации, т.е. ситуации  соответствует выигрыш 

. Тогда выигрыш игрока 2 равен  для всех 

. 

В случае (1) у первого игра имеется  стратегий, а игрок 2 имеет  

стратегий. Такая игра называется – игрой. Матрица  называется матрицей 

игры или матрицей выигрышей (платежной). 

Целью обоих участников игры является увеличение собственной прибыли 

за счѐт еѐ уменьшения другому. 

При помощи матричных игр производят анализ конкуренции различных 

предприятий. Например, Т.И. Гурова и И.П. Конева произвели 

продемонстрировали возможность применения теории игр на примере 

конкурентных взаимоотношений телекоммуникационных гигантов МТС и 

Мегафон, сети которых покрывают значительную часть территории России  

(Гурова, Конев, 2019). В исследовании И.И. Сливы показан подход к решению 

конфликтной ситуации, связанной с производством определенной продукции 

(Слива, 2013). Математическая модель, предложенная в данной работе, часто 

используется для вычисления оптимальных запасов сырья, материалов и 

полуфабрикатов. 

Необходимостью же такого решения является конфликтная ситуация 

между двумя субъектами: «увеличения количества сырья на складе, 

являющегося гарантом бесперебойной работы предприятия и сокращения его 

количества с целью уменьшения затрат на их хранение» (Прозорова, 2016).  

Матричные игры с природой, также имеют практическое применение в 

экономике, так как с их помощью можно разработать стратегию 

инвестирования средств в различные ценные бумаги или акции предприятий в 

зависимости от представленной отчетности компании или текущего 

экономического состояния в стране.  

Обычная стратегическая игра предполагает две противоборствующие 

стороны, где каждая из сторон принимает только те действия, которые 

наиболее выгодны для неѐ и при этом будут не выгодны противнику. Однако 

достаточно часто возникает некоторая неопределенность, которая вовсе не 

связана с другим противником, а напрямую связана с некоторой объективной 

действительностью, о которой игрок не может догадаться заранее. Игры 

подобного рода называют играми с природой. Вторым игроком в данном случае 

выступает сама природа, которую в теории игр не принято считать разумным 

игроком, так как она не выбирает для себя оптимальных стратегий, а все еѐ 

возможные состояния реализуются случайным образом. 

Одним из существующих примеров применения матричных игр с 

природой является исследование кандидата экономических наук 

П.В. Струбалина, в котором представлен анализ отчетности публичной 

компании и на основании матричной игры выводится ответ на вопрос: 

«Инвестировать или не инвестировать?» (Струбалин, 2011).   

Ещѐ одним классическим примером использования матричных игр с 

природой является принятие управленческих решений в зависимости от 



Инновационные технологии в математическом образовании: молодежная парадигма 

148 

 

сложившейся экономической ситуации. В монографии А.В. Сигала приводится 

пример о двух группах реализующих различные проекты, спустя некоторое 

время оказывается что первая группа реализовала 2 этапа из 3-х, а вторая 

группа реализовала 1 этап из 3-х, однако первый проект будет использоваться в 

40% случаев, а второй в 60% случаев и руководству корпорации необходимо 

принять решение о справедливом распределении финансовых средств (премий) 

между двумя группами (Сигал, 2017).  

Теория игр также используется для анализа парных торгов двух 

субъектов на аукционах. Данный тип задач описывается при помощи 

байесовских игр.  

Когда в начале игры некоторые игроки имеют ограниченную 

информацию о стратегиях и функциях выигрышей других игроков, то им 

нужно принимать решения, базируясь только на доступной информации. Такой 

тип игр и называется байесовским.  

Также при помощи байесовских игр описывается модель работы рынка с 

неполной и ассиметричной информацией (Писарук, 2015). 

В книге А. Диксита «Стратегические игры» представлено применение 

класса стратегических игр в период карибского кризиса и международных 

отношений между СССР и США. Описана модель выигрыша, при помощи 

развернутой формы, обоих стран в условиях кризиса, а также вероятностные 

условия успешного балансирования (Дискит, 2017).  

Заключение 

Таким образом, рассматривая экономического приложения теории игр 

можно увидеть, что теория игр стала неотъемлемой частью экономики и еѐ 

применение даѐт определенные финансовые результаты.  
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Аннотация. В статье рассмотрены основные характеристики фракталов и 
мультифракталов, установлены ключевые различия данных математических объектов. 
Рассмотрены возможности применения фрактального подхода в экономике, отмечены 
его преимущества и недостатки перед традиционными моделями анализа финансовых 
рынков. Установлено, что фрактальная размерность применима только для 
геометрических фракталов, однако степенные распределения применимы для любых 
фрактальных явлений. В таких случаях показатель степени является наиболее важной 
величиной для количественной характеристики фракталов. На данном принципе 
основано применение теории фракталов в экономике. Концепция фрактала, 
изначально зародившаяся в экономической науке, получила широкое распространение 
во всех областях науки, и имеет широкие перспективы для дальнейшей разработки и 
поиска путей ее практической реализации. 
Ключевые слова: фрактал, мультифрактал, размерность, временные ряды, 
финансовый рынок, показатель Херста. 

FRACTALS AND MULTIFRACTALS IN THE ECONOMY  

Abstract. The article considers the main characteristics of fractals and multifractals, and 
establishes the key differences between these mathematical objects. The possibilities of 
applying the fractal approach in the economy are considered, its advantages and 
disadvantages over traditional models of financial market analysis are noted. It has been 
established that the fractal dimension is applicable only to geometric fractals, however, 
power-law distributions are applicable to any fractal phenomena. In such cases, the exponent 
is the most important quantity for the quantitative characterization of fractals. The 
application of the theory of fractals in economics is based on this principle. The concept of a 
fractal, which originally originated in economics, has become widespread in all areas of 
science, and has broad prospects for further development and search for ways to implement it 
in practice. 
Keywords: fractal, multifractal, dimension, time series, financial market, Hurst exponent. 

Введение 

В течение долго времени хаотические временные ряды занимают одно из 

лидирующих мест для исследований, что не удивительно. В 21-ом веке одним 

из центральных мест торговли является фондовый рынок, который зависит не 

только от самих участников торгов, но и от макроэкономических и 

геополитических воздействий. Из-за большого количества факторов влияющих 

на курс ценных бумаг и валют классические методы прогноза стали 

неэффективными для прогнозирования (Дворяткина, 2021). Большое 
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количество не связанных между собой событий и необходимость 

прогнозирования фондового рынка, вызвало интерес ученых-исследователей к 

анализу и прогнозированию финансовых временных рядов (Федосова, 2017). 

Одним из способов прогнозирования таких рядов является метод, 

использующий фракталы и мультифракталы. Но что такое фрактал, 

мультифрактал и как они связаны с прогнозированием временных рядов? 

Данные вопросы определили проблему исследования. 

Основные понятия фракталов и их характеристики 

Фрактал – это фигура или множество, основным свойством которого 

является самоподобие. Фрактал представляет собой масштабно-инвариантную 

конфигурацию. В математике такую фигуру можно построить в евклидовом 

пространстве, имеющую метрическую или дробно-метрическую размерность. 

Важным отличием фракталов от других самоподобных фигур является то, что 

их размерность отличается от топологической. Отличие фрактальной 

размерности от топологической означает, что если линию, с размерностью 

один, усложнить до такой степени, чтобы еѐ размерность приблизилась к двум, 

то такая линия как целостный объект не сможет существовать вне плоскости. 

Своему появлению фракталы обязаны географии,  в частности, парадоксу 

береговой линии, который заключался в невозможности точно определить 

длину линии побережья из-за еѐ фракталоподобных свойств. Впервые данный 

парадокс появился в связи с исследованиями Льюиса Фрай Ричардсона. Он 

изучал, как протяженность границ между государствами влияет начало 

конфликтов между ними. Во время исследования границы между Португалией 

и Испанией ученый заметил, что их протяженность отличается друг от друга – 

это стало основой парадокса. Исследуя в дальнейшем границу, Льюис Фрай 

Ричардсон заметил, что если разделять карту на N маленьких отрезков длиной 

L, которая стремится к нулю, то длина границы стремится к бесконечности. Это 

противоречит евклидовой геометрии, в которой утверждается, что длина 

достигнет фиксированной величины. Спустя десять лет, Б.Б. Мандельброт 

разработал фрактальную геометрию, которая помогает с решением данного 

парадокса (Мандельброт, 2002). 

Самыми важными свойством фрактала является самоподобие, а главной 

характеристикой – размерность. Если первое понятно интуитивно, то второе 

свойство требует особого разъяснения. Из курса школьной геометрии известно, 

что прямая находится в одномерном пространстве, квадрат – в двумерном, а 

куб – в трѐхмерном. Размерность же показывает число координат, необходимых 

для определения положения лежащей точки на фигуре. Так, например, для 

определения вершины квадрата нужны только координаты абциссы  и 

ординаты, тогда как для куба нужна координата аппликаты. Из чего следует, 

что у одномерных фигур размерность равна единице, у двумерных фигур двум, 

а для трехмерных фигур трѐм. Но для фракталов размерность не всегда 

является целым числом. Для определения размерности фрактала используется 

размерность Хаусдорфа или Минковского, которые близки друг к другу, в чем 

дальше мы убедимся.  
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Размерность Хаусдорфа вычисляется по формуле: 

N = , 

где D – мерность геометрической структуры, M – количество равных 

частей на которые делится сторона, а N – количество новых полученных частей 

на каждом шаге.  

Если прологарифмировать правую и левую часть и выразить мерность D, 

то получим новую формулу: 

D = , 

где основание логарифмов может быть любым из-за свойства перехода к 

новому основанию. 

Для примера можно рассмотреть размерность линии, которую делят 

пополам на каждом шаге (Рис.1).  

 

 

Рис. 1. Пример размерности линии 

 

Применим формулу для количества шагов N = 2 и количеству частей M = 

2 , имеем: 

D= . 

По формуле получаем, что размерность данной линии равна единице. 

Аналогичный пример можно рассмотреть для квадрата, стороны которого 

будут делить на две равные части, только в этом случае количество новых 

фигур увеличится до четырѐх (рис.2). 

 

Рис. 2. Деление сторон куба на 2 равные части 
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Из-за чего размерность по формуле будет равняться двум.  

D=  

 

А теперь применим формулу размерности к фракталу, известному как 

кривая Коха (рис.3), которая строится по следующим правилам: 

1) Берѐтся единичный отрезок; 

2) Разделяется на три равные части; 

3) Средний интервал заменяется равносторонним треугольником без 

этого сегмента.  

 

 
Рис. 3. Кривая Коха 

 

Для данной кривой M=3, т.к. отрезок делится на три равные части, а N=4, 

т.к. мы получаем рисунок из четырѐх новых частей.  

D= . 

Используя формулу размерности Хаусдорфа, получаем D = 1,26. 

Размерность, не равная натуральному числу, не является ошибкой, а на самом 

деле показывает один из занимательных фактов. Фрактал не всегда имеет 

размерность равную размерности пространства, в которое он встроен.   

Если рассматривать размерность Минковского, которая вычисляется по 

формуле: 

D =  

где N(ε) минимальное число множеств диаметра ε, которыми можно покрыть 

исходное множество, то можно заметить, что если предел не существует, то 

рассматривают верхний и нижний пределы, и говорят соответственно о верхней 

и нижней размерности Минковского. В свою очередь, верхняя и нижняя 

размерности Минковского тесно связанны с размерностью Хаусдорфа. 

Интуитивно это легко уловить по способу задания размерности. Обычно 
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упомянутые размерности совпадают, и только в очень специфичных случаях 

имеет смысл их различать. 

Стоит заметить, что фрактальная размерность — общая характеристика, и 

это не позволяет однозначно определить структуру. Количественной структуре 

свойственен масштаб, но этого не достаточно, чтобы построить его. Многие 

фрактальные структуры и узоры можно построить с таким же масштабом, как у 

кривой Коха, но всѐ равно они будут отличаться от кривой Коха. К примеру две 

L – системы (рис.4), которые на каждой итерации получают 4 детали масштаба 

в  раз меньше предыдущей итерации, имеют такую же фрактальную 

размерность, как и для кривой Коха. 

 

Рис. 4. L-системы 

 

Теперь, поняв, что такое фрактал, и что он характеризуется размерностью, 

а основным его свойством является самоподобие, появляется занимательный 

вопрос: возможно ли соединить два фрактала в один и что получится в итоге их 

соединения ? Ответ: да. Соединив два фрактала, мы получим мультифрактал, у 

которого так же останется свойство самоподобия, но его основной 

характеристикой станет не размерность, а мультифрактальный спектр. 

Если для обычных фракталов размерность является однозначной и 

постоянной для каждого определенного фрактал, то начиная обсуждение про 

мультифракталы, можно сказать, что количество его размерностей много 

больше единицы, если вовсе не бесконечно. По своей сути мультифрактал 

является совокупностью фракталов, у каждого из которых своя размерность.  

Для более наглядного описания мультифрактала можно рассмотреть 

треугольник Серпинского (рис.5) с некоторыми измененными правилами 

построения. Сам треугольник строится по следующим правилам: 

1) в равностороннем треугольнике соединяют середины отрезков; 

2) из исходного треугольника удаляется внутренность серединного 

треугольника; 

3) в оставшихся трѐх треугольниках повторяют аналогичный процесс. 
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Рис. 5. Треугольник Серпинского 

 

Треугольник Серпинского является одним из самых знаменитых 

фракталов, в котором наглядно видно свойство самоподобия. Если же в 

процессе итераций отдать предпочтение левой нижней вершине и выбирать еѐ в 

90% случаев, а две другие по 5%, то распределение точек в треугольнике будет 

нарушено, но свойство саподобия всѐ же сохранится, из-за чего он будет 

являться фракталом, но из-за нарушенного распределения точек размерность 

каждого отдельного взятого треугольника отлична от размерности самого 

треугольника Серпинского (рис.6). 

 
Рис. 6. Распределение точек в мультифрактале 

 

Из вышеописанного примера можно дать определение мультифрактала. 

Мультифрактал – это комплексный фрактал, который может строиться 

несколькими последовательно сменяющими друг друга фракталами, где у 

каждого есть своя фрактальная размерность. Для описания мультифрактала 

вычисляют мультифрактальный спектр, который является основной функцией 

характеризующей мультифрактал.  
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Для начала стоит заметить, что при определении фрактальной 

размерности в мультифрактале пользуют метод разбиения фрактала на 

определенное количество ячеек сколь угодно малого размера. Для регулярного 

однородного фрактала вероятности заселения ячеек Pi(ε)≈ , где α 

представляет собой некоторый показатель степени.  

Для мультифрактала вероятности заселения ячеек рi неодинаково и 

показатель степени α может принимать различные значения степени ƒ(α): 

N(α)= . Набор различных значений функции ƒ(α) представляет собой 

спектр фрактальных размерностей.  

Приложения фрактальной концепции в экономике 

Разобравшись в том, что такое фракталы и мультифракталы, необходимо 

ответить на вопрос: какое у них практическое применение?  

Фрактальные методы нашли огромное число применений в различных 

сферах, таких, как экономика, физика, биология, информатика и даже 

педагогика (Дворяткина, Кузнецова, 2019). В истории науки редко случается, 

чтобы понятие, изначально зародившееся в экономической науке, получило 

широкое распространение во всех других областях науки, сначала на физику, а 

затем на остальные области знаний (Мандельброт, 2004). Колебание рыночных 

цен было самым первым примером фракталов, и с тех пор многие примеры 

фракталов были обнаружены в области экономики. Фракталы в экономике 

повсюду ― в распределении доходов, денежных потоках, данных о продажах и 

сетевых структурах. В экономике движение финансов представляет собой 

совокупность непредсказуемых процессов, которые не могут быть описаны 

классическими математическими инструментами, как теория случайных 

блужданий, кривая Гаусса, экстраполяция трендов, корреляционно-

регрессионный анализ, математическая оптимизация, теории игр, теория 

принятия решений, имитационного моделирования (метод Монте-Карло, 

агентное моделирование) и др. (Дворяткина, 2021; Дворяткина, 2019). Данное 

противоречие актуализировало поиск такой теории анализа рынков, которая бы 

учитывала свойство их непредсказуемости. Таким инструментом стал 

фрактальный подход.  

Впервые детальное описание фрактального подхода в экономике дали Б. 

Мандельброт и Р.Л. Хадсон в исследовании (Мандельброт, 2006). Ученый 

отметил, что вероятность периодов «турбулентности» или неожиданных 

ценовых колебаний, согласно традиционным финансовым моделям, крайне 

мала. Более того, имеет место кластерная волатильность. Полученный 

результат поставил под сомнение традиционную модель «случайных 

блужданий». В рамках данной модели утверждалось, что все ценовые события 

независимы друг от друга, а также не учитывались ключевые факторы – 

неэффективность рынков, иррациональное поведение агентов, нестабильность 

цен и т.д. 

Примером одного из наиболее представительных финансовых рынков 

может служить рынок доллара США и японской иены (USD-JPY). На этом 

рынке доллары и йены обмениваются между дилерами крупных 
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международных банков. В отличие от фондовых рынков, здесь нет физического 

торгового места, но крупные международные банки связаны компьютерными 

сетями, а заказы отправляются с терминала каждого дилера, а транзакции 

выполняются в электронной брокерской системе. Такая брокерская система и 

компьютерные сети предоставляются финансовыми компаниями-

поставщиками, такими как Reuters. Валютные рынки открыты 24 часа в сутки, и 

сделки совершаются всякий раз, когда встречаются приказы о покупке и 

продаже. Минимальная единица сделки составляет один миллион долларов 

США (называемый слитком), и около трех миллионов слитков ежедневно 

торгуются на всех валютных рынках, на которых постоянно обмениваются 

более 100 видов валют. Общий объем денежного потока примерно в 100 раз 

превышает общий объем ежедневной мировой торговли, поэтому считается, 

что большинство сделок совершается не для нужд реального мира, а основано 

на спекулятивной стратегии или хеджировании рисков, т. е. на получить 

прибыль, покупая по низкой цене и продавая по высокой цене, или избежать 

финансовых потерь, продавая дешевеющую валюту. 

Фрактальные свойства обнаруживаются не только на финансовых 

рынках, но и в распределение доходов компаний. Распределение доходов 

компаний также является степенным законом. Доход компании грубо 

определяется вычитанием входящего денежного потока за вычетом исходящего 

денежного потока, который может принимать как положительные, так и 

отрицательные значения. Можно установить, что распределение доходов в 

компании разных сфер деятельности соответствует почти всегда степенной 

зависимости. Применение методов фрактального анализа к прогнозированию 

показателей развития предприятий различных отраслей представляет особый 

интерес и практическую значимость. 

Если в математике фрактал считается геометрическим понятием, 

вводящим количественную фрактальную размерность или понятие 

самоподобия, то в экономике очень мало геометрических объектов, поэтому 

понятие фракталов в основном используется в смысле степенных 

распределений. Поэтому прежде чем дать ответ на поставленный вопрос, стоит 

сказать, что практически каждый прогноз ценной бумаги или иного объекта на 

фондовой бирже строится по временному ряду. Следует отметить, что любой 

геометрический фрактальный объект сопутствует степенному закону 

распределения, даже детерминированному фракталу типа салфетки 

Серпинского (например, в салфетке Серпинского площадь удаленных 

треугольников подчиняется степенному закону). Фрактальная размерность 

применима только для геометрических фракталов, однако степенные 

распределения применимы для любых фрактальных явлений. В таких случаях 

показатель степени является наиболее важной величиной для количественной 

характеристики фракталов. 

Поэтому для характеристики временного ряда можно использовать 

показатель Хѐрста, который показывает задержку между двумя одинаковыми 

значениями во временном ряду. Чем чаще во временном ряду встречаются два 
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значения, тем больше будет данный показатель. Для его определения 

используют формулу: 

, 

 где n – количество точек во временном ряду,  – размах временного ряда,                 

 – стандартное отклонение,  – константа, H – показатель Хѐрста. 
Если выразить H с помощью логарифма, то получим: 

 
Важнейшим свойством данного показателя для фракталов является его 

связь с фрактальной размерностью, которая выражается как: 

, 

где D – фрактальная размерность, H – показатель Хѐрста. 

В зависимости от значения показателя Хѐрста выделяют три 

характеристики поведения временного ряда, которые называются розовым, 

белым и черным шумом (таб. 1). 

Таблица 1. 

Характеристики поведения временного ряда при различных показателях Хѐрста. 

Значение 

показателя Хѐрста 

Степень 

персистентности 

Цвет шума Характеристика 

поведения временного 

ряда 

0≤ H < 0,5 Антиперсистентный Розовый Знакопеременный ряд 

H = 0,5 Броуновское движение Белый Отсутствие тренда 

0,5< H < 1 Персистентный Черный Трендоустойчивый 

Степень персистентности показывает, будет ли временной ряд сохранять 

тенденцию на протяжении времени после исчезновения причины данной 

тенденции. Зная фрактальную размерность, можно легко определить характер 

поведения временного ряда, что позволит делать дальнейший прогноз более 

точным.  

Заключение 

Подводя итог, можно сказать, что современный фондовый рынок – это 

сложная и самоорганизующаяся система, являющаяся результатом сложных 

обратных связей, что приводит к ошибкам управления и нежелательным 

побочным эффектам. Это имеет серьезное влияние на выбор адекватных 

подходов их оценки и прогнозирования. Именно этим объясняется выбор 

фрактальных методов, которые имеют уникальное применение в моделях 

финансового рынка. Несмотря на отдельные недостатки, в настоящий момент 

открываются теоретические фрактальные законы, граница изучения 

фрактальных методов находится на уровне практических приложений. Вполне 

возможно, что с помощью фракталов станет возможным в будущем 

предупреждение финансовых обвалов. Исследование и изучение анализа 

колебаний цен на рынке свидетельствует о множестве радикальных отклонений 

на графике, вероятности отклонений которых становятся равными и тогда 

появляется возможность их оценить с применением фрактальной теории. 
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Однако примеры в экономике — это всего лишь несколько срезов глобальной 

экономики. Интерес представляют не только данные о финансовых потоках, но 

и очень важно наблюдать данные о материальных потоках в процессах 

производства и потребления.  
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Аннотация. Логика произошла из философии. Её родоначальником считается 
Аристотель. В старом смысле логику можно определить как науку о рассуждениях. 
Поэтому она аналогична грамматике – науке о правильном употреблении языка. 
Аристотель придумал правила, по которым можно рассуждать так, чтобы не допускать 
ошибки. Через много столетий логика стала приобретать очертания более точной 
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науки. Благодаря работам Лейбница была разработана идея о создании формального 
языка для решения математических задач. Были определены две основные задачи (две 
основные проблемы теории алгоритмов): проблема порождения и проблема 
разрешения. В статье остановимся на рассмотрении булевых функций и их 
применении для решения задач математической логики, теории множеств. Особое 
внимание уделяется решению логических задач и доказательству тождеств, 
упрощению логических операций. Обращается внимание на построение 
аксиоматических теорий. 
Ключевые слова: конъюнкция, дизъюнкция, булевы функции, математическая 
логика, правильные и неправильные рассуждения, логическая константа. 
 

APPLICATION OF BOOLEAN FUNCTIONS TO SOLVING                                      
PROBLEMS OF MATHEMATICAL LOGIC 

 
Abstract. Logic comes from philosophy. Aristotle is considered its ancestor. In the old sense, 
logic can be defined as the science of reasoning. Therefore, it is analogous to grammar - the 
science of the correct use of language. Aristotle came up with rules by which one can reason 
so as not to make mistakes. After many centuries, logic began to take on the outlines of a more 
exact science. Thanks to the work of Leibniz, the idea was developed to create a formal 
language for solving mathematical problems. Two main problems were identified (the two 
main problems of the theory of algorithms): the problem of generation and the problem of 
resolution. In the article, we will focus on the consideration of Boolean functions and their 
application for solving problems of mathematical logic, set theory. Particular attention is paid 
to solving logical problems and proving identities, simplifying logical operations. Attention is 
drawn to the construction of axiomatic theories. 
Keywords: conjunction, disjunction, boolean functions, mathematical logic, correct and 
incorrect reasoning, logical constant. 

 
Введение 
Булевы функции названы в честь английского математика ХIХ века 

Джорджа Буля, который впервые применил алгебраические методы для 
решения логических задач. Эти методы образуют самый простой 
нетривиальный класс дискретных функций аргументы, которых и их значения 
могут принимают всего два значения 0 и 1. С другой стороны, этот класс 
достаточно богат, и его функции имеют много интересных свойств.  

Булевы функции находят применение в теории множеств, 
математической логике, теории вероятностей и в функциональном анализе: 

1) для упрощения сложных логических формул и доказательства 
тождеств; 

2) при решении логических задач; 
3) в контактных схемах; 
4) при доказательствах теорем; 
5) в базах данных при составлении запросов. 
Современная логика широко использует различные математические 

методы, которые помогают решать практические задачи, а также теоретически 
обосновать различные процессы. 

Первоначально булевы функции рассматривались как логические 
формулы и использовались для описания и решения различных логических 
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задач и носили чисто теоретический интерес. В 1887 году приват–доцент 
Казанского Императорского университета П.С. Порецкий впервые начал читать 
курс лекций по математической логике. Составленная им программа включала 
труды Дж. Буля, С. Джевонса, Э. Шредера. В 1938 году К. Шеннон показал, 
каким образом булевы функции могут быть использованы для исследования 
релейно-контактных схем, в телефонии, для проектирования схем, 
применяемых в электронике и автоматической технике, в медицине, в 
криптографии и т.д. 

Существенное воздействие на развитие математической логики в 1975 
году оказала статья С.А. Кука, в которой была отмечена большая роль 
проблемы применения булевых функций, получившей название SAT-
проблемы, для решения широкого круга комбинаторных задач. Подход, 
основанный на сведении решений комбинаторных задач, получил название 
SAT-подхода. Это так называемая теория распознавания образов. На еѐ 
примере можно построить модель мыслительной деятельности, свойственной 

человеческому мозгу. В 1986 году Рэнделл Брайант предложил новую очень 

эффективную форму представления булевых функций в виде направленного 
графа или решающей диаграммы, в которой нет избыточностей, характерных 

для таблиц истинности. Для булевых функций, представленных в виде графов, 
многие задачи, включая SAT-проблему и эквивалентность, решаются очень 
эффективно. 

Методы исследования 
Для любой области культуры и науки традиционная логика является 

фундаментальным методологическим знанием. Имеется несколько различных 
способов представления и интерпретации булевых функций. Мы остановимся в 
своем исследовании на представлении булевых функций с помощью 

логических формул и таблиц. Обозначим через  двухэлементное множество 

. Тогда  – это множество всех двоичных последовательностей (наборов, 

векторов) длины . Булевой функцией от n переменных (аргументов) 

называется любая функция .  можно рассматривать как 

единичный п–мерный куб. Каждый набор из нулей и единиц длины  задает 

вершину этого куба. Ниже представлены единичные кубы  при . 
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При этом существует естественное взаимно-однозначное соответствие 

между подмножествами вершин п-мерных единичных кубов и булевыми 

функциями от  переменных: подмножеству  соответствует его 

характеристическая функция 

 
 

Булевы функции от небольшого числа аргументов удобно представлять с 

помощью таблиц. Таблица для функции  имеет  столбец. В 

первых  столбцах указываются значения аргументов , а в -м 

столбце значение функции на этих аргументах – .  

 

  …..   
0 0 …. 0  
0 0 …. 1  
… … … … …………. 

1 1 …. 1  
 

Если наборы рассматривать как записи чисел в двоичной системе 

счисления, то первая строка представляет число 0, вторая – 1, третья – 2, а 

последняя – . Наборы аргументов в строках обычно располагаются в 

лексикографическом порядке (по возрастанию соответствующих двоичных 

чисел). Чаще всего булевы функции применяют в виде формульного 

представления с использованием логических операций. 

Рассмотрим применение булевых функций для упрощения сложных 

логических операций. Под упрощением логической формулы понимают 

равносильное преобразование, приводящее к формуле, которая содержит 

меньшее число операций конъюнкции и дизъюнкции и не содержит отрицаний 

неэлементарных формул.  

При преобразовании логических формул используют законы алгебры 

логики, правила операций с логическими константами, а также некоторые 

приемы, применяемые в обычной алгебре. Например, вынесение за скобку, 

группировка одинаковых логических формул. (Михайлов В. Ю, Васильев А.В., 

2015). 
Пример 1. Упростить выражение: 

  

1)            2)  
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Решение. 

 
 

2)  

  

Приведем примеры приложения булевых функций для решения 

логических задач на нахождение всех следствий из посылок и посылок для 

следствий. В примере 1 для решения задачи использован переход на 

символические рассуждения, в которых из данных посылок в процессе 

рассуждений приходим к противоречию.  

Пример 2. Или Анна и Антон одного возраста, или Анна старше Антона. 

Если Анна и Антон одного возраста, то Наташа и Антон не одного возраста. 

Если Анна старше Антона, то Антон старше Николая. Следует ли отсюда, что 

либо Наташа и Антон не одного возраста, либо Антон старше Николая?  

(Игошин В.И., 2007). 

Решение. 

Символически все рассуждения могут быть представлены в виде: 

 
Допустим, что  а  

Следовательно, С=0 или D=0. Из того, что  вытекает, 

что из  

получаем противоречие с тем, что  . 

 

В следующем примере процесс решения строится в форме алгоритма, что 

позволяет решать и исследовать большое количество задач, используя 

стандартные методики. При этом используется составление таблиц истинности 

и приведение посылок к СКН-форме. 

Пример 3. Найти все следствия из посылок: «Если число делится на 2 и 

на 5, то оно делится на 10»; «Целое число делится на 2 и не делится на 5». 

Выразите полученные следствия в содержательной форме. (Игошин В.И., 2007). 

Решение. 

1) Введем обозначения для простых высказываний:  

Х = (Целое число делится на 2); 

Y = (Целое число делится на 5); 

Z = (Целое число делится на 10). 

2) Записываем посылки символически: 

1-я посылка: ;  2-я посылка: . 
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    3)  Составляем конъюнкцию посылок и приводим еѐ к СКН – форме  

                                                

        
0 0 0 0 1 1 0 0 

0 0 1 0 1 1 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 0 

1 0 0 0 1 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 0 0 0 

 

Отметим все наборы значений переменных, на которых  

принимает значение 0: (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,1,0), (1,1,1). 

4) Выписываем получившиеся формулы, придав им более удобную 

равносильную форму: 

1.              

2.  

3.  

4.  – первая посылка и т.д. 

5) Исходя из полученных формул, придаем содержательный смысл. 

Приведем образец приложения математической логики для 

доказательства теорем. Например, поставим задачу: пользуясь законом 

контрапозиции доказать теоремы: 

а) Если  – нечетное число, то т и п нечетны (т и п – целые числа). 

Докажем утверждение обратное противоположному для данного, а именно 

«Если числа  – четные, то и число  – четное». Так как  – четные 

числа, то , тогда  – четное число. 

Утверждение обратное противоположному доказано. На основании закона 

контрапозиции делаем заключение, что и прямое утверждение является 

верным. 

b) Если   Докажем утверждение обратное 

противоположному: «Если  и , то ». Так как  и 

, то , т.е. утверждение обратное противоположному 

доказано. Следовательно, прямое утверждение справедливо. 

Рассмотрим аксиоматический подход, который используется при 

построении геометрии на базе какой-либо системы аксиом (Гильберта, Вейля и 

т.д.). Применительно к алгебре высказываний аксиоматический подход состоит 

в следующем: из всех формул алгебры высказываний выделяется некоторая 

часть. Формулы этой части считаются аксиомами.  

Определяется какое-то правило, с помощью которого можно получать 

новые формулы из выбранных. Аксиомы выделяются, и правило их получения 

определяется таким образом, чтобы получить все тавтологии алгебры 
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высказываний, и только их. Поэтому тавтологии алгебры в силу своих свойств 

высказываний называются также теоремами. (Игошин В.И.,2008).  

В результате будет получено аксиоматическое построение алгебры 

высказываний.  К первоначальным неопределяемым понятиям аксиоматической 

теории высказываний относятся пропозициональные переменные; логические 

связки; технические знаки. Первоначальным понятием является также понятие 

формулы, которое определяется индуктивным образом: 

1)  каждая пропозициональная переменная есть формула; 

2)  если  и  – формулы, то выражения  также являются 

формулами; 

3)  никаких других формул, кроме получающихся согласно пунктам 1) и 

2) , нет. 

Следующий шаг в построении аксиоматической теории высказываний 

состоит в выборе системы аксиом. В качестве аксиом выбираются формулы 

следующих видов: 

  

 

 
где    – произвольные формулы. Таким образом, каждая из формул (А1), 

(А2), (А3) задает лишь форму аксиомы. Они превращаются в аксиомы, если 

вместо    подставить конкретные формулы. 

Заключительный шаг, составляющий основу аксиоматической теории 

высказываний, состоит в выборе правил вывода. Чтобы ответить на вопрос, что 

из чего следует, надо рассмотреть структуры правильного мышления. 

Например, правило (modus ponens):  – правило заключения означает, что 

от истинности посылки  с помощью другой посылки  переходят к 

утверждению об истинности следствия . Данное правило называют также 

правилом заключения или отделения (от посылки  с помощью посылки  

отделяется заключение ). Этому правилу можно придать несколько иной 

смысл: если формулы в числителе являются тавтологиями, то и формула в 

знаменателе – тоже тавтология.  

Заключение 
Таким образом, используя только два метода приложения булевых 

функций для решения задач математической логики можно сделать вывод, что 

решение задач по данной дисциплине требует особого внимания к понятиям 

логики, имеющим общенаучное значение; знаниям методов математического 

моделирования, аксиоматическому методу; логической структуре определений 

математических понятий, формулировок теорем, доказательств. В качестве 

примера приложения булевых функций в математической теории приводится 

образец построения системы аксиом и на еѐ основе осуществляется выбор 

правил выбора. 
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ЗАДАЧ НА МОДЕЛЬ ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО ВЫБОРА 
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Аннотация. В статье рассматривается применение математических методов для 
решения экономических задач. Исследование хозяйственной деятельности в 
настоящее время имеет широкое применение, так как позволяет решать прикладные 
задачи; проводить классификацию методов; проводит разбор практической задачи на 
модель потребительского выбора, основываясь на методе вариации произвольных 
постоянных. Широкое использование методов моделирования в прикладных 
математических дисциплинах позволяет осуществление прогнозирования, контроль и 
управление экономическими процессами. В настоящее время в построении 
математических моделей экономики нашла применение теория частных производных. 
В статье применение этой теории рассмотрено на примере модели потребительского 
выбора. Для оптимизации процессов вычисления возможно в дальнейшем применение 
математических пакетов MathCad, Maxima, Maple. Примеры задач на приложение 
метода Лагранжа будут рассмотрены и проанализированы с использованием 
математического пакета Maple. 
Ключевые слова: математическое моделирование, экономические системы, модель 
потребительского выбора. 

APPLICATION OF THE LAGRANGE METHOD FOR SOLVING ECONOMIC 
PROBLEMS ON THE CONSUMER CHOICE MODEL 

Abstract. The article discusses the application of mathematical methods for solving economic 
problems. The study of economic activity is currently widely used, as it allows solving applied 
problems; carry out the classification of methods; analyzes a practical problem for a consumer 
choice model, based on the method of variation of arbitrary constants. The widespread use of 
modeling methods in applied mathematical disciplines allows for the implementation of 
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forecasting, control and management of economic processes. At present, the theory of partial 
derivatives has found application in the construction of mathematical models of the economy. 
In the article, the application of this theory is considered on the example of the consumer 
choice model. To optimize the calculation processes, it is possible in the future to use the 
mathematical packages MathCad, Maxima, Maple. Examples of tasks for the application of the 
Lagrange method will be considered and analyzed using the Maple mathematical package. 
Keywords: mathematical modeling, economic systems, consumer choice model. 

Введение 

В современной экономике широко используются различные 

математические методы, как для решения практических задач, так и для 

теоретического моделирования социально-экономических процессов. 

Математические методы являются составной частью методов любого раздела 

экономической науки. Использование математического описания 

экономических систем открывает новые возможности для экономической 

теории и практики. 

Первые попытки применить математический аппарат к экономическим 

моделям уходит в XVIII век. Тогда Ф. Кенэ впервые предложил 

количественную модель национальной экономики, которую он назвал 

«Экономической таблицей». Последующие труды вносили точные 

корректировки в уже существовавшие теории. Так, например, 1838 г. появилась 

книга А. Курно «Исследование о математических принципах теории богатств». 

Основной идеей труда является использование количественных методов для 

анализа конкуренции на рынке при различных рыночных ситуациях. Стоит 

отметить, что многие выдвинутые теории не утратили актуальность до сих пор.  

Наибольший вклад в использование математических методов в экономике 

внесли Джон Нейнс, Леон Вальрас, Фильфредо Парето, Френсис Эджуорт. 

Каждый из вышеперечисленных создал свою экономическую теорию и 

соответствующую ей модель, исходя из определенных принципов.  

В конце XIV века были разработаны и начали использоваться 

статистические методы. Возникли направления статистических методов парной 

и множественной регрессий, теории корреляций, проверки гипотез, теории 

ошибок и выборочного исследования. К началу XX века математическое 

моделирование окончательно утвердилось в экономике. Усложнение проблем 

экономики вызвало дальнейшее развитие методов их анализа.  

Стоит отметить и русских ученых, внесших вклад в развитие 

математических методов в экономике. К ним можно отнести Е. Е. Слуцкого и 

его анализ модели поведения потребления; Н. Д. Кондратьева «открытие 

длинных волн в экономике»; Л. В. Канторович дал развитие методов 

исследования линейных систем. 

Методы исследования 
В современной экономической теории математические методы играют 

первостепенную роль. Благодаря математическому аппарату можно 

спрогнозировать изменение факторов, которое на практике учесть не 

получается.  
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Математические методы исследования хозяйственной деятельности 

организаций в настоящее время имеют широкое применение, так как они 

ускоряют процесс проведения экономического анализа, способствуют 

повышению точности вычислений и более полному учету факторов, влияющих 

на результаты деятельности 

Одной из научных областей экономики является математические методы 

в экономике, которая занимается изучением экономических систем и процессов 

с помощью математического языка. Выделяют следующую структуру 

математических методов в экономике, которая основывается на следующих 

дисциплинах: «Математическая экономика», «Эконометрика», «Исследование 

операций» (Печерских, 2011). В то же время академик Канторович разделил 

математические методы на четыре группы: 

1) макроэкономические модели (метод равновесия и модели спроса); 

2) модели взаимодействия хозяйствующих субъектов; 

3) линейное моделирование; 

4) динамическое, нелинейное, целочисленное и стохастическое 

программирование.  

Академик С.В. Немчинов, известный своими работами в области 

статистики и математического моделирования, выделил основные методы 

планирования математических исследований: 

1) балансовый метод; 

2) метод математического моделирования; 

3) векторно-матричный метод; 

4) метод оптимальных общественных оценок; 

5) метод последовательного приближения (Данилов, 2016) 

Математические методы широко используются в прикладных 

экономических дисциплинах. Они позволяют осуществлять планирование, 

прогнозирование, контроль, то есть управление экономическими системами 

различных организационных уровней. Математические методы рассчитывают 

показатели, характеризующие процессы и явления, позволяющие проводить 

исследования. Расчет показателей осуществляется с использованием методов 

эконометрики, статистики, факторного и регрессионного анализа и др. Одним 

из новых направлений являются методы проведения научного эксперимента, 

где учитывается влияние психологического фактора на рынок. Перспективным 

направлением в последние годы является экономико-математическое 

моделирование. 

В настоящее время, теория частных производных также нашла отражение 

в построении экономических моделей (Эдвардс, 2008). Преимущественно, для 

решения получившихся выражений используется метод Лагранжа (или метод 

вариации постоянных). Сама теорема гласит «если известна фундаментальная 

система решений соответствующего однородного уравнения, то общее решение 

неоднородного уравнения может быть найдено при помощи квадратур».  
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Результаты 

Рассмотрим применение метода математического моделирования и 

теорию частных производных на конкретном примере модели 

потребительского выбора. Модель потребительского выбора – это модель 

поведения потребителя в ситуации потребления определенного количества 

благ, учитывая структуру цен, доход и собственные предпочтения. При этом 

потребительским набором называется вектор (x1, x2), координата x1 которого 

равна количеству единиц первого блага, а координата x2 равна количеству 

единиц второго блага. 

Пусть дана функция полезности , где  набор из 

двух товаров на рассматриваемом рынке. Необходимо найти функцию спроса 

для этих товаров. Для решения задач подобного типа необходимо 

воспользоваться методом вариации произвольных постоянных.  

Продифференцируем заданную функцию. В результате получим 

систему: 

 

В системе Лагранжа необходимо предварительно исключить из нее 

множитель Лагранжа. Получится система, состоящая из двух уравнений с 

двумя неизвестными. Система имеет следующий общий вид: 

 

Полученные выражения необходимо подставить в систему. 

Получим: 

 

Нетрудно получить из первого уравнения системы: 

 

Откуда выразим   
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Полученное выражение подставим во второе уравнение системы 

 

и преобразуем его: 

 

Из уравнения   нетрудно получить      . 

Подставим это выражение также во второе уравнение исходной 

системы  

 . Откуда преобразуя, получим 

 

Выводы  

Таким образом, функция спроса для набора из двух товаров имеет вид: 

 

 

Проанализировав полученную функцию, можно сделать вывод: расход на 

первый товар составляет 0.3 дохода потребителя, на второй – 0.7. Качество 

приобретенного товара равно затраченной на него сумме, поделенной на цену 

товара. Для оптимизации вычислительных процессов можно воспользоваться 

пакетом прикладных программ (MathCad, Maxima, Maple) (Коробейников А.Г., 

2010). Написав алгоритм для решения общей модели потребительского выбора, 

нетрудно будет адаптировать еѐ под любой частный случай.  
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Аннотация. В данной статье рассматриваются классические средние величины, 
неравенство о классических средних (среднее арифметическое, среднее 
геометрическое, среднее гармоническое, среднее квадратичное), приводятся их 
геометрические интерпретации на примере трапеции и некоторые их доказательства. 
Ключевые слова: трапеция, средняя линия трапеции, классические средние, 
неравенство классических средних. 

CLASSICAL AVERAGES IN TRAPEZOID 

Abstract. This article discusses classical averages, the inequality of classical averages 
(arithmetic mean, geometric mean, harmonic mean, quadratic mean), their geometric 
interpretations on the example of a trapezoid and some of their proofs. 
Keywords: trapezoid, trapezoid mean line, classical averages, inequality of classical averages. 

Введение 

Термин «трапеция» произошѐл от древнегреческого слова «трапедзион», 

которое переводится на русский язык как «столик». Именно внешнее сходство с 

небольшим столиком дало трапеции такое название. В своѐм знаменитом 

трактате «Начала» древнегреческий математик Евклид (ок. 300 лет до н.э.) 

использует термин «трапеция», обозначая им все четырѐхугольники, кроме 

параллелограмма. В привычном нам понимании понятие «трапеция» 

применяется в работах другого математика из Древней Греции Посидония (I в. 

до н.э.). Современный смысл за данным понятием закрепился только в XVΙΙΙ 

веке. 

Сейчас мы даѐм трапеции следующее определение: «Трапецией 

называется четырѐхугольник, у которого две стороны параллельны, а две 

другие стороны не параллельны» (Атанасян, 2010). 

Среднее арифметическое в трапеции 

У каждой трапеции есть средняя линия. Напомним, что «средней линией 

трапеции называется отрезок, соединяющий середины еѐ боковых сторон» 

(Атанасян, 2010). 

mailto:1pavel.chernykh24@mail.ru
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Рис. 2 

 
Рис. 1 

Из школьного курса геометрии всем хорошо известна теорема о средней 

линии трапеции. Она звучит следующим образом: «Средняя линия трапеции 

параллельна основаниям и равна их полусумме» (Погорелов, 1993). 

Существует несколько способов доказательства этого факта. Приведѐм 

наиболее значимые из них. 

Следующее доказательство 

изложено в учебнике геометрии 

А.В. Погорелова. 

Доказательство 1. Пусть 

дана трапеция ABCD и MK – еѐ 

средняя линия. Построим 

прямую через вершину трапеции B и точку K.  

Данная прямая пересечѐт продолжение основания трапеции AD в точке              

T (рис. 1).  

Поскольку CK=KD (по условию отрезок MK является средней линией 

трапеции),  (вертикальные углы),  (внутренние 

накрест лежащие углы при параллельных прямых AD и BC и секущей CD), 

делаем вывод, что треугольники KBC и KTD равны (по второму признаку 

равенства треугольников). Из равенства треугольников следует равенство их 

соответствующих сторон: KB=KT и BC=TD. 

В связи с этим приходим к выводу, что средняя линия трапеции MK 

является также средней линией треугольника ABT. Из свойства, которым 

обладает средняя линия треугольника получаем, что  и 

. Теорема доказана. 

Другое доказательство находим в учебнике геометрии, написанном 

коллективом авторов, во главе с Л.С. Атанасяном. 

Доказательство 2. Пусть дана произвольная 

трапеция ABCD и MK – еѐ средняя линия. Тогда по 

правилу многоугольника: и 

. Сложим данные равенства и 

получим: .  

Так как M и K – середины сторон AB и CD (рис. 2), то 

 и  (сумма противоположных векторов). Тогда 

. Отсюда . Из того, что , следует, 

что , при этом длина вектора  будет равняться . 

Таким образом, приходим к выводу, что  и . Теорема 

доказана (Атанасян, 2010). 

Теорему о средней линии трапеции можно доказать также по аналогии со 

средней линией треугольника. 

Доказательство 3. Пусть дана произвольная трапеция ABCD и MK – еѐ 

средняя линия.  
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Рис. 3 

Рис. 4 

Продлим боковые стороны трапеции. Они пересекутся в точке T (рис. 3).  

 (по обобщѐнной теореме Фалеса). Пусть 

BT=x, TC=y, AM=MB=a, CK=KD=b. Тогда . 

Умножим обе части равенства на 2, получим . 

 (по обратной теореме Фалеса). Этот факт 

также можно доказать через подобие треугольников 

BTC и MTK: , где 

 – общий. Значит, треугольники подобны по первому 

признаку. Из этого следует, что . Исходя из того, что 

треугольники MKT и BTC подобны, имеем следующее отношение 

. Аналогично из подобия треугольников ATD и BTC получим, 

что  . Из первого равенства выразим  и подставим во 

второе, получим: . Умножим полученное равенство на BC: 

.  Отсюда . Теорема доказана. 

Лемма. Отрезок, параллельный основаниям трапеции a и b, и делящий 

непараллельные стороны трапеции в отношении m:n (считая от основания a), 

равен  . 

Доказательство. Пусть дана произвольная 

трапеция ABCD, . AD=a; BC=b; 

MN=c; AM:BM=m:n. Через точку M проведѐм 

; ; BE=c–b; AF=a–c (рис. 

4). 

Из подобия треугольников AMF и BME имеем: 

 или . 

Откуда  ; ; ; 

; .  

При m=n получится формула для длины средней линии трапеции. 

Если обозначить длины оснований трапеции a и b, а длину самой средней 

линии m, то получим следующее соотношение . Данное равенство 

называют средним арифметическим длин оснований трапеции. Оно является 

одним из классических средних значений. О среднем арифметическом многие 

знают из школьного курса алгебры, но о существовании других классических 

средних упоминают крайне редко. 

Классическими средними значениями для двух положительных чисел a и 

b принято считать: 

1)  – среднее арифметическое; 

2)  (т.е. ) – среднее геометрическое; 
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Рис. 5 

Рис. 6 

Рис. 7 

3) h  – среднее гармоническое; 

 

4)  – среднее квадратичное. (Блинков, 2010) 

Среднее геометрическое в трапеции 

Мы уже рассмотрели среднее арифметическое в 

трапеции, перейдѐм теперь  к среднему геометрическому 

этой фигуры. 

Длина отрезка, который параллелен основаниям 

трапеции и делит еѐ на две подобные трапеции, равна 

среднему геометрическому оснований данной трапеции. 

Доказательство. Пусть отрезок LN параллелен основаниям трапеции 

ABCD (рис. 5) и делит еѐ на две подобные трапеции ALND и LBCN. Из  подобия 

трапеций вытекает следующее равенство отношений их соответствующих 

сторон: . Тогда . Отсюда . Обозначим 

длину отрезка LN за g, а длины оснований a и b. Тогда  – среднее 

геометрическое длин оснований трапеции. 

Среднее гармоническое в трапеции 

Рассмотрим следующее из классических средних – среднее 

гармоническое. 

Длина отрезка, параллельного основаниям 

трапеции и проходящего через точку пересечения еѐ 

диагоналей, равна среднему гармоническому длин 

оснований трапеции. 

Доказательство. Пусть дана произвольная 

трапеция ABCD с основаниями AD=b и BC=a                

(рис. 6).  

Треугольники AOD и COB подобны по двум углам, так как 

 (вертикальные углы),  (внутренние накрест 

лежащие углы при  и секущей AC). Из подобия этих треугольников 

следует, что . 

Треугольники APO и ABC подобны по двум углам, так как они имеют 

общий угол при вершине A и  (соответственные углы при 

 и секущей AB). Из подобия треугольников 

получаем следующее отношение их сторон: 

. Аналогичным образом докажем тот 

факт, что треугольники DQO и DCB подобны и 

получим, что .  
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Рис. 8 

Отсюда . Следовательно, . Обозначим длину 

отрезка PQ за h.  

Тогда является средним гармоническим длин оснований 

трапеции. 

Среднее квадратичное в трапеции 

В заключение рассмотрим ещѐ одно классическое среднее в трапеции – 

среднее квадратичное. 

Длина отрезка, параллельного основаниям трапеции и делящего данную 

трапецию на две равные по площади, равна среднему квадратичному длин 

оснований трапеции. 

Доказательство 1. Пусть   и при этом . 

Проведѐм . Тогда  (рис. 7).  

Пусть ; ; ; . Тогда  и 

.  Так как , то . Тогда 

. 

Отсюда   – среднее квадратичное длин оснований трапеции. 

Приведѐм ещѐ одно доказательство данного факта. 

Доказательство 2. Рассмотрим произвольную трапецию ABCD с 

основаниями а и b. Пусть EF= d, BG=h1, GH=h2.  

По условию: ; , с другой стороны: . 

Имеем: ; , .  

Неравенство классических средних 

Геометрическая интерпретация неравенств, связывающих средние 

величины, очень важна. Достаточно показать еѐ для двух положительных чисел 

на примере трапеции. 

Можно доказать, что классические средние удовлетворяют следующему 

неравенству: , т.е. 

 (рис. 8). Следует заметить, что 

равенство классических средних достигается лишь в 

случае, если a=b (когда трапеция является 

параллелограммом). 

Приведѐм следующее доказательство 

выполнения неравенства о классических средних в 

трапеции: 
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Рис. 9 

a) BP:PA = a:b, ; ; 

BL:LA=a:LN= ; , т.к. , значит, PQ LN; 

б) LN<MK, т.к. BM:MA=1, т.о., PQ LN MK; 

в) Обозначим длину отрезка EF за x (рис. 9), а 

длины высот CG и FH получившихся трапеций за 

h1 и h2 соответственно. Тогда  

BE:EA=h1:h2= . 

 

Таким образом, PQ LN MK EF,  

т.е.,
 

. 

Заключение 

Геометрическая фигура трапеция даѐт возможность наглядно сопоставить 

классические средние величины и продемонстрировать справедливость 

неравенств, связывающих их. 
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