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Введение

Лишь случай — закон, а закон всегда случаен.
Эрих Мария Ремарк

При исследовании многих проблем, научных, социаль-
ных, производственных, военных и даже бытовых, часто при-
ходится встречаться с особым типом явлений, которые приня-
то называть случайными. Примерами таких случайностей мо-
гут служить траектории полета самолетов, случайные появления
преград на железнодорожных путях, случайные отказы навига-
ционных приборов и прочие. Случайность — это альтернатива
закономерности. Закономерные (или детерминированные) явле-
ния изучаются в рамках классических научных теорий. Возни-
кает вопрос, можно ли изучать случайности? Согласно логике
и теории познания ответ очевидный — конечно, нет. Интуиция
и угадывание исключаются. Ответ неочевидный — можно, но
только в том случае, когда в случайностях присутствует законо-
мерность.

Теория вероятностей — математическая наука, изучаю-
щая закономерности в случайных явлениях. Базовым поняти-
ем этой теории является событие — всякий исход некого опы-
та (испытания), наблюдаемого исследователем. Классическими
примерами являются события из области азартных игр ( игры
в монетку, кости, карты)— выпадение любой грани игральной
кости, выпадение "орла" или "решки" и другие. Меры случай-
ных событий, применяемые на бытовом уровне, хорошо известны
(шанс, возможность, процент удачи, все равно и др.) Мерой собы-
тия на математическом языке является вероятность. Это одна
из числовых характеристик возможности появления случайного
события, которая меняется от 0 до 1. Известны испытания, по-
ставленные в одних и тех же условиях, которые всегда приводят
к определенному событию (подброшенный камень всегда падает
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на землю). Такие события называются достоверными и их веро-
ятность равна 1. А известны опыты, которые показывают, что со-
бытия никогда не наступят (монета, брошенная на стол, никогда
не станет на ребро). Такие события называются невозможными,
и их вероятность равна 0. Таким образом, случайные события
всегда лежат между двумя крайностями — быть достоверными
и невозможными, следовательно, их вероятностная мера лежит
между 0 и 1.

Вопросы вероятностного характера возникали во многих сфе-
рах человеческой деятельности. Но главным стимулом развития
теории вероятностей служили задачи, которые возникали в ста-
тистике, практике страховых обществ, при обработке результа-
тов астрономических наблюдений. Большинство первых задач
теории вероятностей было связано с азартными играми. Сегодня
эти задачи не представляют никакой практической значимости,
но с методической точки зрения — актуальны и полезны, так
как позволяют избежать ошибок при построении вероятностных
моделей и изучении вероятностных характеристик. В XVII ве-
ке появляются изящные решения отдельных задач, связанных с
исследованием вероятности появления одного из равновозмож-
ных, исключающих друг друга событий. Самые простые приме-
ры таких равновозможных событий дают игры в монетку, иг-
ральную кость, карты. Поэтому выделение в опыте (игре, про-
цессе) набора простейших (элементарных) равновозможных ис-
ходов оказывалось наиболее важным, поскольку они сразу дают
вероятность в виде величины обратной количеству всех равно-
возможных исходов. Но как оказалось, вопрос о равновозмож-
ности не обязательно простой. Наиболее поучительной и хоро-
шо описанной в современной литературе является задача де Ме-
ре [2], (обобщения и многие тонкости которой можно найти в
книге Ю.Неймана [13]). История этой задачи такова. В конце
семнадцатого века один французский вельможа шевалье де Ме-
ре (известный своим современникам как любитель азартных игр,
и в частности, игры в кости), заинтересовался математическими
возможностями прогнозирования удачных ставок. Он заметил,
что при бросании трех игральных костей комбинация, дающая в
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сумме 11 очков, появляется чаще, чем 12, хотя вероятность по-
явления обеих сумм казалась ему одинаковой, поскольку и ту,
и другую комбинации можно получить одним и тем же числом
способов:

11 = 6 + 4 + 1 = 6 + 3 + 2 = 5 + 5 + 1 =
= 5 + 4 + 2 = 5 + 3 + 3 = 4 + 4 + 3;
12 = 6 + 5 + 1 = 6 + 4 + 2 = 6 + 3 + 3 = 5 + 5 + 2 =
= 5 + 4 + 3 = 4 + 4 + 4.

(∗)

Проведя длинную серию опытов и убедившись, что его мате-
матические рассуждения не согласуются с эмпирическими выво-
дами, де Мере шлет гневное послание своему современнику, зна-
менитому философу, математику и механику Б. Паскалю (1623–
1662), где обвинил науку и ученых в полной оторванности от
мира и бессмысленности научного труда.

Блез Паскаль решил эту загадку следующим образом. Он
предположил, что при бросании игральных костей комбинации
очков (a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a), где a, b, c —
фиксированные числа, следует считать разными и равновозмож-
ными, т.е. равновероятными следует считать (взаимоисключаю-
щие) исходы, описываемые упорядоченными тройками чисел, а
не исходы, описываемые просто тройками чисел, как это предпо-
лагалось в (*). Ясно, что если верно предположение Б. Паскаля,
то количество комбинаций выпавших очков на трех игральных
костях, определяемых тремя фиксированными числами, зависит
от количества неодинаковых цифр в этой тройке. Например, ком-
бинация из цифр 6,4,1 может выпасть 6 различными способами:
(6,4,1), (6,1,4), (1,4,6), (1,6,4), (4,1,6), (4,6,1); из набора цифр,
содержащих две одинаковые цифры — 3 способами, например:
(5,5,1), (5,1,5), (1,5,5); и наконец, набор, содержащий все оди-
наковые числа, например, (4,4,4), может выпасть только одним
способом. Теперь мы предоставим читателю возможность пере-
считать в (*) количество различных "равновозможных" исходов
для суммы 11 и для суммы 12. Результат, соответственно — 27 и
25, что и позволило Б. Паскалю объяснить парадокс де Мере.
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Из этой истории мы должны сделать два очень важных вы-
вода.

Первый: для одной задачи можно построить различные
"вероятностные модели" , и в каждой модели будут получены
неодинаковые ответы на один и тот же вопрос. При этом со-
вершенно необходимо ответить и на другой вопрос: какая из
этих "моделей“ справедлива (или справедливее) ? Этим и обу-
словлено то, что современные курсы теории вероятностей начи-
наются с построения "вероятностного пространства" или неко-
торой вероятностной модели, в рамках которой справедливы со-
ответствующие результаты исследования данной вероятностной
задачи.

Второй: случайные события и случайные процессы подчи-
нены неким объективным законам, которые удается наблюдать
только при достаточно большом количестве опытов. Эти зако-
ны такие же объективные, как закон всемирного тяготения или
закон сохранения энергии, массы, вещества и т.д..

Второй вывод, по-видимому, сделали многие ученые, волей
судьбы вынужденные заниматься задачами "о возможности".
Примерами таких задач являлись задачи о подсчете количества
исходов при бросании игральных костей, задачи о разделении
ставки между двумя игроками, если игра прерывалась до вы-
игрыша одним из игроков и др.. Так число различных исходов
при бросании трех игральных костей было впервые определено
в 965 году французским епископом В. Виболдом, но результа-
там опыта он придавал религиозную трактовку. Первое решение
задачи о разделении ставки между двумя игроками предложил
Лука Пачоли в 1494 году. Частные случаи правильного решения
этой задачи были предложены позже Дж. Кардано (1501–1575).
Следует упомянуть, что Дж. Кардано и Н. Тарталья были пра-
вильно решены многие задачи, связанные с бросанием играль-
ных костей и выпадением того или иного числа очков. Однако
верное решение задачи о разделении ставки игроков и описанно-
го выше парадокса де Мере было впервые найдено в 1654 году Б.
Паскалем (1623–1662) и П. Ферма (1601–1665) в ходе их знамени-
той переписки. Наиболее же полный анализ задачи был проведен
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Г. Галилеем (1564–1642) в работе "Рассуждения об игре в кости"
(опубликованная только в 1718 г.). Дальнейшее формирование
основ теории вероятностей, основных ее методов и теоретико-
вероятностных понятий осуществлялось при исследовании част-
ных задач и вопросов в практике статистики и страхования в
работах Э. Галлея (1656–1742 гг.), Х. Гюйгенса (1629–1695), Д.
Граунта (1620–1674), В. Петти (1623–1687).

Новый этап в истории теории вероятностей начался с иссле-
дований Я. Бернулли (1654–1705). Основополагающие открытия
в области теории вероятностей были изложены в работе "Искус-
ство предположений" (1713 г.), где он доказывает первую пре-
дельную теорему (закон больших чисел), которая в дальнейшем
послужит основой всех исследований о закономерностях появле-
ния случайных событий в массовых явлениях. Тем самым тео-
рия вероятностей получила важное практическое приложение и
стала отдельной научной дисциплиной. Название новой науки
впервые было предложено Паскалем, а в употребление вошло
в 1718 году в связи с изданием книги Муавра "Учение о слу-
чаях". Непосредственным развитием закона больших чисел Я.
Бернулли являются предельные теоремы, доказанные А. Муав-
ром (1667–1754). К основным заслугам А. Муавра в области тео-
рии вероятностей можно также отнести вывод нормального за-
кона распределения и разработку на основе азартных игр анали-
тического аппарата — теории возвратных последовательностей,
которая была продолжена Л. Эйлером, Ж. Лагранжем и П. Ла-
пласом.

"Классический" этап развития теории вероятностей заверша-
ется работами П.С. Лапласа (1749–1828). Были заново доказа-
ны предельные теоремы, получены важные результаты в теории
ошибок наблюдений, которые нашли широкие приложения в об-
работке результатов экспериментов. Но, справедливости ради,
надо отметить, что в естествознании по-прежнему господство-
вали теории, порождаемые исследованием дифференциальных
уравнений, а не вероятностные методы.

Классическая вероятность посвящена изучению множества
событий, которые можно представить как объединение некото-
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рого набора равновозможных и взаимоисключающих друг друга
событий. Основные законы классической теории были открыты
к середине XIX века, но оставался главный вопрос, имеет ли эта
наука практическое применение. То, что теория вероятностей—
математическая наука с огромными приложениями в физике, хи-
мии, генетике, биологии, социологии, медицине, экономике, ста-
ло ясно лишь в начале XX века, благодаря усилиям русских уче-
ных П.Л.Чебышева (1821–1894), А.А. Маркова (1856–1922), А.Н.
Колмогорова (1903–1987) и др.

П.Л. Чебышев ввел в рассмотрение случайную величину, до-
казал закон больших чисел в общей форме. А.А. Марков про-
должает работу своего учителя П.Л. Чебышева. Он восполнил
пробел в доказательстве основной предельной теоремы, тем са-
мым дал полное и строгое доказательство этой теоремы в общих
условиях, доказал предельные теоремы для последовательности
зависимых величин, что привело к схеме "испытаний, связан-
ных в цепь" (теория цепей Маркова). А.Н. Колмогоров постро-
ил систему аксиоматического обоснования теории вероятностей.
Аксиоматический подход позволил распространить методы рав-
новозможных на произвольные события и в ряде случаев объяс-
нить, каким образом можно получить разные ответы одной зада-
чи. Кроме того, А.Н. Колмогоровым введена аксиома непрерыв-
ности, позволившая рассматривать бесконечное (счетное) число
исходов.

Надо отметить, что некоторые теоремы теории вероятностей
весьма необычны по сравнению со всеми утверждениями дру-
гих математических дисциплин. Несколько иронизируя, можно
сказать, что теория вероятностей содержит утверждения, спра-
ведливые с некоторой вероятностью, в то время как другие мате-
матические дисциплины содержат утверждения, справедливые с
вероятностью либо 1, либо 0. Выступая в московском математи-
ческом обществе, известный американский математик Дж. Дуб
заметил в этой связи: "Всем специалистам по теории вероятно-
стей хорошо известно, что математика представляет собой часть
теории вероятностей" [11]. Далее читатель увидит, что с точки
зрения "закона больших чисел" эта шутка выглядит всего лишь
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"некоторым преувеличением".
Сегодня теория вероятностей продолжает бурно развивать-

ся, в ней появляются новые направления исследований, которые
представляют значительный общетеоретический и прикладной
интерес.

Основные объекты изучения теории вероятностей:
1) случайное событие и его вероятность;
2) случайная величина и функции распределения;
3) случайный процесс и его вероятностная характеристика.
В данном пособии рассматриваются эти три части, разумеет-

ся, лишь в рамках программы для технических специальностей
университетов и технологических вузов. При составлении учеб-
ного пособия использовались известные учебники "Курс теории
вероятностей"В.П. Чистякова [19], "Курс теории вероятностей и
математической статистики"Б.В. Севастьянова [16] и классиче-
ский учебник по теории вероятностей для математических спе-
циальностей университетов и педагогических институтов "Курс
теории вероятностей" Б.В. Гнеденко [4] . В настоящем пособии
используются δ-функционалы Дирака для задания плотности
случайных величин, заданных дискретно. В связи с тем, что тео-
рия функционалов не входит в программу многих технических
вузов, в приложении 2 дается краткое описание δ-функционалов
Дирака и производных от разрывных функций (типа функций
Хевисайда) на языке функционалов.

В заключении хотелось бы отметить, что сегодня вопрос изу-
чения случайностей предстает во всей ясности как завещание
целой эпохи. Его решение является и исходной точкой, и пер-
спективой — задачей для будущих поколений.



Глава 1

Случайные события и их
вероятности

§ 1. Пространство элементарных исходов

Определение 1.1. Пусть результатом некоторого экспе-
римента может быть одно из событий A1, A2, . . . , An, причем
в результате испытания одно из этих событий обязательно
произойдет (полная группа событий) и эти события не мо-
гут произойти вместе (несовместные). Тогда набор событий
{Aj}n

j=1 называется пространством элементарных событий и
обозначается Ω = {Aj}n

j=1.

Число n называется размерностью пространства элементар-
ных исходов.
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Примеры.
¦ 1) Единичное подбрасывание монеты. Возможные исходы

испытания — выпадение "орла" или выпадение "решки". Тогда
Ω = {O; R}. Размерность n = 2.

¦ 2) Подбрасывание игральной кости один раз. Возмож-
ные исходы испытания — количество выпавших очков. Ω =
{1; 2; 3; 4; 5; 6}. Размерность n = 6.

¦ 3) Информационная система кодирует сигнал с помощью
m-мерных векторов, координатами которых служат числа 0 и 1.
Рассматривая такой вектор как случайное событие, построить в
частных случаях m = 1, m = 2,m = 3 пространство элементар-
ных событий и в общем случае определить его размерность.

Решение. Пусть m = 1. Тогда Ω = {0; 1}. Размерность n = 2.
Пусть m = 2. Тогда Ω = {(0, 0); (0, 1); (1, 0); (1, 1)}. Размер-

ность n = 4.
Пусть m = 3. Тогда

Ω = {(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 0); (1, 0, 0); (1, 1, 0); (1, 0, 1); (0, 1, 1);

(1, 1, 1)} . Размерность n = 8.
Покажем, что в общем случае пространство элементарных

исходов состоит из 2m векторов (событий). Применим метод ма-
тематической индукции. Как мы уже убедились, наше предполо-
жение справедливо для m = 1, 2, 3. Предположим, что при m = k
пространство элементарных исходов состоит из 2k векторов (со-
бытий). В каждый из таких векторов добавим одну координа-
ту (в начало) и заполним эту координату сначала нулем (при
этом получим 2k векторов), а затем единицей (получим еще 2k

векторов). Нетрудно видеть, что таким образом мы перебрали
всевозможные комбинации (k + 1)-мерных векторов из нулей и
единиц. Их общее число 2k + 2k = 2k2 = 2k+1, что и доказывает
предположение об объеме пространства элементарных исходов.

¦ 4) Работа сервера электронной почты. Возможные ис-
ходы — количество сообщений (корреспонденций), поступив-
ших по электронной почте в течение определенного времени.
Практически количество вызовов ограничено, но удобнее счи-
тать эту случайную величину неограниченной. Тогда простран-
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ство элементарных исходов — бесконечная последовательность
{0, 1, 2, 3, . . .}. Заметим, что в этом случае часто в качестве про-
странства элементарных событий можно рассматривать множе-
ство ступенчатых функций времени, каждая из которых описы-
вает возможную реальную ситуацию следующим образом: она
постоянна между моментами поступления корреспонденций и со-
вершает единичный скачок в момент поступления одного вызо-
ва на e-mail. При этом мы наблюдаем и другие элементарные
события — время поступления сообщения, которое принимает
произвольное значение на соответствующем отрезке времени, и
поэтому весь этот отрезок принимается за пространство элемен-
тарных событий Ω = { [t0, t1] }.

¦ 5) Пусть информационная система кодирует стандартную
информацию следующим образом. Некоторый квадрат на плос-
кости с декартовыми координатами разбит на части прямыми
параллельными осям координат x = xj , y = yi, причем любой
точке в данном прямоугольнике соответствует одна единствен-
ная фраза или ключевое слово. Исход испытания — точка на
плоскости, где введена декартова система координат xOy. Про-
странством элементарных событий является бесконечное множе-
ство упорядоченных наборов (x,y): Ω = {(x, y) , x ∈ [a, b] , x 6=
xj , y ∈ [c, d] , y 6= yi}.

¦ 6) Работа годографа, фиксирующего движение частицы,
совершающей броуновское движение в определенном промежут-
ке времени. В этом случае пространство элементарных собы-
тий состоит из бесконечного (несчетного) множества негладких
вектор-функций Ω = {ξ = (x(t), y(t), z(t))}.

¦ 7) Полет самолета. Возможные исходы — траектории по-
лета самолета в заданном воздушном коридоре. Тогда простран-
ство элементарных событий — это множество гладких линий в
данном "коридоре" , которые описываются набором дифферен-
цируемых вектор-функций (x(t), y(t), z(t)).
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§ 2. Алгебра событий

В реальном испытании, кроме взаимоисключающих исходов,
составляющих пространство элементарных событий, можно ука-
зать другие события, каждое из которых оказывается некото-
рым подмножеством пространства элементарных событий. Это
приводит к возможности использования теории множеств для
введения алгебраических операций над событиями.

Пусть для некоторого испытания определено пространство
элементарных событий Ω. Любое подмножество из Ω будем на-
зывать событием. Элементарные события, составляющие про-
странство элементарных событий Ω, будем обозначать ω или ωi,
а события (объединение ω) будем обозначать большими латин-
скими буквами A, B, C и т.д..

Событие А влечет за собой событие В (A ⊂ B), если при
наступлении события А обязательно наступает и событие В.

Если событие А влечет за собой событие В, а событие В
влечет за собой событие А, то события А и В называются
эквивалентными или равными (А=В).

Суммой событий A+B (объединение событий A и B) назы-
вается событие, состоящее в том, что произошло или событие
A, или событие B (рис.1).

Рис.1

Произведением АВ (пересечение событий A и B) будем
называть событие, состоящее в том, что произошло и событие
A, и событие B (рис.2).
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Рис.2

Разностью A − B событий называется событие, заключа-
ющееся в том, что произошло событие A, но не произошло B
(рис.3). В частности, если события A и B не могут произойти
вместе (несовместны), то A − B = A.

Рис.3

Пространство элементарных исходов Ω будем называть до-
стоверным событием, а пустое множество Ø — невозмож-
ным событием.

Например, при бросании монеты вы приняли за пространство
элементарных исходов Ω ={”орел“, ”решка“}, тогда все события
типа ”монета не упала“, ”встала на ребро“, ”провалилась сквозь
землю“ и др. считаются невозможными.

Событие A = Ω − A называется противоположным собы-
тию A (читается "не A") (рис. 4).

События A и B называются несовместными, если

AB = Ø.
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Рис.4

События A1, A2, . . . , An называются попарно несовмест-
ными, если для любых i 6= j, где 1 ≤ i, j ≤ n, события Ai и Aj

несовместны.
Пусть Ω — произвольное пространство элементарных собы-

тий, а U — объединение некоторых подмножеств множества Ω.
Класс подмножеств U множества Ω называется алгеброй собы-
тий, если

1) Ω ∈ U ;
2) A ∈ U , ⇒ A ∈ U ;

3) A ∈ U , B ∈ U =⇒




AB ∈ U ,
A + B ∈ U ,
A − B ∈ U .

Из определения алгебры U вытекает, что Ø ∈ U , поскольку
Ø = A − A , ∀A ∈ U .

Простейшими примерами алгебр служат минимальная алгеб-
ра U = {Ω , Ø} и максимальная алгебра, которая включает в себя
множество всевозможных подмножеств, которые могут быть со-
ставлены из элементов множества Ω, включающего в качестве
одного из элементов само множество Ω.

¦ Пример 1. Пусть Ω = {x : −∞ < x < ∞} — число-
вая прямая. Рассмотрим систему подмножеств U0 на прямой из
сплошных промежутков типа интервалов, полуинтервалов и от-
резков. Это множество не является алгеброй, поскольку объеди-
нение множеств с "дыркой" на прямой (например, [ 0; 1 ]∪ [ 2; 4 ])
не принадлежит этой системе подмножеств. Дополним U0 всеми
конечными суммами множеств из U0. Полученная система мно-
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жеств U является алгеброй.
Часто приходится иметь дело с множеством Ω бесконечной

размерности. В этом случае вводится понятие σ-алгебры (боре-
левой алгебры).

Определение 2.1. Алгебра событий U называется σ-
алгеброй, если из того, что каждый элемент из последова-
тельности событий {AJ}∞j=1 принадлежит U , следует, что

∩∞
j=1Aj ∈ U , ∪∞

j=1Aj ∈ U .

¦ Пример 2. Множество всех рациональных чисел и множе-
ство всех действительных чисел — σ-алгебры.

Определение 2.2. Элементы σ-алгебры U, заданной на
множестве Ω, называются случайными событиями.

2.1. Равновозможные исходы. Классическое опреде-
ление вероятности

Пусть пространство элементарных исходов Ω = {ωi}n
i=1 со-

стоит из конечного числа n равновозможных исходов. И пусть U
это некоторая σ-алгебра.

Равновозможность элементарных событий позволит ввести
функцию вероятности 1 P на пространстве элементарных исхо-
дов по правилу P (ωi) = 1

n для произвольного i = 1, 2, . . . , n.
Тогда произвольное событие A ∈ U представляет собой некото-
рое подмножество множества Ω:

A = {Aik}m
k=1 =

m∑

k=1

ωik , m ≤ n .

1Термин "вероятность" впервые употребил Б. Паскаль в переписке с П.
Ферма. В своем письм, датированным 1654 годом, он писал: "Замечу сразу
же, что степень возможности (уверенности) события я назвал вероятностью.
В своей теории я исхожу из того основного предположения, что каждому
событию, наступление которого зависит от случая, можно поставить в со-
ответствие определенное число, заключенное между 0 и 1, в качестве его
вероятности. В дальнейшем я всюду буду пользоваться термином вероят-
ность для обозначения числа, обозначающего степень уверенности".



20 Глава 1

Поэтому вероятность P (A) события A равна отношению чис-
ла несовместных элементарных событий, составляющих событие
A, к общему числу элементарных событий в Ω.

Определение 2.1.1. Формула

P =
m

n
, (2.1.1)

где n — число возможных исходов, а m — число исходов, при
которых событие A произойдет (благоприятных исходов), на-
зывается классическим определением вероятности 2.

Докажем справедливость следующих свойств вероятности,
введенной по формуле (2.1.1.).

1. P (A) ≥ 0.
2. P (Ω) = 1.
3. Если события А и В несовместны, то P (A + B) = P (A) +

P (B).
4. P (A) = 1 − P (A).
5. P (®) = 0.
6. Если A ⊂ B, то P (A) ≤ P (B).
7. 0 ≤ P (A) ≤ 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
Свойство 1). Дробь m/n не может быть отрицательной.
Свойство 2). Так как событию Ω благоприятствуют все n воз-

можных результатов испытаний, то P (Ω) = n/n = 1.
Свойство 3). Пусть Ω = {ωi}n

i=1 , A = {ωik}s1
k=1 , B =

{ωjk
}s2

k=1, s1 6= s2 ≤ n. Тогда

P (A + B) =
s1 + s2

n
=

s1

n
+

s2

n
= P (A) + P (B).

2Классическое определение вероятности вошло в науку в результате ис-
следований многих ученых (Д. Кардано, Х. Гюйгенс, Я. Бернулли, П. Мон-
мор и др.). В течение долгих лет это понятие корректировалось и совер-
шенствовалось. Так согласно Я. Бернулли, вероятность есть "степень уве-
ренности и относится к достоверности как часть к целому". Определение
классической вероятности, используемое сегодня, точнее метод ее вычисле-
ния, дал П. Лаплас. Применяя современную аксиоматику А.Н. Колмогорова,
можно легко вывести классическую формулу вероятности. Действительно,
так как события ωi — несовместные (ωiω̇j = ∅ , i 6= j), то по A3, получаем:
P (A) = P

(∑m
k=1 ωik

)
=

∑m
k=1 P (ωik ) =

∑m
k=1

1
n

= m
n

.
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Свойство 4). Поскольку A + A = Ω, то по свойству 2: P (A +
A) = 1, так как A и A несовместны, то по свойству 3 имеем:
P (A + A) = P (A) + P (A).

Свойство 5). Действительно, P (Ω + ®) = 1 = P (Ω), а по-
скольку события Ω и ® несовместны, то P (Ω) + P (®) = P (Ω),⇒
P (®) = 0.

Свойство 6). Если A ⊂ B, то B = A + A ·B, тогда из свойств
3 и 1 получим:

P (B) = P (A + A · B) = P (A) + P (A · B) ≥ P (A).

Свойство 7). В самом деле, для любого события А имеют
место соотношения: Ø ⊂ A + Ø = A = A · Ω ⊂ Ω. По свойству 6
имеем: 0 = P (Ø) ≤ P (A) ≤ P (Ω) = 1.

¦ Пример 1 (теорема сложения). Пусть Ω =
{ωi}n

i=1 , A = {ωik}s1
k=1 , B = {ωjk

}s2
k=1 , AB =

{ωqk
}s3

k=1 , s1, s2, s3 ≤ n .

Доказать, что

P (A + B) = P (A) + P (B) − P (AB) .

Р е ш е н и е.

P (A+B) =
s1 + s2 − s3

n
=

s1

n
+

s2

n
− s3

n
= P (A)+P (B)−P (AB) .

Определение 2.1.2. Событие A, которое произошло при
условии, что произошло событие B называется условным со-
бытием и обозначается A/B (читается "A при условии B"). Ве-
роятность условного события называется условной вероятно-
стью и обозначается P (A/B) .

¦ Пример 2 (теорема умножения). Пусть
Ω = {ωi}n

i=1 , A = {ωik}s1
k=1 , B = {ωjk

}s2
k=1 , AB =

{ωqk
}s3

k=1 , s1, s2, s3 ≤ n .

Доказать, что

P (AB) = P (A) P (B/A) = P (B/A) P (A) .
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Р е ш е н и е.

P (A/B) =
s3

s2
=

s3/n

s2/n
=

P (AB)
P (B)

, =⇒ P (AB) = P (A/B) P (B) .

2.2. Применение элементов комбинаторики

При решении задач с равновозможным пространством эле-
ментарных событий необходимо создавать модели задач, позво-
ляющие каким-либо образом пересчитать возможные и благо-
приятствующие исходы. При этом оказывается очень полезным
знание формул комбинаторики, которые в ряде случаев позволят
формализовать решение задач.

Применение формул комбинаторики рассмотрим на соответ-
ствующих примерах.

1. Количество комбинаций элементов из различных
групп. Есть r групп элементов (произвольной природы: столы,
стулья, лошади и т.д.), в каждой из которых ni-элементов (т.е.
1 ≤ i ≤ r). Из каждой группы выбирается один элемент, и со-
ставляется комбинация a = (a1, a2, . . . , ar) так, что на i-ом месте
стоит элемент из i-ой группы. Создается множество таких комби-
наций. Равенство a = b означает, что ai = bi. Сколько различных
комбинаций в этом множестве?

Ответ: N = n1n2 . . . nr .
Ответ получается методом математической индукции: при

r = 2 утверждение справедливо (расположить элементы на ор-
тогональных прямых в целочисленных координатах и провести
прямые, параллельные соответствующей оси, количество пересе-
чений — n1n2), предположим справедливость утверждения для
(r − 1)-ой групп, добавляем r-ую группу и рассматриваем толь-
ко две группы, в первой из которых элементов n1 . . . nr−1, а во
второй — nr элементов, и применяем уже проверенную формулу
для вычисления количества комбинаций для двух групп.

В частности, если в каждой из этих групп количество эле-
ментов одинаково, то N = nr.

¦ Пример 1. Бросаются три игральные кости. Определить
вероятность максимального количества суммарных очков.
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Мы должны учесть парадокс де Мере, т.е. потребовать, что-
бы пространство элементарных исходов Ω состояло из упорядо-
ченных троек (a, b, c,), где каждое число может принять любое
значение от 1 до 6. Ясно, что объем этого пространства элемен-
тарных исходов равен числу N = 63 = 216. Событие A — выпало
18 очков, т.е. комбинация (6,6,6). Считая все элементы простран-
ства Ω равновозможными, получим p(A) = 1

216 .
2. Выбор с возвращением и без. Пусть имеется груп-

па из n элементов. Случайно вынимается один элемент, фик-
сируется, возвращается в группу, перемешивается, снова доста-
ется один элемент, фиксируется и т.д. r раз. Такая ситуация
называется "выбор с возвращением". Получаем наборы типа
a = (a1, a2, . . . , ar). Два таких набора считаются разными, если
хотя бы на одном месте стоят разные элементы. Сколько разных
наборов можно составить таким выбором (с возвращением)?

Ответ: N = nr.

Ответ получается из первой задачи, поскольку эту задачу
можно интерпретировать так: имеется r групп, в каждой из ко-
торых n элементов.

Теперь рассмотрим "выбор без возвращения". Количество
всевозможных исходов в этом случае называется "числом раз-
мещений" .

Пусть имеется группа из n элементов. Случайно вынимает-
ся один элемент, фиксируется, не возвращается в группу, снова
достается один элемент, фиксируется, не возвращается в группу
и т.д. r раз. Затем процесс повторяется. В результате получаем
наборы типа a = (a1, a2, . . . , ar). Два таких набора считаются
разными, если хотя бы на одном месте стоят различные элемен-
ты. Сколько разных наборов можно составить таким выбором
(без возвращения)?

Ответ: Ar
n = n(n − 1)(n − 2) . . . (n − r + 1).

Получается из задачи 1 ( количество комбинаций элементов
из различных групп) следующей интерпретацией: в первой груп-
пе n элементов, во второй — (n− 1) элементов, в третьей (n− 2)
элементов и т.д., в r-ой группе — (n − (r − 1)) элементов.

Число Ar
n называется числом размещений из n элементов



24 Глава 1

по r.
В частности при r = n получаем число An

n = Pn = n!, которое
называется числом перестановок из n элементов.

¦ Пример 2. Пусть r студентов случайным образом расса-
живаются по n вагонам электрички, r ≤ n. Предположим, что
каждый из студентов выбирает свой вагон случайно и попадает
в любой из вагонов равновероятно. Какова вероятность, что все
они попадут в разные вагоны?

Пространство элементарных исходов создадим из событий:
k-ый студент попал в i-ый вагон. Число таких событий
N = nr —выбор (вагона) без возвращения, поскольку сту-

денты могут попасть и в один вагон. Однако число комбинаций,
при которых удовлетворяется требование задачи, это выбор без
возвращения: если первый студент попал в k-ый вагон, то вто-
рой выбирает среди n−1 оставшихся вагонов, а третий выбирает
среди n−2 оставшихся и т.д.. По классической формуле искомая
вероятность

p =
nr

n(n − 1) . . . (n − r + 1)
.

3. Число сочетаний. Поставим вопрос: каким числом спо-
собов можно сочетать m элементов, выбираемых из данных раз-
личных n (m ≤ n) элементов. Методом математической индук-
ции доказывается формула

Cm
n =

n!
m!(n − m)!

,

определяющая число всевозможных сочетаний из n элементов
по m. Эти числа хорошо известны, т.к. представляют собой ко-
эффициенты бинома Ньютона. Отметим следующее, часто необ-
ходимое при вычислениях свойство:

Cm
n = Cn−m

n .

Более общим является случай, когда совокупность из n эле-
ментов разбивается на фиксированное число k групп, причем
фиксировано и число элементов в каждой группе, скажем, в
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каждой группе с номером i содержится ровно ni элементов. В
остальном элементы группируются произвольно. В этом слу-
чае число различных сочетаний из n элементов по n1, n2, . . . nr,
n = n1 + n2 + . . . + nr есть число

N =
n!

n1! n2! . . . nk!
,

называющееся числом перестановок с повторяющимися элемен-
тами.

¦ Пример 3. В ящике содержится 10 одинаковых деталей,
помеченных номерами от 1 до 10. Наудачу извлечены 6 деталей.
Найти вероятность того, что среди отобранных окажутся: a) де-
таль 1; b) деталь 1, деталь 2.

Р е ш е н и е.
a) Пространство элементарных событий Ω составим из все-

возможных наборов из 6 деталей, т.е. 6 из 10. Объем этого про-
странства равен числу сочетаний из 10 по 6, т.е. C6

10. За алгебру в
этом примере достаточно взять множество подмножеств из 6 эле-
ментов, добавив пустое и само множество из 10 деталей. Собы-
тия ω ∈ Ω естественно считать равновероятными. Тогда остается
посчитать количество элементарных исходов, при котором про-
изойдет интересующее нас событие: среди отобранных 6 деталей
есть деталь 1. Но тогда остальные пять деталей в этой группе
имеют другие номера. Число таких исходов равно числу сочета-
ний из оставшихся 9 деталей (кроме детали 1) по 5, т.е. числу
C5

9 . Искомая вероятность определяется теперь по классическому
определению вероятности

p =
m

n
=

C5
9

C6
10

= 0, 6 .

b) Пространство элементарных исходов то же, что и в преды-
дущей задаче: C6

10. Число благоприятных исходов (среди ото-
бранных есть две фиксированные детали 1 и деталь 2, и, сле-
довательно, оставшиеся 4 детали могут иметь любые другие но-
мера) равно числу сочетаний из 8 по 4, т.е. числу C4

8 . Искомая
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вероятность

P =
m

n
=

C4
8

C6
10

=
1
3

.

¦ Пример 4. В партии из N деталей имеется n стандартных.
Наудачу отобраны m деталей. Найти вероятность того, что среди
отобранных ровно k стандартных.

Р е ш е н и е.
Пространство элементарных исходов Ω создадим из всевоз-

можных наборов по m деталей в каждом из общего множества N
деталей. Все эти события будем считать равновероятными. Объ-
ем этого пространства равен числу сочетаний из N по m, т.е.
числу Cm

N . Остается посчитать число благоприятных исходов.
Среди n стандартных деталей выбрать ровно k деталей мож-
но Ck

n способами; при этом остальные m − k деталей должны
быть нестандартными. Взять m− k нестандартных деталей сре-
ди N−n нестандартных можно Cm−k

N−n способами. Следовательно,
число благоприятных исходов равно Cm−k

N−n Ck
n. Исходная вероят-

ность, согласно формуле классической вероятности, равна:

P =
Cm−k

N−n Ck
n

Cm
N

.

2.3. Геометрическая вероятность

Предположим, что случайно выбирается точка на отрез-
ке [a, b]. Поставим задачу об определении вероятности попада-
ния в точку x0 ∈ [a, b]. Если исходить из равновозможности
выбора произвольной точки и классической формулы вероят-
ности для равновозможных исходов, то мы должны положить
p(x0) = 1

∞ = 0. Тот же результат получим, если исходить из ак-
сиомы непрерывности A4: если ωi — событие, заключающееся в
том, что случайно выбранная точка попала в ωi-ый интервал, а
ωi — набор окрестностей точки x0, стягивающихся в точку x0,
то limi→∞ p(ωi) = 0, согласно аксиоме A4 (подробнее об аксиоме
непрерывности в п.3).
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Но если вероятность события равна нулю, то само событие
"невозможное" , т.е. никакая точка не может быть выбрана, что
по условию задачи тоже невозможно. Мы пришли к так называ-
емому "парадоксу непрерывности".

Мы должны сделать вывод о том, что классическое определе-
ние вероятности нельзя применить к опыту с бесконечным чис-
лом равновозможных исходов, т.к. вероятность каждого события
равна нулю по классической формуле и любой элементарный ис-
ход невозможен. Но на самом деле какое-то событие из простран-
ства элементарных исходов обязательно произойдет.

Выход из парадокса непрерывности следующий. Вместо веро-
ятности "попадания в точку" вводится вероятность "попадания
в область ω , содержащую точку" , и "относительная величи-
на области" приравнена вероятности попадания в любую точку
этой области f(x0) = µ(ω)

µ(Ω) , где µ(ω), µ(Ω) — мера (длина, пло-
щадь, объем, время и др.) области ω и Ω соответственно.

Такая ситуация возникает, когда пространство элементарных
исходов представляет собой непрерывное множество (прямая или
ее часть, плоская или пространственная область).

Когда объем пространства элементарных исходов состоит
из неограниченного числа событий, вероятностное пространство
строится на основе σ-алгебры. Пусть в пространстве Ω введе-
на мера µ (длина, площадь, объем, время и др.) и µ(Ω) < ∞.
Функция вероятности на элементах алгебры может быть введе-
на следующим образом:

P (A) =
µ(A)
µ(Ω)

. (2.3.1)

Определение 2.3.1. Вероятность, вычисляемая как отно-
шение мер по формуле (2.3.1), называется геометрической ве-
роятностью.

Необходимо отметить, что в качестве алгебры уже нель-
зя брать максимальную, т.е. множество всевозможных подмно-
жеств множества Ω, поскольку в алгебру не могут войти множе-
ства, не имеющие меры множества Ω. Например, кусок прямой
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на плоскости имеет меру равную длине этой прямой, но эта же
мера равна нулю с точки зрения площади.

¦ Пример 1 (задача Бюффона.)3 На плоскость, расчер-
ченную параллельными прямыми, находящимися на расстоянии
a друг от друга, случайно брошена игла длины l < a. Найти
вероятность пересечения иглы с какой-нибудь из параллельных
прямых.

Р е ш е н и е.

Пусть событие А — пересечение иглы с какой -нибудь

Рис.5

из параллельных прямых.
Введем прямоугольную
систему координат xOy,
и пусть x — угол меж-
ду иглой и параллель-
ной прямой, y — рассто-
яние от середины иглы
до ближайшей прямой.
За пространство эле-
ментарных событий Ω
примем прямоугольник

Ω = {(x, y) : 0 < x < π, 0 < y < a/2}, µ(Ω) = π · a
2 . Интересующее

событие А имеет вид: A = {(x, y) : 0 < y < l/2 · sin x, 0 < x < π},
µ(A) =

∫ π
0

l
2 · sin x dx (рис.5).

3Обычно считают, что именно работы французского естествоиспытателя
Ж. Бюффона (1707–1788), в которых он сформулировал задачу о броса-
нии иглы на разграфленную плоскость и предложил ее решение, явились
основополагающими в формировании геометрического определения вероят-
ности. Первая его публикация на эту тему относится к 1733 г., когда он
сделал доклад в Парижской академии наук под названием "Мемуар об игре
франк-карро". Текст второй задачи Бюффона приведен в примере 3.3.1. По-
сле Бюффона задачи на геометрические вероятности систематически вклю-
чались в работы по теории вероятностей. Это исследования П. Лапласа,
В.Я. Буняковского, Г. Ламе, Д. Сильвестра, М. Крофтона, Ж. Бертрана
и других. Более того, из опыта с "бюффоновой иглой" экспериментально
подсчитано число π.
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Искомая вероятность равна

P =
µ(A)
µ(Ω)

=
l

π a

∫ π

0
sin x dx =

2 l

π a
.

¦ Пример 2. Сигналы от двух независимо работающих
анализаторов поступают в сигнализатор в любой момент вре-
мени в течение времени T. Если разность между поступле-
ниями этих двух сигналов меньше, чем t, срабатывает сиг-
нализатор. Найти вероятность срабатывания сигнализатора,

Рис.6

если известно, что каждый из анали-
заторов послал сигнал в течение вре-
мени T.

Р е ш е н и е.
Введем прямоугольную систему

координат xOy и по оси Ox будем
откладывать время поступления пер-
вого сигнала, а по оси Oy — время
поступления второго сигнала. Преду-
преждение сработает при выполнении неравенства

|x − y| < t.

За пространство элементарных событий Ω примем квадрат Ω =
{(x, y) : 0 < x < T, 0 < y < T}. Множество точек срабатывания
предупреждающего устройства: B = {(x, y) : −t < x − y < t}
(рис.6).

Искомая вероятность равна

P =
µ(B)
µ(Ω)

=
T 2 − (T − t)2

T 2
=

2Tt − t2

T 2
=

t(2T − t)
T 2

.

2.4. Статистическая вероятность

Классическое определение вероятности в задачах
естественно-научного и технического характера наталкива-
ется на принципиальные трудности. Очевидно, что не любое
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событие обладает симметрией, позволяющей сделать заключе-
ние о "равновозможности" , и совсем не обязательна конечность
пространства элементарных исходов.

Представьте себе бесконечный конвеер, по которому движут-
ся детали, среди которых есть бракованные. Как можно опреде-
лить вероятность появления бракованной детали, если пересчет
всех деталей невозможен, а о равновероятных исходах не может
быть и речи. В такой ситуации можно лишь сделать "случай-
ную выборку" деталей с конвеера, пересчитать в ней количество
бракованных и найти отношение этого количества к объему вы-
борки. Мы здесь следуем обычным канонам теории вероятности.
Но можно ли считать полученное число вероятностью? Конечно
— нет. Полученное число можно назвать "частотой" появления
бракованного изделия именно в этой выборке. Возникает вопрос
— это число (частота) характеризует происходящее на конвеере
или оно такое же случайное как и весь процесс поиска частоты?
Ведь выборка — случайная, количество бракованных деталей —
случайное и пр..

Здравый смысл подсказывает, что надо произвести серию
таких испытаний, если в результате "частота" окажется "ста-
бильной" (в некотором смысле), то можно считать "частоту" ре-
альной характеристикой процесса и оперировать этой цифрой в
сводках, отчетах и научных исследованиях. Но это лишь здра-
вый смысл и интуиция.

Практическую проверку "частоты" можно установить на са-
мом простом опыте — подбрасывании монеты. Вероятность по-
явления "орла" , "решки" — 1

2 . Проведите теперь серию подбра-
сываний с последующим определением частоты в каждой серии.
Очень принципиальный вопрос — будет ли частота приближать-
ся к числу — 1

2? Если нет, то исследование и других процессов на
основе "частоты" — пустая забава, если да, то в "частоте" зало-
жен смысл "вероятности" , и следовательно, эта характеристика
существенна. На проверку уйдет много времени, а справедливым
окажется второй ответ 4.

4Кто и когда впервые проделал опыт с подбрасыванием монеты не из-
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Свойство устойчивости частот, многократно проверенное экс-
периментально, есть одно из наиболее характерных закономер-
ностей, наблюдаемых в случайных явлениях. Математическую
формулировку этой закономерности впервые дал Я. Бернулли
в теореме, представляющей простейшую форму закона больших
чисел. Бернулли доказал, что при неограниченном увеличении
числа независимых испытаний с практической достоверностью
можно утверждать, что частота события будет сколь угодно ма-
ло отличаться от его вероятности в отдельном испытании. Вы-
воды английских ученых Д. Граунта и В. Петти относительно
устойчивости частот некоторых событий, в частности госпиталь-
ной смертности для Лондона и Парижа, подготовили почву к
открытию теоремы, названной позже "Законом больших чисел".

Теперь приведем соответствующее определение.
Пусть эксперимент повторяется n раз. Обозначим через ωk

– исход в k-ом эксперименте, n-кратное повторение эксперимен-
та означает, что определена последовательность {ω1, ω2, . . . , ωn}.
Эту последовательность мы и примем за пространство элемен-
тарных исходов Ωn. Обозначим через µ - число появления собы-
тия A в n испытаниях. Тогда νn = µ/n – называется относи-
тельной частотой события А.

Определение 2.4.1. Если произведена серия из n испыта-
ний, в каждом из которых могло появиться или не появиться
событие A, то относительной частотой события A в данной
серии испытаний называется отношение числа испытаний µ ,
в которых появилось событие A , к общему числу всех произве-
денных испытаний:

νn = µ/n

Определение 2.4.2. Под статистической вероятностью
события понимают относительную частоту события A при

вестно. Но истории известны результаты испытаний некоторых ученых. Ж.
Бюффон (1707–1788) 4040 раз подбрасывал монету, "герб" выпал 2048 раз.
К. Пирсон (1857–1936) подбросил ее 24000 раз, "герб" выпал 12012 раз.
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большом числе испытаний n:

P (A) = lim
n→∞ νn.

Таким образом, на статистическую вероятность можно смот-
реть как на вероятность в n исходах, поэтому на это определение
переносятся основные свойства вероятности ( с равновозможны-
ми исходами):

1. P (Ω) = 1;
2. P (Ø) = 0;
3. Еcли C = A1 +A2 + · · ·+An , где A1, A2, · · · , An – несов-

местны, то P (C) = P (A1) + P (A2) + · · · + P (An).

§ 3. Аксиоматика теории вероятностей

В пункте 2.1 при рассмотрении пространств элементарных
равновозможных исходов Ω были получены семь свойств клас-
сического определения вероятности. Интерес вызывает вопрос о
том, какие из этих свойств можно доказать для произвольного (в
том числе с бесконечным объемом) пространства элементарных
исходов, какие свойства следует считать аксиомами.

Аксиоматическое построение теории вероятностей5 берет на-
чало от анализа классического, геометрического и статистиче-
ского определений и призвано преодолеть недостатки каждого
из них.

5Впервые аксиоматический подход, основанный на качественном сравне-
нии случайных событий по их меньшей или большей вероятности, был пред-
ложен в 1917 году С.Н. Бернштейном (1880-1968 гг.). Все основные положе-
ния теории вероятностей выводились им дедуктивным путем из основных
трех аксиом — аксиомы сравнения вероятностей, аксиомы о несовместимых
событиях и аксиомы о совмещении событий. В 1933 году вышла книга А.Н.
Колмогорова "Основные понятия теории вероятностей в которой была пред-
ложена аксиоматика, получившая всеобщее признание и позволившая охва-
тить не только все классические разделы теории вероятностей, но и дать
строгую основу для развития новых разделов.
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Определение 3.1. Пусть Ω — пространство элементар-
ных исходов, U — какая-либо алгебра, построенная из подмно-
жеств (событий) множества Ω. Вероятностью будем назы-
вать функцию P = P (A), определенную на элементах алгебры
A ∈ U , для которой выполнены следующие аксиомы теории ве-
роятностей:

A1. P (A) ≥ 0 ∀A ∈ U (неотрицательность Р);
A2. P (Ω) = 1 (нормированность Р);
A3. AB = Ø , =⇒ P (A + B) = P (A) + P (B) (аддитив-

ность Р);
A4. Для любой последовательности Aj ∈ U , j = 1, 2, . . .

включающих друг друга событий A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . ⊃ An ⊃
. . . , для которых

∞⋂

n=1

An = Ø

выполняется равенство

lim
n→∞ P (An) = 0 .

Из аксиом выведем некоторые важные свойства.
Свойство 1). P (A) = 1 − P (A).

Следует из A3 и A2, поскольку A + A = Ω, A · A = Ø.

Свойство 2). Если Ai · Aj = Ø, ∀i 6= j, то имеет место
счетная аддитивность:

P (
n∑

k=1

Ak) =
n∑

k=1

P (Ak).

Следует из А3, например, для трех слагаемых

P (A1 +A2 +A3) = P (A1)+P (A2 +A3) = P (A1)+P (A2)+P (A3).

Свойство 3). P (Ø) = 0.
Следует из А2 и свойства 1.
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Свойство 4). Если A ⊂ B, то P (B − A) = P (B) − P (A).
Для доказательства представим событие B в виде B=A+(B \A).
Т.к. A ∩ (B − A) = Ø, то по A3: P (B) = P (A) + P (B − A).

Свойство 5). Если A ⊂ B, то P (A) ≤ P (B).
Следует из свойства 4 и A1

Свойство 6). 0 ≤ P (A) ≤ 1.
С очевидностью вытекает из свойства 5.

Свойство 7). P (A + B) = P (A) + P (B) − P (AB).
Для доказательства представим события A и A+B в виде суммы
непересекающихся событий:

A = A B+AB , A B∩AB = Ø A3=⇒ P (A) = P (AB)+P (AB) .

A+B = A B+B , A B∩B = Ø A3=⇒ P (A+B) = P (AB)+P (B) .

Из первого получаем:

P (A B) = P (A) − P (AB)

и, подставляя во второе, находим требуемое.
Свойство 8). Для любых событий A1, A2, . . . , An алгебры U

выполняется неравенство

P (
n∑

k=1

Ak) ≤
n∑

k=1

P (Ak).

Следует из свойства 7, так как P (A·B) ≥ 0, то P (A+B) ≤ P (A)+
P (B). Индукцией индексу суммирования выводим требуемое.

Замечание 1. Свойство 7 носит название "теоремы сложе-
ния" для произвольных событий A и B (ср. с примером 1 пункта
2.1).

Замечание 2. Аксиома 4 позволяет интерпретировать себя
так: достаточно "мелкому" событию отвечает достаточно малая
вероятность. Поэтому эта аксиома называется "аксиомой непре-
рывности".

Отметим также следующее. A4 рассматривается только на
элементах алгебры, построенной на основе пространства элемен-
тарных событий Ω с бесконечным объемом (иногда говорят — с
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бесконечной размерностью) n = ∞, и может быть заменена на
расширенную аксиому сложения: если события An в после-
довательности A1, A2, . . . попарно несовместны, то

P (
∞∑

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

Это вытекает из следующей теоремы.
Теорема 3.1. Расширенная аксиома сложения равносильна

аксиоме непрерывности.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. Из расширенной аксиомы сложения следует аксиома непре-

рывности. Действительно, пусть A1, A2, . . . , An, . . . таковы, что
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . при ∀n ≥ 1 и

⋂∞
n=1 An = ®. Очевидно,

что An =
∑∞

k=n Ak · Ak+1 +
⋂∞

k=n Ak. Так как события, стоящие
в сумме, попарно несовместны, то по расширенной аксиоме сло-
жения

P (An) =
∞∑

k=n

P (Ak · Ak+1) + P (
∞⋂

k=n

Ak).

Последнее слагаемое равно нулю по условию, следовательно

P (An) =
∞∑

k=n

P (Ak · Ak+1),

то есть P (An) есть остаток сходящегося ряда
∞∑

k=1

P (Ak · Ak+1) = P (A1),

поэтому
lim

n→∞P (An) = 0.

2. Из аксиомы непрерывности следует аксиома сложения.
Пусть A1, A2, . . . , An, . . . попарно несовместны и A = A1 +
A2 + . . . + An + · · · . Положим

Bn =
∞∑

k=n

Ak ,
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тогда Bn+1 ⊂ Bn. Если событие Bn наступило, то наступило
какое-нибудь из событий Ai (i ≥ n) и, значит, в силу попар-
ной несовместности событий Ak, события Ai+1, Ai+2, . . . не насту-
пили. Таким образом, события Bi+1, Bi+2, . . . — невозможны, и
следовательно, невозможно событие

⋂∞
k=n Bk. По аксиоме непре-

рывности
lim

n→∞P (Bn) = 0.

Так как A = A1+A2+. . .+An+Bn+1, то по аксиоме аддитивности

P (A) = P (A1)+P (A2)+· · ·+P (An)+P (Bn+1) = lim
n→∞

n∑

k=1

P (Ak) =

=
∞∑

k=1

P (Ak).

Доказательство закончено.
Обратите внимание, что числовая функция вероятности

при аксиоматическом подходе вводится, вообще говоря, произ-
вольно. Исследователь, занимающийся решением практической
задачи, должен отдавать себе отчет в том, что:

1) для одного и того же опыта можно построить разные про-
странства элементарных событий Ω;

2) на пространстве элементарных событий можно построить
разные алгебры;

3) числовая функция вероятности P (A) на элементах одной
и той же алгебры U может быть введена различными способами.

Сделав эти три выбора, т.е. определив тройку (Ω,U , P ), вы
построите "вероятностное пространство" испытания или , как
часто говорят, "вероятностную модель". Насколько удачно вве-
дено вероятностное пространство, нужно судить по согласован-
ности теоретических выводов с данными статистического опыта.

Приведем соответствующие примеры.
¦ 1) В "монетку" играют три человека. Бросаются две мо-

неты, первый выигрывает если выпало два "орла" , второй — две
"решки" , третий — монеты упали разными сторонами. Предпо-
ложение, что монеты могут упасть разными или одинаковыми
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сторонами, приводит к пространству элементарных исходов6

Ω = {(O,R); (O, O); ((R, R)} .

Если считать эти события равновозможными, то вероятность
каждого из элементарных исходов следует считать равной 1/3.

Однако, зафиксировав каким-либо образом монеты, мы мо-
жем описать пространство элементарных исходов четырьмя ис-
ходами

Ω = {(O,R); (R, O); (O, O); ((R, R)} .

Если посчитать эти события равновероятными, то вероятность
выигрыша первым игроком 1/2, а не 1/3, как это было в первом
предположении. Какая из этих вероятностных моделей игры бо-
лее "справедливая" , может указать опыт, который читатель мо-
жет сделать самостоятельно (потратив на это немало времени),
а также может обратиться к исследованиям Паскаля парадокса
де Мере, приведенным во введении.

Подбор нужной вероятностной модели осуществляется с по-
мощью соответствующего эксперимента. В рассмотренном выше
примере по сути мы должны выяснить, ведут ли себя монеты
как одинаковые (модель Ω1) или как разные (модель Ω2, где па-
ры упорядочены).

¦ 2) Ω = {0; 1} ,U1 = {(Ω; (0, 1)} ,U2 = {(Ω); (0); (1); (0, 1).
Предполагается, что элементы (0,1) и (1,0) совпадают.

¦ 3) Ω = {A1, . . . , An} . Вероятность вводится с помощью
произвольного набора неотрицательных чисел pj (pj ≤ 1), удо-

влетворяющих условию
n∑

j=1
pj = 1. Ясно, что таких наборов —

6Подобную ошибку в подсчете вероятностей при игре в орлянку допустил
французский математик и философ Ж.Л. Даламбер (1717–1783) в статье
"Герб и решка"(1754), которая стала печально знаменитой. Но это была не
единственная ошибка в исследованиях ученого. Много неточностей было до-
пущено в приложениях теории вероятностей к статистике народонаселения,
в рассуждениях о "физической" и "математической" вероятностях и др..
Причиной тому служило по-видимому общее критическое отношение Ж.Л.
Даламбера к теории вероятностей.
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бесчисленное множество. Если события Aj равновозможны, то
естественно считать P (Aj) = 1/n.

§ 4. Условные вероятности. Независимость

4.1. Условная вероятность и теоремы умножения

При решении задач о нахождении вероятности часто прихо-
дится сталкиваться с ситуацией, когда кроме исходных данных о
событии появляется информация о событиях, которые уже про-
изошли, и тогда происходит изменение вероятностного простран-
ства. Например, если студент знает 10 из 21 вопроса программы,
то пространство элементарных исходов состоит из 21 вопроса,
алгебра предполагается минимальной U = (Ω,Ø) (т.е. студенту
зададут только один вопрос )7, вероятность "счастливого" во-
проса — 10

21 . Но представьте себе, что два вопроса уже заданы и
оба из счастливой десятки. Пространство элементарных исходов
автоматически сужается до 19 вопросов, а вероятность счаст-
ливого вопроса уже — 8

19 . Этот пример приводит нас к необхо-
димости рассматривать события безусловные — известно только
вероятностное пространство (Ω,U , P ) и условные — есть допол-
нительная информация, позволяющая сузить пространство эле-
ментарных исходов, что изменит и вероятностное пространство.
Соответственно появляются термины безусловная вероятность
и условная вероятность.

Условные вероятности обозначаются P (A/B) — вероятность
события A при условии, что произошло событие B. Пример на-
хождения условной вероятности для вероятностного простран-
ства (Ω,U , P ) с равновозможными элементарными исходами ωi ∈
Ω и вероятностью P (ωi) = 1/n не представляет труда и опреде-

7Конечно, в действительности студенту могут задать не один вопрос и да-
же "прочитать мораль". Но в рамках данного вероятностного пространства
— это все пустое множество Ø.
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ляется по формуле (см. пункт (2.1), пример 2):

P (A/B) =
P (AB)
P (B).

Аналогичная формула получается для вероятностного про-
странства с геометрической вероятностью:

P (A/B) =
µ(AB)
µ(B)

=
µ(AB)/µ(Ω)
µ(B)/µ(Ω)

=
P (AB)
P (B)

.

Здесь нужно обратить внимание на следующий факт: вероят-
ности в полученных равенствах взяты из первоначального веро-
ятностного пространства (Ω,U , P ), что делает формулы удобны-
ми не только для практического применения. Это дает основание
для введения следующего определения условной вероятности в
произвольном вероятностном пространстве.

Определение 4.1.1. Пусть (Ω,U , P ) — произвольное ве-
роятностное пространство. Если A,B ∈ U , P (B) > 0, то
условная вероятность события A при условии, что произошло
событие B, определяется формулой

P (A/B) =
P (AB)
P (B)

. (4.1.1)

В правой части равенства (4.1.1.) символ P понимается как
вероятность в рассматриваемом вероятностном пространстве, а
слева, как вероятность в новом вероятностном пространстве,
определенном условием, что событие B произошло.

Разумеется, при этом функция вероятности, определенная на
условных событиях A/B по формуле (4.1.1), должна удовлетво-
рять аксиомам теории вероятности A1 − A4. Проверьте это са-
мостоятельно, зафиксировав некоторое событие B с P (B) > 0.

Из определения (4.1.1) с очевидностью вытекает
Теорема умножения 1.

P (AB) =
{

P (A) P (B/A)
P (B) P (A/B)

(4.1.2)
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Общий вариант этой теоремы.
Теорема умножения 2.

P (
n∏

i=1

Ai) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . . P (An/A1A2 . . . An−1) .

(4.1.3)
Доказательство. При n = 2 равенство (4.1.2) вытекает

непосредственно из (4.1.1). Далее по индукции. Предположим,
что (4.1.3) справедливо для n − 1 сомножителей:

P (
n−1∏

i=1

Ai) = P (A1)P (A2/A1) . . . P (An−1/A1A2 . . . An−2) . (4.1.4)

Тогда n сомножителей A1 . . . An рассмотрим как произведе-
ние двух событий: An и A1A2 . . . An−1, к которым применима
формула (4.1.2) для двух событий:

P (
n∏

i=1

Ai) = P (
n−1∏

i=1

Ai) P (An/A1 . . . An−1) .

Подстановка в это выражение (4.1.4) и даст формулу (4.1.3).
Доказательство закончено8.

4.2. Независимость событий

Определение 4.2.1. События А и В называются незави-
симыми, если

P (AB) = P (A)P (B).

¦ Пример 1. Опыт состоит в двукратном подбрасывании
монеты. Пусть событие А означает выпадение "орла" в первом

8Теорема умножения событий имела достаточно длинную историю. Мно-
гие ученые, в том числе Я. Бернулли, П.Р. Монмор и другие, рассматривали
ее на частных примерах при подсчете числа шансов, благоприятствующих
наступлению двух и более событий. Впервые формулировку теоремы умно-
жения и введение условной вероятности удалось осуществить английскому
математику А. Муавру в 1718 году в первом издании "Доктрины шансов"
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подбрасывании, событие В — выпадение "решки" во втором под-
брасывании. Зависимы ли события А и В?

Р е ш е н и е. Пространство элементарных событий имеет
вид: Ω = {OO, OR, RO, RR}.

P (A) =
1
2
, P (B) =

1
2
, P (AB) =

1
4
.

Так как P (AB) = P (A)P (B), то события А и В независимы.
Отметим некоторые свойства независимых событий:
1. Пусть P (B) > 0, то события А и В независимы тогда

и только тогда, когда

P (A/B) = P (A).

Если P (A) > 0, то события А и В независимы тогда и только
тогда, когда

P (B/A) = P (B).

2. Два события, одно из которых является невозможным
событием, независимы.

3. Если события А и В независимы, то независимы собы-
тия А и B, A и B, A и B.

Доказательство.
Свойство 1 с очевидностью вытекает из определения услов-

ной вероятности. Таким образом, понятие независимости собы-
тий А и В симметрично.

Свойство 2 очевидно. Например, пусть

A = ®,⇒ A · B = ®,⇒ P (AB) = 0.

С другой стороны

P (A) · P (B) = 0 · P (B) = 0.

А значит, P (AB) = P (A) · P (B), т.е. А и В независимы.
Для доказательства свойства 3 представим событие А в виде

A = (AB)+(AB). События AB и AB несовместны, следователь-
но, по третьей аксиоме P (A) = P (AB) + P (AB). Из последнего
равенства и из независимости событий А и В вытекает

P (AB) = P (A)−P (AB) = P (A)−P (A)P (B) = P (A)(1−P (B)) =



42 Глава 1

= P (A)P (B).

Таким образом, независимость событий A и B доказана. Анало-
гично доказываются остальные утверждения свойства 3.

Определение 4.2.2. События A1, A2, . . . , An называются
независимыми в совокупности, если для любых

1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ n, 1 ≤ m ≤ n

выполняются равенства

P (Ai1Ai2 . . . Aim) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aim).

Математическое определение независимости, как правило,
согласуется с обычным представлением о независимости. Напри-
мер, если в опыте с бросанием двух игральных костей выпаде-
ние определенной грани на одной кости и выпадение этого же
количества очков на другой кости независимы в общепринятом
смысле, то эти события независимы и в математическом смыс-
ле. Но подобное согласование наблюдается не всегда. Отметим,
что независимость нескольких событий называется независимо-
стью событий в совокупности. Рассмотрим пример показываю-
щий, что независимость событий в совокупности — более сильное
свойство, чем попарная их независимость.

¦ Пример 2 9. Положим, что в ящике находятся 4 одина-
ковых билетика, так что вероятность вынуть каждый билетик
одна и та же. Пусть номера этих билетов будут соответственно
112, 121, 211 и 222. Событие A1 означает, что цифра 1 стоит на
месте сотен, событие A2 — цифра 1 стоит на месте десятков, со-
бытие A3 — цифра 1 стоит на месте единиц в вынутом номере.
Докажите попарную независимость событий Ai, i = 1, 2, 3, и что
все эти три события не являются независимыми в совокупности.

Р е ш е н и е.
9Это классический пример С.Н. Бернштейна, опубликованный в 1927 го-

ду в учебном пособии для высшей школы "Теория вероятностей" , в котором
автор доказывает, что "попарная независимость между тремя событиями
отнюдь не означает, что эти события совершенно независимы".
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Очевидно, что P (A1) = P (A2) = P (A3) = 2/4 = 1/2. Сле-
довательно, P (A1)P (A2) = P (A1)P (A3) = P (A2)P (A3) = 1/4. И
P (A1A2) = P (A1A3) = P (A2A3) = 1/4. Таким образом,

P (A1A2) = P (A1) P (A2), P (A1A3) = P (A1) P (A3),

P (A2A3) = P (A2A3),

что означает попарную независимость событий Ai. Однако

P (A1A2A3) = P (®) 6= 1/8 = P (A1)P (A2)P (A3),

и следовательно, эти три события A1, A2, A3 не являются неза-
висимыми в совокупности.

4.3. Формула полной вероятности. Формулы Байеса

¦Пример 1. На склад поступают изделия трех заводов. То-
гда событие A = {взятое со склада изделие — брак} произойдет
вместе с событием — Hi= {изделие изготовлено конкретным за-
водом} i = 1, 2, 3.. Фиксация i, разумеется, лишь предположение
(гипотеза). Таким образом, имеем три гипотезы, рдна из которых
всегда произойдет, т.к. по условию изделия поступили только с
данной группы заводов. Тогда событие A = {бракованное изде-
лие изготовлено или первым заводом, или вторым заводом, или
третьим заводом}:

A = AH1 + AH2 + AH3.

Теорема. Пусть задано вероятностное пространство
{Ω,U , P} и для события A ∈ U выделен набор, так называемых,
"гипотез":

{Hi}i=1,n, HiHj = Ø, A ⊂ H1 + H2 + . . . + Hn .

Тогда имеют место следующие формулы

P (A) =
n∑

k=1

P (Hk) P (A/Hk) . (4.3.1)
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P (Hk/A) =
P (Hk) P (A/Hk)
n∑

i=1
P (Hi)P (A/Hi)

. (4.3.2)

Первая из них называется "формулой полной вероятности" ,
вторая — "формулы Байеса" 10.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Рис.7

Так же, как
и в приведенном
выше примере,
событие A можно
представить в
виде следующей
суммы попарно
несовместных
событий (рис.7)

A = AH1 + AH2 + . . . + AHn .

Отсюда воспользовавшись аксиомой A3 и формулой (4.1.3), по-
лучим формулу (4.3.1). Доказательство закончено.

Теперь, согласно определению "условной вероятности"

P (Hk/A) =
P (AHk)
P (A)

,

заменив здесь числитель по формуле (4.1.2), а знаменатель по
формуле полной вероятности (4.3.1), получим формулу Байеса.

¦ Пример 2. Из урны, содержащей М белых шаров и N −M
черных, утерян один шар неизвестного цвета. Какова вероят-
ность извлечь из урны белый шар?

10Используя результаты теоремы умножения, полученные Муавром, Т.
Байес (1702–1761) вывел несколько следствий для вычисления вероятности
P (B/A) по вероятностям P (AB) и P (A). Словесную формулировку формул
Байеса и полной вероятности впервые дал французский астроном, матема-
тик и физик П.С. Лаплас в работе "Опыт философии теории вероятностей"
в виде основных принципов теории вероятностей (6 и 7 принципы соответ-
ственно). Название "формулы Байеса" появилось в середине XIX века.
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Р е ш е н и е. Возможны две гипотезы: H1 = { утерян бе-
лый шар} и H2 = {утерян черный шар}. Обозначим через A =
{шар, извлеченный из оставшихся шаров, оказался белым}. Име-
ем: P (H1) = M

N , P (H2) = N−M
N . По формуле полной вероятности

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) =
M

N

M − 1
N − 1

+

+
N − M

N

M

N − 1
=

M

N
.

Отметим, что вероятность извлечения белого шара из урны до
утери шара тоже равнялась M

N .

§ 5. Последовательность испытаний

Всякий знает, что последовательности случайных событий
могут так сильно влиять на настоящее, что перестают казаться
случайными. Поэтому большую значимость приобретает изуче-
ние зависимости от истории (возможно, длинной) предыдущей
цепи событий. Разумеется, самые общие последовательности, на-
верное, не поддадутся полному математическому описанию, по-
скольку точно даже не известно, случайны ли они. Но некото-
рые из этих последовательностей случайных событий допуска-
ют простое и, стало быть, красивое описание. Простой пример.
Представьте, что некоторый опыт может закончиться N исхо-
дами (бросили кубик — 6 исходов), и производится n опытов.
Элементарное событие можно описать парой натуральных чи-
сел ij , где i — номер опыта (меняется от 1 до n), а j — номер
исхода (меняется от 1 до N).

Тогда множеством элементарных событий является множе-
ство:

Ωn = {(i1, i2, . . . , in), i = 1, 2, . . . , N}.
Элементарное событие ω = i1i2 . . . in интерпретируется как

цепочка исходов в n последовательных испытаний, каждое из
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которых имеет N несовместных исходов. По теореме умножения
имеем:

p(ω) = p(i1)p(i2/i1) . . . p(in/i1 . . . in−1),

где p(is/i1 . . . is−1) ≥ 0, и
N∑

is=1
p(is/i1 . . . is−1) = 1,

s = 1, . . . , n.

Тогда на множестве Ωn однозначно определяется вероят-
ность:

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω), A ⊂ Ωn.

Можно проверить, что P (Ω) =
∑

ω∈Ω

p(ω) = 1.

Ниже мы познакомимся с двумя наиболее простыми последо-
вательностями испытаний, одно из которых строится так, чтобы
вероятность следующего события зависела только от предыду-
щего (цепь Маркова), а другое — так, чтобы вероятность следую-
щего никак не зависела от всей предыдущей последовательности
событий (схема испытаний Бернулли).

5.1. Понятие цепи Маркова

Рассмотрим последовательность испытаний, в каждом из ко-
торых происходит или не происходит некоторое событие A. И
пусть Ai обозначает, что событие A произошло в результате i-го
испытания.

Определение 5.1.1. Цепью Маркова называется такая
последовательность испытаний, что условная вероятность
P (Ak/A1A2 . . . Ak−1) события Ak зависит только от предыду-
щего испытания Ak−1 и не зависит от A1, A2, . . . , Ak−2.

В качестве примера такой последовательности рассмотрим
следующий процесс. Пусть имеются три урны, содержащие бе-
лые и черные шары:

в первой — 2 белых, 3 черных;
во второй — 2 белых, 2 черных;
в третьей — 3 белых, 1 черный.
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Из первой урны случайным образом выбирается шар и пе-
рекладывается во вторую, затем из второй урны случайным об-
разом выбирается шар и перекладывается в третью, а затем —
из третьей в первую. Предположим, что нас интересует, какой
состав шаров в первой урне после перекладываний наиболее ве-
роятен.

Ясно, что исходов может быть только три:
B1 — в первой урне оказался один белый шар;
B2 — в первой урне оказалось два белых шара;
B3 — в первой урне оказалось три белых шара.
Через Ai (соответственно через Ai) обозначим событие, состо-

ящее в том, что на i-ом шаге перекладывается белый (черный)
шар.

Пространством элементарных исходов является следующий
набор несовместных событий

Ω = {A1A2A3, A1,A2A3, A1A2A3, A1A2A3,

A1 A2 A3, A1A2 A3, A1A2A3, A1 A2A3, }.
Из них легко определить события, составляющие B1, B2 и B3.
Как видим

B1 = A1A2A3 + A1A2 A3;

B2 = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2 A3 + A1A2 A3;

B3 = A1A2A3 + A1 A2A3.

Отсюда, учитывая несовместность слагаемых событий по тре-
тьей аксиоме вероятности, имеем:

P (B1) = P (A1A2A3 + A1A2 A3) = P (A1A2A3) + P (A1A2 A3);

P (B2) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2 A3) + P (A1 A2 A3);

P (B3) = P (A1A2A3) + P (A1 A2A3).

Вероятности произведений вычисляются по теореме умножения.
Например,

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2/A1) P (A3/A1A2).
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Вычисление сомножителей в этом равенстве происходит так. В
первой урне 5 шаров, среди которых 2 белых, следовательно,
P (A1) = 2

5 . Если A1 произошло, то во второй урне оказалось
5 шаров, среди которых 3 белых, поэтому P (A2/A1) = 3

5 . Если
произошло A2, то в третьей урне оказалось 5 шаров, среди кото-
рых 4 белых, т.е. P (A3/A1A2) = 4

5 . В последнем случае уместно
заметить, что эта вероятность не изменится, если A1 заменить
на A1. Т.е. вероятность того, что из третьей урны извлечен бе-
лый шар, зависит от того, какой шар переложен из второй урны,
но не зависит от исхода первого испытания. По определению эта
последовательность испытаний, начавшаяся извлечением шара
из первой урны и закончившаяся перекладыванием шара из тре-
тьей в первую урну, — цепь Маркова.

Возвращаясь к нашей задаче о наиболее вероятном составе
шаров в первой урне, вычислим

P (A1A2A3) = P (A1) P (A2/A1) P (A3/A1A2) =
2
5

3
5

4
5

=
24
125

.

Аналогично

P (A1A2A3) =
24
125

, P (A1A2A3) =
12
125

, P (A1A2A3) =
6

125
,

P (A1 A2 A3) =
18
125

, P (A1 A2 A3) =
8

125
, P (A1A2 A3) =

6
125

,

P (A1 A2A3) =
27
25

.

Проверьте, что P (Ω) = 1. Решение поставленной задачи легко
вытекает из сравнения вероятностей

P (B1) =
6

125
+

8
125

=
14
125

.

P (B2) =
24
125

+
12
125

+
6

125
+

18
125

=
60
125

.
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P (B3) =
24
125

+
27
125

=
51
125

.

Убедитесь, что P (B1 + B2 + B3) = 1.

Общий случай. Пусть пространством элементарных собы-
тий является множество

Ωn = {(i1i2 . . . in), ik = 1, 2, . . . , N ; k = 1, 2, . . . , n}.

Элементарное событие интерпретируется как цепочка исходов в
n последовательных испытаниях, каждое из которых имеет N
несовместных исходов: 1, 2, . . . , N . Причем

p(ω) = p(i1)p(i2/i1) . . . p(in/i1 . . . in−1).

Если эта последовательность испытаний — цепь Маркова, то

p(ω) = p(i1)p(i2/i1)p(i3/i2) . . . p(in/in−1).

При этом ∑

ω∈Ω

p(ω) = 1,

а на подмножествах A ∈ Ω однозначно определяется вероятность

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω), A ⊂ Ω.

5.2. Схема испытаний Бернулли

Это частный случай цепи Маркова, когда условная веро-
ятность события Ai (напомним, что Ai — событие A произо-
шло в i-ом испытании ) совпадает с вероятностью события Ai:
P (Ai/A1A2 . . . Ai−1) = P (Ai) и всего два исхода в каждом испы-
тании (N = 2) : или A, или A 11.

11Дальнейшие рассуждения не связаны с цепями Маркова.
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Определение 5.2.1. Последовательность независимых ис-
пытаний, в каждом из которых событие A появляется с веро-
ятностью P (A) = p и не появляется с вероятностью

P (A) = 1 − p = q,

называется схемой (испытаний) Бернулли.
Простейшим примером схемы Бернулли является многократ-

ное подбрасывание монетки. Действительно, при этом вероят-
ность выпадения "орла" или "решки" все время постоянна, рав-
на 1/2, т.е. не зависит от номера испытания.

Наиболее распространенные задачи:
определить вероятность, что в n независимых испытаниях

событие A появится m раз (не менее m раз, не более m раз);
определить наивероятнейшее число появления события A в

n испытаниях схемы Бернулли.
Первая задача решается применениемформулы Бернулли:

Pn(m) = Cm
n pm qn−m, Cm

n =
n!

m! (n − m)!
, (5.2.1)

(задача "не менее m раз" или "не более m раз" так же решает-

ся применением (5.2.1), в суммах соответственно
n∑

k=m

Pn(k) или
m∑

k=1

Pn(k)),

а вторая — нахождением наивероятнейшего числа k, удовле-
творяющего двойному неравенству

np − q ≤ k ≤ np + p, (5.2.2)

причем из того, что отрезок [np− q, np + p] имеет длину, равную
единице, следует, что:

a) если число (np−q) — дробное, то существует только одно
наивероятнейшее число;

b) если число (np− q) — целое, то существует два наиверо-
ятнейших числа, а именно k=np−q и k + 1=np+p;
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c) если число np — целое, то наивероятнейшее число равно
np.

Д о к а з а т е л ь с т в о формулы Бернулли (5.2.1). Обо-
значим через Ai событие, состоящее в том, что в i-ом испытании
произошло событие A, и Ai — событие, состоящее в том, что в
i-ом испытании не произошло событие A.

Для n испытаний пространство элементарных исходов Ω со-
стоит из произведений типа

∏
i,j

AiAj , где количество сомножите-

лей постоянно и равно n. Его подпространство "m из n" состо-
ит из произведений, где количество событий Ai (т.е. без черты)
равно m, а количество отрицаний Aj равно n−m. Например, под-
пространство "2 из 3-х" состоит из событий

{(A1, A2, A3); (A1, A3, A2); (A2, A3, A1)},

"1 из 3-х" — из событий

{(A1, A2, A3); (A2, A1, A3); (, A3, A1, A2)}.

Ясно, что элементы подобных подпространств — несовмест-
ны12, а по условию схемы Бернулли события Ai независимы. Из
теорем сложения (на самом деле из аксиомы A3) и умножения
вытекает

Pn(m) = P
(∑∏

Aik Ajl

)
=

∑ m∏

k=1

P (Aik)
n∏

l=m

P (Ajl
) =

=
∑

pm qn−m .

Количество же слагаемых равно числу сочетаний из n элементов
по m. Отсюда следует формула (5.2.1).

Доказательство (5.2.1) закончено.
Доказательство (5.2.2). Учитывая, что наивероятнейшее

число k появления события A в n независимых испытаниях —
12В самом деле, могут ли произойти вместе события (A1, A2, A3) и

(A2, A1, A3), если в первом случае A произошло в первом испытании, а во
втором случае — во втором испытании.



52 Глава 1

такое число, для которого вероятность Pn(k) наибольшая среди
других вероятностей Pn(m), можем записать неравенства

Pn(k − 1) ≤ Pn(k), Pn(k + 1) ≤ Pn(k) . (5.2.3)

Рассмотрим первое из них. Заменяя здесь вероятности по фор-
муле Бернулли, получим:

Ck−1
n pk−1 qn−k+1 ≤ Ck

npk qn−k, =⇒ Ck−1
n

Ck
n

≤ p

q
, =⇒

=⇒ n!
(k − 1)! (n − k + 1)!

k! (n − k)!
n!

≤ p

q
,

=⇒ k

n − k + 1
≤ p

q
, =⇒

=⇒ kq ≤ np − kp + p, =⇒ k(p + q) ≤ np + p.

Но p + q = 1, и мы получаем правое из неравенств (5.2.2).
Левое же получится аналогичным преобразованием второго

неравенства в (5.2.3).
Доказательство (5.2.2) закончено.

5.3. Предельные теоремы в схеме испытаний Бер-
нулли

Неудобство и даже невозможность применения формулы
Бернулли обнаруживается в связи с необходимостью в некото-
рых случаях сделать предельный переход в этой формуле при
n → ∞. Такая необходимость возникла в связи с исследовани-
ями в области статистики народонаселения (изучались пробле-
мы рождаемости, смертности, подсчеты для страхования и вы-
числения пожизненных рент и др.), которые явились основными
приложениями теории вероятностей в XVIII веке. Но и в наше
время, несмотря на вычислительные возможности современной
техники, для решения большинства практических задач и в тео-
ретических исследованиях удобнее пользоваться так называемы-
ми предельными теоремами схемы испытаний Бернулли. Далее
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приводятся наиболее известные из них, называемые теоремой
Пуассона, локальной теоремой Муавра-Лапласа и интегральной
теоремой Муавра-Лапласа 13.

Теорема Пуассона

На практике часто представляет интерес случай большого
числа испытаний (n → ∞) и малой вероятности успеха в од-
ном испытании (p → 0)14 Однако формула Бернулли непригод-
на из-за громозких вычислений и возникающих погрешностей
округления. В этом случае удобно пользоваться приближением
Пуассона, которое содержится в следующей теореме.

Теорема 5.3.1. Пусть p = p(n), и

lim
n→∞n p(n) = λ = const > 0.

Тогда
lim

n→∞Cm
n pm (1 − p)n−m ==

λm

m!
e−λ . (5.3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого фиксированного n (и
стало быть фиксировано число p = p(n)), имеем:

Cm
n pm qn−m =

n!
m! (n − m)!

pm (1 − p)n−m

(
· nm

nm

)
=

=
(n p)m

m!
n(n − 1) . . . (n − m + 1)

nm
(1 − p)n−m =

13В 1733 году в дополнении к сочинению "Учение о случаях" А. Муавр
доказал локальную и интегральную предельные теоремы, при выводе кото-
рых широко использовал разложение функции в степенные ряды и формулу
Стирлинга, точнее будет, если назвать ее формулой Стирлинга-Муавра. И с
точки зрения самого Муавра, и с современной точки зрения, предельные тео-
ремы Муавра-Лапласа являются непосредственным развитием закона боль-
ших чисел Я. Бернулли. Указанные теоремы были впоследствии доказаны
Д. Бернулли при решении классического вопроса о соотношении рождае-
мости девочек и мальчиков. Еще позже теоремы были доказаны Лапласом,
причем ни Д. Бернулли, ни Лаплас не ссылались на своего предшественни-
ка. По этой причине заслуга Муавра в теории вероятностей была не известна
до конца XIX века.

14Вероятность редких явлений в схеме Бернулли.
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=
( n p )m

m!

(
1 − 1

n

)
. . .

(
1 − m − 1

n

)
(1 − p)−m

[
(1 − p)

1
p

]np
.

Заменим в полученном выражении p на p(n) и перейдем к пре-
делу при n → ∞. Из условия теоремы n p(n) → λ вытекает, что
p(n) → 0. Как известно

lim
α→0

(1 − α)1/α = e−1

(второй замечательный предел), поэтому

lim
n→∞

[
(1 − p(n))

1
p(n)

]np
= e−λ.

Таким образом, получаем (5.3.1).
Обычно используется теорема Пуассона, когда n велико, а p

мало, в следующем виде.

Pn(m) ≈ (np)m

m!
e−np . (5.3.1′)

Эта формула часто называется пуассоновским приближением.
Если мало число q, то пуассоновским приближением можно вос-
пользоваться для определения вероятности числа неудач: веро-
ятность того, что в n испытаниях событие A не произойдет n−m
раз, приближенно вычисляется по формуле

Pn(n − m) ≈ (nq)n−m

(n − m)!
e−nq . (5.3.1′′)

Отметим, что на практике применение формулы Пуассона
(5.3.1’) дает хорошее приближение формулы Бернулли (5.2.1)
при n > 50, p << 1.

Но если параметры p и q заметно отличны от 0 , т.е. близки
к 1/2, то используются локальная или интегральная теоремы
Лапласа.
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Локальная теорема Муавра-Лапласа

Для формулировки теорем Муавра-Лапласа (5.3.2) и (5.3.3)
нам понадобится понятие равномерной сходимости после-
довательности. При доказательстве же используется понятие
асимптотического равенства функций, которое позволяет
упростить и сократить само доказательство. Вначале приведем
соответствующие определения (см. [10], [12]).

Последовательность {fn(m)}, каждый член которой зависит
от числа m из некоторого множества M , сходится к пределу f(m)
равномерно по m на множестве M , если для любого сколь угод-
но малого числа ε > 0 найдется номер N , такой, что для всех
n > N выполняется неравенство |fn(m) − f(m)| < ε сразу для
всех m ∈ M .

Две функции f и g называются асимптотически равными
(или эквивалентными) при x → x0, если lim

x→x0

f(x)
g(x) = 1. Обозна-

чение асимптотического равенства

f(x) ∼ g(x), x → x0

называется асимптотической формулой.
Простейшим примером асимптотического равенства служит

"первый замечательный предел": sin x ∼ x, x → 0. Асимпто-
тические равенства легко вытекают из представления функций
формулами Тейлора: если в окрестности точки x0

f(x) = Pn(x) + O(x − x0)n+1,

где Pn — соответствующий многочлен порядка n, то

f(x) ∼ Pn(x) , x → x0.

В частности ln(1 + x) ∼ x − 1
2x2, x → 0 .

В процессе доказательства мы также пользуемся теоремой о
замене функции f, эквивалентной f1, при переходе к пределу
(см. [12], стр. 118 или [10], стр. 153): если f ∼ f1, x → x0, то

lim
x→x0

Λ(x) f(x) = lim
x→x0

Λ(x) f1(x)
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для любой функции Λ, определенной в окрестности точки x0.
Теорема 5.3.2. Пусть производится n независимых испы-

таний, в каждом из которых вероятность наступления неко-
торого события A постоянна и равна p ( 0 < p < 1 ), q = 1 − p
и m — неотрицательное число, не превосходящее n, такое, что
дробь xm = m−np√

npq принадлежит отрезку [a, b]. Обозначим

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2 . (5.3.2)

Тогда

Pn(m) =
ϕ(xm)√

pnq
(1 + εn) , lim

n→∞ εn = 0 , (5.3.3)

где εn → 0 равномерно по всем m, при которых xm принадле-
жит фиксированному (конечному) отрезку [a, b]15.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формула Стирлинга

n! =
√

2πnnn e−n eΘ(n), |Θ(n)| ≤ 1
12n

дает возможность заменить все факториалы в формуле Бернул-
ли по асимптотической формуле 16

n! ∼
√

2πnnn e−n : lim
n→∞

n!√
2πnnn e−n

= lim
n→∞ eΘ(n) = 1.

Это приводит к выражению

Pn(m)=
n!

m! (n−m)!
pm (1−p)n−m ∼

∼ 1√
2π

√
n

m(n−m)
nn

mm(n−m)n−m
pm (1−p)n−m=

15Cледует отметить, что в книге [8] дана наиболее ясная формулировка
этой теоремы.

16Натуральные числа имеют единственную точку сгущения +∞, что поз-
воляет не дописывать в асимптотических формулах для последовательно-
стей "n → +∞".
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=
1√
2π

√
n

m(n − m)

(np

m

)m
(

nq

n − m

)n−m

. (5.3.4)

Введем обозначение

z =
(np

m

)m
(

nq

n − m

)n−m

.

Тогда

ln z = −m ln
(

m

np

)
− (n − m) ln

n − m

nq
.

Из равенства xm = m−np√
npq находим

m = xm
√

npq + np,⇒

n − m = n − xm
√

npq − np = n(1 − p) − xm
√

npq . (5.3.5)

Откуда

m

np
= 1 + xm

√
q

np
,

n − m

nq
= 1 − xm

√
p

nq
.

Поэтому

ln z = −(xm
√

npq + np) ln
(

1 + xm

√
q

np

)
−

−(n(1 − p) − xm
√

npq) ln

(
1 − xm

√
p

nq

)
.

Из формулы Маклорена для логарифмической функции вы-
текает асимптотическая формула

ln(1 + x) ∼ x − 1
2
x2, x → 0 .

Следовательно, имеем следующее асимптотическое равенство
при n → ∞

ln z ∼ −(xm
√

npq + np)
(

xm

√
q

np
− x2

m

2
q

np

)
−
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−(nq − xm
√

npq)
(
−xm

√
p

nq
− x2

m

2
p

nq

)
=

= −
[
x2

mq + x2
m p − x2

m

2
q − x2

m

2
p − x3

m

2

(
q3/2

√
np

− p3/2

√
nq

)]
=

= −
[
x2

m

2
− x3

m

2
q2 − p2

√
npq

]
= −x2

m

2
+ O

(
1√
n

)
∼ −x2

m

2
.

Таким образом,

ln z ∼ −x2
m

2
=⇒ z ∼ e−

x2
m
2 .

Возвращаясь к (5.3.4), имеем:

Pn(m) ∼ 1√
2π

√
n

m(n − m)
e−x2

m/2 . (5.3.6)

Но из (5.3.5)
√

n

m(n − m)
=

√
n

(xm
√

npq + np)(nq − xm
√

npq)
.

При этом, исходя из условия xm ∈ [a; b], где a,b – фиксированные
числа, получим:

lim
n→∞

xm
√

npq + np

np
= 1, lim

n→∞
nq − xm

√
npq

nq
= 1,

т.е.
(xm

√
npq + np) ∼ np, (nq − xm

√
npq) ∼ nq.

Таким образом,
√

n

m(n − m)
=

√
n

(xm
√

npq + np)(nq − xm
√

npq)
∼

√
n

np nq
=

1√
npq

.

Подставляя это значение в (5.3.6), получим утверждение теоре-
мы.

Доказательство закончено.
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Замечание 5.3.1. В доказательстве этой теоремы использо-
валось лишь понятие эквивалентных функций для факториалов
и логарифмов, поэтому в заключение можем лишь утверждать,
что εn → 0. Но и для факториалов, и для логарифмов можно
было использовать "точные" асимптотические равенства

n! =
√

2πn nn e−n+O(1/12n), n → ∞;

ln(1 + x) = x − x2

2
+ O

(
x3

3

)
, x → 0,

и тогда для остатка формулы (5.3.3) вытекает оценка (см. [19],
[15])

|εn| = O

(
1√
n

)
.

Замечание 5.3.2. Функция (5.3.2) табулирована; краткая
таблица значений этой функции приведена в конце учебного по-
собия.

Интегральная теорема Муавра-Лапласа

Теорема 5.3.3 Вероятность того, что в n испытаниях Бер-
нулли событие A (P(A)=p, P (A) = q) наступит не менее m1

раз и не более m2, приближенно равна

Pn (m1;m2) = Φ(xm2) − Φ(xm1) ,

где
Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt

— функция Лапласа (называется также "функция распределения
нормального закона"), xm = m−np√

npq .
Доказательство. Снова рассмотрим приближенную форму-

лу (5.3.3) предыдущей теоремы:

Pn(m) ≈ ϕ(xm)√
pnq

, xm =
m − np√

npq
.
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Обратим внимание, что

xm+1 − xm =
1√
npq

→ 0, n → ∞ .

Но тогда Pn(m1;m2) = Pn(m1 или m1 + 1 или . . . или m2) =

= Pn(m1) + Pn(m1 + 1) + . . . + Pn(m2) =

= ϕ(xm1)∆x + ϕ(xm1+1)∆x + . . . + ϕ(xm2)∆x, ∆x =
1√
npq

.

Последнее выражение представляет собой одну из интегральных
сумм Римана для интеграла

∫ m2−np√
npq

m1−np√
npq

ϕ(x) dx .

Утверждение теоремы вытекает теперь из того, что функция
ϕ(x) = 1√

2π
e−x2/2 интегрируема (в несобственном смысле) по R1,

и следовательно, по любому интервалу, принадлежащему R1.

Замечание 5.3.3. Решение многих практических за-
дач требует умения вычислять значение интеграла Φ(x) =

1√
2π

∫ x
−∞ e−t2/2 dt при любых значениях x. Для расчетов исполь-

зуют специальные таблицы значений функции Φ(x). Краткая
таблица значений этой функции приведена в конце книги. При-
чем таблица функции Φ(x) составлена для положительных x;
для отрицательных x функция Φ(x) определяется из равенства
Φ(−x) = −Φ(x).



Глава 2

Случайные величины.
Функции распределения

Следующим фундаментальным понятием теории вероятно-
стей является понятие случайной величины. Во многих практи-
ческих задачах роль "случайного события" играют числа (время,
деньги, килограммы и т.д.). Работа с числами позволяет увидеть
в "бытовом тексте" математическую задачу в упрощенной фор-
ме. Это, разумеется, привлекло внимание исследователей. Но
есть и другое принципиальное значение для теоретических ис-
следований — среди чисел можно отыскать среднюю величину,
что невозможно среди "не числовых событий". Например, какое
среднее событие между "орел" и "решка"? Но если "орел" - нуль
копеек, "решка" - одна копейка выигрыша, то среднее 0,5 - это
число, откровенно указывающее игрокам в "орлянку" , что вы-
игрыш и проигрыш есть величина близкая к копейке. Далее мы
увидим, как переход от "случайного события"к "случайной вели-
чине" несет много полезной информации об изучаемом процессе
или явлении.

На разных этапах развития теории вероятностей понятие слу-
чайной величины играло свою роль в формировании научного
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знания. В период зарождения теории вероятностей этот термин
не был введен в научный обиход, но уже использовался мно-
гими учеными при решении практических задач. Это были за-
дачи, возникшие в статистических исследованиях при изучении
демографических проблем, для обработки астрономических на-
блюдений, а также задачи из области различных азартных игр,
которые явились мощным стимулом развития теории вероят-
ностей. На данном этапе следует отметить работы Д. Граунта
(1620–1675) и В. Петти (1623–1687), Э. Галлея (1656–1742) и др..
Большой вклад в развитие понятия случайной величины внес
Х. Гюйгенс (1629–1695)— автор первого практического руковод-
ства по теории вероятностей. В книге "О расчетах в азартной
игре"(1657) рассматриваются различные примеры случайных ве-
личин: количество недостающих партий или разное число игро-
ков в задаче о разделении ставок, возможные выигрыши в дру-
гих азартных играх и т. д.. В начале книги Х. Гюйгенс вводит
определение математического ожидания, которое явилось пер-
вым теоретико-вероятностным понятием. Анализируя эмпири-
ческие данные, полученные Граунтом (использовались акты ре-
гистрации смертности в Лондоне с XVI века), Гюйгенс строит
кривую плотности распределения, где вероятностями служили
статистические частоты.

Дальнейший этап формирования понятия случайной величи-
ны — это "искусство умозаключений" Я. Бернулли (1654–1705).
Я. Бернулли рассмотрел случайную величину — число появле-
ний интересующего события в n независимых испытаниях, ко-
торая может принимать значения 0, 1, 2, . . . , n с определенными
вероятностями. Сегодня это пример случайной величины, рас-
пределенной по биномиальному закону.

Его племянник Н. Бернулли (1687–1753) вывел формулу ма-
тематического ожидания длины случайного интервала AB, об-
разованного фиксированной точкой A и самой правой из слу-
чайных точек Bi, i = 1, 2, . . . , n, равномерно распределенных на
заданном отрезке AB. Эта задача была первой, в которой бы-
ло введено равномерное распределение. В классической задаче
о соотношении мальчиков и девочек Н. Бернулли определил ве-
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роятность нахождения в заданных пределах числа ежегодного
рождения мальчиков. Необходимо отметить, что данный период
имеет огромное значение для дальнейшего развития всей теории
вероятностей.

Я. Бернулли и его последователями были получены значи-
мые результаты о представлении и числовых характеристиках
случайной величины, но основной заслугой явилась доказанная
им теорема, которая носит его имя. Она явилась первой в цепи
предположений, образующих закон больших чисел (следует за-
метить, что термин "закон больших чисел" был впервые введен
С. Пуассоном в 1835 г.).

Третий этап — этап развития математической теории оши-
бок наблюдений — связан с такими именами, как Р. Котс (1682–
1716), Т. Симсон (1710–1761), Д. Бернулли (1700–1782), П. Ла-
плас (1749–1827). Исследуя свойства ошибок, оценку точности
измерений, закономерности распределения ошибок, ученые ис-
пользуют понятие плотности распределения и различные виды
законов распределения, но нигде не вводят понятия случайной
величины.

Завершающий этап — период непосредственного формирова-
ния понятия случайной величины и ее характеристик. Первый
шаг в этом направлении был сделан C. Пуассоном (1781–1840) в
работе "О вероятности средних результатов наблюдений"(1832),
в которой он пишет о некоторой вещи, способной принимать зна-
чения a1, a2, . . . , aλ соответственно с вероятностями p1, p2, . . . , pλ.
Термин "вещь" вскоре был заменен П.Л. Чебышевым на понятие
"величина". В работах А.М. Ляпунова (1857–1918) систематиче-
ски используется термин "случайная величина". В работе "Об
одном приложении теории вероятностей" А.М. Ляпунов опреде-
лил функцию распределения в том виде, в котором мы использу-
ем ее сейчас. Понятие случайной величины, данное Пуассоном,
сегодня нельзя считать математическим, оно скорее носит опи-
сательный характер. Строго формализованное определение слу-
чайной величины было дано А.Н. Колмогоровым (1903–1987) в
начале прошлого столетия в знаменитой книге "Основные поня-
тия теории вероятностей" (1933).
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Перейдем к математическому описанию понятия случайной
величины.

§ 6. Случайные величины

Рассмотрим некоторое вероятностное пространство
(Ω,U , P ). Каждому элементарному исходу ωi поставим в
соответствие некоторое число xi. Тем самым на множестве Ω
определяется числовая функция, которую обозначим X = X(ω)
от элементарного события ω ∈ Ω и называется случайной
величиной, если для любого числа x ∈ (−∞; +∞) выполнено
{X < x} ∈ U . Пространство элементарных исходов заменяется
соответствующим множеством случайных значений на прямой
R1, которое удобно обозначать тем же символом Ω и называть
множеством элементарных реализаций случайной величины X.

Если числовое множество Ω состоит из изолированных точек,
т.е. ∀xi ∈ Ω существует полная окрестность xi, не содержащая
других точек из Ω, то случайная величина X называется дис-
кретной случайной величиной.

Число возможных значений дискретной случайной величины
может быть конечным или бесконечным. Например, число очков,
выпавших на верхней грани при одном бросании игральной кости
равно 6; количество вызовов на телефонной станции — любое
число из натурального ряда чисел.

Если же Ω состоит из сплошного промежутка (отрезка, ин-
тервала, возможно, бесконечных), то случайная величина X на-
зывается непрерывной случайной величиной.

Алгебра случайных событий U , таким образом, заменяется
алгеброй случайных значений, для которой будем использовать
тот же символ U .

Случайные величины будем обозначать большими буквами
латинского алфавита X, Y, Z, . . ., а их возможные значения (ре-
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ализации) — соответствующими малыми буквами x, y, z, . . . .

Законом распределения случайной величины X будем назы-
вать вероятность P{X ∈ B}, рассматриваемую как функцию
числового множества B, если {X ∈ B} ∈ U .

В этом определении множество B произвольное (числовое)
подмножество Ω, и поэтому само определение употребляется
лишь в случаях, когда оно фиксировано.

Пусть дискретная случайная величина задана с помощью
таблицы, верхний ряд которой состоит из чисел xi, а числа ниж-
него ряда — их вероятности:

X x1 x2 x3 . . . xn

P p1 p2 p3 . . . pn
,

где

pi ≥ 0,

n∑

i=1

pi = 1.

Эта таблица называется законом распределения дискретной слу-
чайной величины. Если B = {xik}k=1,m, то

P (X ∈ B) =
m∑

k=1

P (xik).

Аналогичное понятие для непрерывных случайных величин
удобно связать с множеством B = (−∞, x), и этот закон называ-
ется "функцией распределения вероятностей случайной величи-
ны".

6.1. Функция распределения вероятности

Вначале выясним, что собственно должно обозначать сло-
во "распределение" и каким образом этому физическому тер-
мину можно придать математический смысл. Представим длин-
ную проволоку (материальную нить). "Распределение массы по
длине" естественно задать с помощью функции M = M(l), ар-
гумент которой l — длина соответствующего куска проволоки.
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Если масса распределена равномерно, то M(l) = k · l, то есть
любые одинакового размера l куски имеют равные массы. Но
приведенная модель "распределения" годится лишь в случае, ко-
гда одинаковые куски проволоки весят одинаково, т.е. масса по
проволоке "распределена равномерно". Теперь представим, что
одинаковые куски имеют неодинаковые массы. Тогда для описа-
ния "распределения массы" потребуется фиксация самих кусков.
Это можно сделать множеством способов, например, раскраши-
вая куски в разные цвета, а самый простой — введения коорди-
нат на проволоке, и тогда любой кусок получает имя — кусок
[a,b]. В этом случае распределение массы удобно задать функ-
цией M = M(l < x) — масса участка длиной x, измеряемого
от конца, помещенного в начало координат1. Это в самом деле
удобно, поскольку масса любого куска "по имени [a, b]" , т.е. с
координатами концов x = a и x = b, определяется по очевидной
и очень простой формуле M(a < l < b) = M(l < b) − M(l < a).

Этими рассуждениями естественно воспользоваться как спо-
собом задания вероятностной характеристики случайной величи-
ны (с той лишь разницей, что случайные величины могут при-
нимать произвольные значения, в том числе и отрицательные,
и их удобнее считать принадлежащей всей прямой (−∞, +∞), а
не полупрямой [0, +∞), как в описании распределения массы по
длине проволоки).

Определение 6.1. Функцией распределения вероятностей
случайной величины X называется вероятность того, что слу-
чайная величина X примет значение из интервала [−∞, x):

F (x) = P{X < x} .

Простейший пример.
¦ 1. Подбрасывается один раз монета. Пространство элемен-

тарных исходов Ω = {O,R}, алгебра U — минимальная, состоя-
1Следует писать M = M(x), но в точке l = x определены две массы —

слева l < x и справа l > x. Неравенство нам потребовалось для фиксации
одного из кусков проволоки и для согласования с последующим текстом, где
"распределение" определяется именно как функция от неравенства: вероят-
ность попадания в точку слева от точки x.
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щая из Ω и пустого множества Ø, куда входят все события ти-
па "не упала" , "упала и пропала" , "встала на ребро" , "упа-
ла сразу двумя сторонами вверх" и т.д.. Вероятность на эле-
ментах алгебры определяется как на равновозможных исходах,
т.е. P (O) = P (R) = 1

2 . Каждому элементарному исходу про-
извольно приписываем числовые значения2, например, "О"−π,
"R"−7, и тем самым получаем случайную величину X = {π, 7},
каждое значение которой принимается с вероятностью 1

2 . Яс-
но, что событие {X < π} — пустое множество с вероятностью
P{X < x, −∞ < x < π} = 0, событие {X < 7} состоит из од-
ного значения {X = π}, поэтому P{X < x, π ≤ x < 7} = 1

2 и,
наконец, событие {X < x = 7 + t, t ≥ 0} состоит из двух точек
π и 7, а вероятность P{X < x = 7 + t} = P{π или 7}=1. Таким
образом, в этом случае функция распределения F (x) — ступен-
чатая функция (непрерывная слева в точках разрыва), график
которой изображен на рисунке 8.

Рис. 8

¦ 2. Случайная величина принимает значения x на отрезке
[a, a+1] с вероятностью, равной расстоянию от точки a до точки
x. В этом случае функцией распределения является непрерывная
функция

F (x) =





0, x < a,
x − a, x ∈ [a, a + 1),
1, x ≥ a + 1,

2Чаще в этом случае приписываются значения -1 и +1, символизирующие
проигрыш и выигрыш соответственно. Но по теории выбирать можно любые
числовые значения, сколь нелепыми они не покажутся.
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график которой изображен на рисунке 9.

Рис. 9

Свойства функции распределения F .
1. 0 ≤ F (x) ≤ 1.
2. F (x) — неубывающая функция, непрерывная слева, то

есть

F (x2) ≥ F (x1), x2 > x1; lim
x→x0−0

F (x) = F (x0).

3. lim
x→−∞F (x)=0, lim

x→+∞F (x)=1.
Если же возможные значения случайной величины

X принадлежат интервалу (a; b), то F (x)=0, если x ≤
a иF (x)=1, если x ≥ b.

Д о к а з а т е л ь с т в о этих свойств с очевидностью следует
из определения функции распределения F (x).

Функция распределения используется при решении главной
задачи теории случайных величин: найти вероятность, что слу-
чайная величина попала в заданный интервал. Справедлива
формула

P{x1 ≤ X < x2} = F (x2) − F (x1) ,

а если функция F (x) непрерывна, то

P{x1 < X < x2} = F (x2) − F (x1) ; (6.1.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о формулы (6.1.1). Заметим, что
{X < x2} = {x1 ≤ X < x2} ∪ {X < x1}. В равенстве справа —
объединение непересекающихся множеств, которое представляет
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сумму несовместных событий. По аксиоме A3, получим P{X ≤
x2} = P{x1 ≤ X < x2} + P{X < x1} . Откуда

P{x1 ≤ X < x2} = P{X < x2} − P{X < x1} = F (x2) − F (x1) .
(6.1.2)

Если же функция F (x) непрерывна в окрестности точки x1,то
вероятность принять значение x = x1 находится предельным пе-
реходом

P{X = x1} = lim
∆x→0

P{x1 ≤ X < x1 + ∆x} =

= lim
∆x→0

(F (x1 + ∆x) − F (x1)) = 0,

т.е., если функция распределения вероятности F непрерывна, то
вероятность принять значение в фиксированной точке равна ну-
лю 3. В этом случае слева в равенствах (6.1.2) можно записать
строгое неравенство, и мы получим (6.1.1).

Доказательство закончено.
Дискретная случайная величина. Пусть дискретная слу-

чайная величина задана законом распределения

X x1 x2 x3 . . . xn

P p1 p2 p3 . . . pn
, xi < xi+1,

n∑

i=1

pi = 1 .

По определению F (x) = P{X < x}. Для дискретной случайной
величины принять значение меньше, чем x, означает, что X при-
нимает только те xi, которые меньше x. Поэтому, если X < x1,
то очевидно F (x) = 0 , так как не может случайная величина
принять значение, меньшее самого наименьшего;

если x1≤X<x2, то такое значение всего одно, а именно x1,
следовательно, F (x)=p1;

если x2 ≤ X < x3, то таких значений два: x1 и x2, следова-
тельно, F (x) = P{X = x1 или X = x2} = P{X = x1}+ P{X =
x2} = p1 + p2 и так далее.

3В этом заключается "парадокс непрерывности": вероятность равна ну-
лю, значит, событие {X = x0} невозможное, но какое-то значение в резуль-
тате испытания случайная величина X обязательно примет, поэтому именно
оно не невозможное!?.
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В результате мы получаем ступенчатую функцию

F (x) =
∑

i: xi<x

pi, (6.1.2)

непрерывную слева, изображенную на рисунке 10.

Рис. 10

Удобно эту функцию распределения записывать с помощью
функции Хевисайда (функция включения):

Θ(x) =
{

0 , x < 0
1 , x ≥ 0

следующим образом

F (x) =
n∑

i=1

pi Θ(x − xi). (6.1.3)

6.2. Плотность распределения вероятности

"Плотность" как физическая величина хорошо известна и
не требует пояснений. "Плотность вероятности" определяется по
полной аналогии с "физической". Начнем наши объяснения с
наиболее простого и классического — плотности вероятностей
случайной величины, распределенной непрерывно.

Непрерывная случайная величина. Величину

P{x < X < x + ∆x}
∆x
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естественно назвать средней плотностью распределения вероят-
ностей случайной величины X на интервале ( x , x + ∆x ) .

Как нам известно (формула (6.1.1)),

P{x < X < x + ∆x} = F (x + ∆x) − F (x) = ∆F,

поэтому, если функция F (x) в точке x имеет производную, то
определена функция

p(x) = lim
∆x→0

P{x < X < x + ∆x}
∆x

= lim
∆x→0

∆F

∆x
= F ′(x) , (6.2.1)

которая и представляет собой плотность распределения веро-
ятности случайной величины X с дифференцируемой в точке x
функцией распределения F . Отметим, что если F (x) имеет про-
изводную в любой точке, то равенство (6.2.1) говорит о том, что
функция p(x) является первообразной к F (x), следовательно,

F (x) =

x∫

−∞
p(t) dt, (6.2.2)

и имеет место формула Ньютона-Лейбница

P{a<X<b} =
∫ b

a
p(x) dx = F (b) − F (a). (6.2.3)

Из (6.2.1) вытекает также, что функция p непрерывна, поэто-
му из теоремы о представлении функции в окрестности предель-
ной точки следует асимптотическое равенство (эквивалентность)

P{x<X<x + ∆x} ∼ p(x)∆x, ∆x → 0 .

Впрочем, последнее вытекает также из (6.2.2) по свойству
"среднего значения" определенного интеграла.

В рамках непрерывно дифференцируемых функций равен-
ства (6.2.1) и (6.2.2) равносильны, и любое из них можно при-
нять за определение плотности распределения вероятностей слу-
чайной величины.
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Но в (6.2.1) плотность p(x) определена лишь при условии,
что распределение вероятностей представлено дифференцируе-
мой функцией F (x), а в (6.2.2) функция распределения опре-
делена при условии, что функция p(x) всего лишь интегрируема
по Лебегу (или по Риману, но тогда в несобственном смысле). Во
втором случае можно утверждать, что функция F (x) непрерыв-
на4, и нельзя утверждать, что она дифференцируема в каждой
точке соответствующего интервала, как это требовалось в пер-
вом случае. Из сказанного вытекает, что равенство (6.2.2) более
общее, следовательно, именно его следует взять за определение
плотности распределения, но при двух дополнительных услови-
ях:

функция p = p(x) неотрицательна, поскольку долж-
но выполняться главное свойство плотности — p(x)∆x ∼
P{X∈[x, x+∆x]}, ∆x → 0, а P{X∈[x, x+∆x]} ≥ 0;

выполняется равенство

+∞∫

−∞
p(x) dx = 1,

означающее, что событие (см. (6.2.3)) {X ∈ [−∞, +∞]} — досто-
верное.

Отметим, что функции вида (6.2.2) называются абсолют-
но непрерывными5. Они обладают очень важным для нас свой-

4Непрерывность интеграла как функции верхнего предела для R-
интегрируемых функций описана во всех учебниках по математическому
анализу. Для L-интегралов это тоже так, но теория значительно богаче и
приводит к понятию абсолютной непрерывности.

5Вообще говоря, функция F называется абсолютно непрерывной (на
[a, b]), если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любой
системы попарно не пересекающихся интервалов (∈ [a, b]) суммарной дли-
ны меньше δ, сумма абсолютных величин приращений функции F на этих
интервалах будет меньше, чем ε. Это равносильно тому, что найдется L-

интегрируемая функция p(x) такая, что F (x) = A +
x∫

−∞
p(t) dt. Сведения об

абсолютно непрерывных функциях можно найти в курсах математического
анализа и теории функций действительного переменного, см. например [12],
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ством: равенство

F ′(x) =




x∫

−∞
p(t) dt




′

= p(x)

выполняется почти всюду и всегда в смысле "обобщенных функ-
ций"6.

Введем следующее определение.
Определение 6.2.1 Случайная величина X называется рас-

пределенной абсолютно непрерывно, если существует неотри-
цательная L-интегрируемая функция p(x), такая, что при лю-
бом x функция распределения вероятностей F представляется
в виде

F (x) =

x∫

−∞
p(x) dx ,

+∞∫

−∞
p(x) dx = 1 (6.2.4)

При этом функция p(x) называется плотностью распределения
вероятностей7.

Еще раз подчеркнем, что в определении (6.2.4) функция p(x)
не обязана быть определенной в каждой точке (согласно теореме
Лебега, см. например [12], т.1, стр.343), интегрируемая функция
может быть не определена на множестве лебеговой меры нуль.
Функция же F, напротив, определена и непрерывна в каждой
точке. Но главное, что делает определение удобным, это равен-
ство

F ′(x) = p(x)

т.2, стр. 373-375, непосредственно для неопределенных интегралов Лебега
соответствующее доказательство содержится в книге [22], стр. 169-170.

6Производная обобщенной функции, или производная распределения,
определяется далее в постулате ii. Равенство F ′ = p показывает, что обоб-
щенная производная от абсолютно непрерывных функций эквивалентна
обычной. А это уже означает: определение (6.2.1) эквивалентно равенству
(6.2.1).

7L-интегрируемая функция — функция, интегрируемая по Лебегу, см.
[12], т. 2, гл. 19. В случае, если читатель не знаком или плохо знаком с
интегралом Лебега, рекомендуем считать, что в равенстве (6.2.4) интеграл
Римана, понимаемый как несобственный интеграл.
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выполняется почти всюду и делает определения (6.2.1) и (6.2.4)
"почти" равносильными.

В этой связи приведем пример.
¦ Пример 1. Найти константу A, при которой функция

p(x) =





0, x ≤ 0,
A√
x
, x ∈ (0, 1],

0, x > 1.

является плотностью распределения некоторой случайной вели-
чины X. Найти ее функцию распределения F (x) и вероятность
того, что случайная величина X примет значения из интервала
(−1

2 ; 1
2).

Р е ш е н и е. Используя свойство (см. (6.2.4))
∫ +∞
−∞ p(x) dx = 1,

мы получим A = 1
2 . Следовательно,

F (x) =

x∫

−∞
p(x) dx =





0, x ≤ 0,√
x, x ∈ (0, 1],

1, x > 1

Как видим, эта функция непрерывна, но не дифференцируема
в двух точках x = 0 и x = 1. Тем не менее мы можем решить
основную задачу теории случайных величин — определить веро-
ятность попадания случайной величины в заданный интервал.
Например, вероятность попасть в интервал (−1

2 , 1
2) равна

P

{
−1

2
< X <

1
2

}
= F

(
1
2

)
− F

(
−1

2

)
= F

(
1
2

)
=

1√
2
.

Замечание 6.2.1. Геометрически свойство
+∞∫
−∞

p(x)dx = 1

означает, что вся площадь криволинейной трапеции, ограничен-
ной осью ОХ и кривой плотности распределения p(x), равна 1.

Замечание 6.2.2. Если все возможные значения случайной

величины X принадлежат (a; b), то
+∞∫
−∞

p(x)dx =
b∫
a

p(x)dx = 1.
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Дискретная случайная величина
Для дискретной случайной величины, казалось бы, невоз-

можно ввести понятие плотности распределения вероятности
аналогичное (6.2.2) как для непрерывных случайных величин.
Это так, если на плотность p(x) смотреть как на функцию.
Но можно воспользоваться теорией обобщенных функций8 для
определения функции распределения вероятности F в виде "син-
гулярного функционала".

Соответствующий математический аппарат (введен
П.Дираком в 1925 г., а его корректное математическое описание
дано С.Л.Соболевым в 30-х и Л.Шварцем в 50-х годах XX
столетия) приспособлен для интегрального описания масс,
зарядов, плотностей (масс) и др., сосредоточенных в точке (см.
Дополнение 1).

Н е б о л ь ш о е в с т у п л е н и е. Каждый, изучающий физику
и математику, наверное, хотя бы один раз задал себе вопрос о сущно-
сти математического предельного перехода в физике. Например, что
такое скорость в момент времени: времени в пути — нет, пройденного
расстояния – нет, а скорость есть. О плотности в точке, разумеется,
то же самое – материи нет, объема, где эта материя обитает, тоже нет,
а плотность есть. Ответ прост. Все дело в "среднем значении". На-
пример, если в 1 cm3 находится какая-то масса вещества, то, поделив
объем на 10, получим и в 10 раз меньше вещества, поделив на сто, — в
сто раз меньше вещества и т.д., неизменным остается именно физиче-
ская величина, равная отношению "массы в объеме к этому объему" ,
— плотность. Если же распределение неравномерное, то вычисляется
множество "средних значений" , и предел средних — опять же кон-
станта, характеризующая физическую инварианту в "очень малень-
ком объеме" , которую по аналогии с равномерным распределением на-

8Теорию линейных непрерывных функционалов (распределений, обоб-
щенных функций) содержат все современные учебники по математической
физике (см. например [3]), поскольку в рамках этой теории удается ставить
и решать физические и инженерные задачи в наиболее натуральной форме.
Для наших целей необходима очень малая часть этой теории, которая за-
ключается в определении δ-распределения и двух постулатах. Исторические
справки, пояснения к определению δ-распределения содержит Дополнение
1, которое рекомендуем прочитать не знакомым с этой теорией.
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зывают плотностью. Мы тоже исходим из понятия среднего, используя
введенное П. Дираком δ-распределение, но поступая, как математики,
заменив "среднее арифметическое" — "среднеинтегральным" , считая,
что плотности, как функции точки нет, но есть распределение, опреде-
ляемое через интегральное среднее функций, образующих δ-образную
последовательность.

Приведем эти рассуждения. Пусть дискретная случайная ве-
личина X задана законом распределения P{X ∈ B}. И пусть
значению случайной величины xi отвечает вероятность pi. Раз-
мажем вероятность вокруг точки x = xi, например, р а в н о м
е р н о в ε-окрестности точки xi с помощью функции

δε(x − xi) =
{

1
2ε , −ε ≤ |x − xi| ≤ ε
0, |x − xi| > ε

или н е р а в н о м е р н о, но с носителем в ε-окрестности точки

xi и с условием, что
+∞∫
−∞

δε(x) dx =
+ε∫
−ε

δε(x) dx = 1.

Положим pε(x) =
n∑

i=1
pi δε(x − xi). Тогда, очевидно

F (x) = lim
ε→0

∫ x

−∞
pε(t) dt = lim

ε→0

∫ x

−∞

n∑

i=1

pi δε(t − xi) dt =
∑

i: xi<x

pi,

т.е. мы получили формулу (6.1.2). Далее, следуя Дираку, необ-
ходимо спрятать предельные переходы в обозначение, положив
плотность распределения, равную

p(x) =
∑

i

pi δ(x − xi),

а "действие" δ(x) на всякую непрерывную функцию f задать

равенством
+∞∫
−∞

f(x) δ(x) dx = f(0) или

+∞∫

−∞
δ(x) dx = 1,

+∞∫

−∞
δ(t − x) f(t) dt =

+∞∫

−∞
δ(t) f(x + t) dt = f(x).
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Обоснование этих равенств вытекает из первой теоремы о сред-
нем значении (для простоты интегралы понимаем в смысле глав-
ного значения):

lim
ε→0

+∞∫

−∞
f(t) δε(x−t) dt = lim

ε→0

+∞∫

−∞
f(x+t) δε(t) dt = lim

ε→0
f(ξ)

ε∫

−ε

δε dx =

= lim
ε→0

f(ξ) = f(x).

Тем самым мы получили основание использовать для дис-
кретных случайных величин те же формулы, что и для абсо-
лютно непрерывно распределенных случайных величин. Теория
о распределении дискретных случайных величин выглядит сле-
дующим образом.

Пусть δ = δ(x) — дельта-распределение (обобщенная δ-
функция Дирака), представляющее собой функционал 9, ставя-
щий в соответствие каждой функции f , непрерывной в окрест-
ности начала координат, ее значение в нуле:

(δ, f) =
∫ ∞

−∞
f(x) δ(x) dx

def
= f(0) .

Тогда плотность случайной величины X, заданной законом

X x1 x2 x3 . . . xn

P p1 p2 p3 . . . pn
, (6.2.5)

определяется по формуле

p(x) =
n∑

i=1

pi δ(x − xi) (6.2.5′)

и называется сингулярным распределением (сингулярной обоб-
щенной функцией).

9Функционал f , определенный на множестве функций {ϕ}, принято обо-
значать, как скалярное произведение (f, ϕ). Множество {ϕ} называется
классом основных или пробных функций и состоит из таких функций, для
которых этот функционал определен. Для нашей цели достаточно считать,
что это интегрируемые, непрерывно дифференцируемые функции.
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Отметим, что закон распределения, определенный табли-
цей (6.2.5), равносилен выражению (6.2.5′), поэтому выражение
(6.2.5′), как и таблицу (6.2.5), будем также называть законом
распределения дискретной случайной величины X.

О корректности определения плотности (закона) по
формуле (6.2.5’). Действительно, функция распределения
должна быть определена интегралом от плотности. Имеем:

F (x) = P{X < x} =
∫ x

−∞
p(t) dt =

∫ x

−∞

∑

i:xi<x

pi δ(t−xi) dt =
∑

i:xi<x

pi,

или

F (x) =
n∑

i=1

pi Θ(x − xi), (6.2.6)

т.е. мы получили (6.1.3), как и в случае обычного понимания
функции распределения.

Но, как мы сейчас проверим, и производная от функции рас-
пределения (в рамках теории распределений, см. далее постулат
ii) (6.2.7) тоже даст плотность распределения вероятности, опре-
деленную δ-функционалом по формуле (6.2.6):

F ′(x) =
d

dx

∑

i

pi Θ(x − xi) =
∑

i:xi<x

pi δ(x − xi). (6.2.7)

Для доказательства (6.2.7) мы должны принять два постулата.
i) (о равенстве) если (f, ϕ) = (g, ϕ) справедливо для всех

функций ϕ, принадлежащих основному классу, то f = g;
ii) (о дифференцировании функционалов) (f ′, ϕ) = −(f, ϕ′),

где

(f, ϕ) =
∫ +∞

−∞
f(x) ϕ(x).

Заметим, что из i) следует, что функции f и g могут не сов-
падать только на множестве лебеговой меры нуль, а если f —
дифференцируемая функция, то ii) легко проверяется интегри-
рованием по частям.
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Согласно постулата i), достаточно доказать равенство

(Θ′, ϕ) = (δ, ϕ) = ϕ(0). (6.2.8)

Имеем:

(Θ′, ϕ) = −(Θ, ϕ′) = −
∫ +∞

−∞
Θ(x) ϕ′(x) dx =

−
[∫ 0

−∞
Θ(x) ϕ′(x) dx +

∫ +∞

0
Θ(x)ϕ′(x) dx

]
=

= − Θ(x)ϕ(x)|−0
−∞ +

∫ 0

−∞
Θ′(x) ϕ(x) dx − Θ(x)ϕ(x)|+∞

0 +

+
∫ +∞

0
Θ′(x) ϕ(x) dx.

Здесь под знаком интеграла стоят производные от констант, по-
этому интегралы исчезают. Кроме того ϕ(±∞) = 0, и мы полу-
чим:

(Θ′, ϕ) = Θ(+0) ϕ(0) − Θ(−0) ϕ(0) = (Θ(+0) − Θ(−0)) ϕ(0).

Согласно определению функции Хевисайда, Θ(+0)=1, Θ(−0)=0,
и тогда (Θ′, ϕ) = ϕ(0). Таким образом, равенство (6.2.8) доказа-
но, следовательно,

Θ′(x) = δ(x). (6.2.9)

Разумеется, это равенство надо понимать в смысле принятого
нами постулата i), т.е. (Θ′(x), ϕ) = (δ(x), ϕ) для любой основной
функции ϕ.

Теперь, используя формулу (6.2.9), получим равенство, по-
нимаемое в смысле постулата i) и определяющее сингулярную
обобщенную функцию

p(x) = F ′(x) =
n∑

i:xi<x

pi Θ′(x − xi) =
n∑

i:xi<x

pi δ(x − xi) ,

которая называется обобщенной плотностью распределения дис-
кретной случайной величины X.
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С помощью обобщенной плотности распределения дис-
кретной случайной величины удобно описывать, так на-
зываемые, дискретно-непрерывные законы распределений.

Рис. 11

Классическим приме-
ром такого распреде-
ления является рас-
пределение вероятно-
сти энергии в кванто-
вой теории (см. [14]):
после поглощения од-
ного кванта энергии
атом может перейти в
одно из "возбужден-
ных состояний" , при

этом распределение вероятности энергии E частично дискрет-
но, а частично непрерывно, как на рис. 11, где x0 — энергия
ионизации.

Функция распределения F (x) = P{X < x} является ступен-
чатой при x < x0 и непрерывной при x > x0. Плотность распре-
деления удобно представить в виде

f(x) =
n∑

i=1

pi δ(x − xi) + f2(x) ,

где f2(x) = 0 при x > x0.

§ 7. Числовые характеристики случайных
величин

7.1. Математическое ожидание

Не всегда требуется полная информация о случайной ве-
личине X, выражающаяся в ее функции распределения F (x).
В некоторых практических задачах достаточно знать, где нахо-
дится область "типичных" значений X. Одной из важнейших
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характеристик "центра" этой области является математическое
ожидание.

Определение 7.1.1. Математическим ожиданием случай-
ной величины X с плотностью распределения p = p(x) называ-
ется число

EX =
∫ ∞

−∞
x p(x) dx . (7.1.1)

Рассмотрим случай, когда X — дискретная случайная вели-
чина. Тогда плотность вероятности p оказывается законом рас-

пределения (6.2.5′): p(x) =
n∑

i=1
pi δ(x − xi), а определение (7.1.1)

дает формулу

EX =
∫ ∞

−∞
x

n∑

i=1

piδ(x − xi)dx =
n∑

i=1

xi pi, (7.1.2)

определяющую математическое ожидание дискретной случай-

ной величины X, заданной законом p(x) =
n∑

i=1
pi δ(x − xi).

Из приложения определенного интеграла к задачам механи-
ки хорошо известна формула для определения центра масс на
оси x (статический момент относительно оси y) криволинейной
пластины с границами y = f(x) и осью x:

xc.t. =

+∞∫
−∞

x f(x) dx

+∞∫
−∞

f(x) dx

.

Если в этой формуле функцию f интерпретировать как
плотность распределения случайной величины X (при этом
+∞∫
−∞

f(x) dx = 1), то

xc.t. =

+∞∫

−∞
x f(x) dx,
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т.е. центр тяжести криволинейной пластины интерпретируется
как математическое ожидание (7.1.1) случайной величины X с
плотностью распределения p, равной уравнению криволинейной
границы p = f пластины.

Формула (7.1.2) также имеет простую механическую (и гео-
метрическую) интерпретацию. Из аналитической геометрии из-
вестно, что система материальных точек на оси (т.е. точек с ко-
ординатами xi, в которые помещены массы mi) имеет центр тя-
жести, определяемый по формуле

xc.t. =
∑

xi mi∑
mi

=
∑

xi mi

m
=

∑
xi

mi

m
.

Но 0 < mi
m < 1 и

∑ mi
m = 1, т.е. число mi

m можно интерпретиро-
вать как вероятность. Но тогда центр масс (сравните с (7.1.2))
— математическое ожидание.

В этой связи математическое ожидание случайной величины
X называют центром распределения случайной величины.

Чтобы понять, чем отличается "математическое ожидание"
от бытового "ожидания" , рассмотрим пример.

Предположим, что Вы имеете n однотипных деталей и точ-
ный прибор для определения одного из размеров детали. Про-
ведя измерения, Вы убедились, что все размеры разные. Возни-
кает вопрос: какой размер стремился выполнить мастер при из-
готовлении этих деталей? Ответ (на бытовом уровне): средний,
т.е. все размеры необходимо сложить и поделить на n — коли-
чество деталей. Но если величину 1/n посчитать "вероятностью
соответствующего размера" , то полученное среднее и есть ма-
тематическое ожидание случайной величины X — измеряемый
размер. Значение EX вычислено, как среднее значение наблю-
даемых размеров, и не обязано совпадать с "ожиданием" масте-
ра (например, если у последнего прибор имеет погрешность, то
есть системную ошибку измерения). Итак, обнаруживается два
разных "ожидания": ожидание мастера, изготовившего деталь,
и "ожидание" , вычисленное наблюдателем, которое по опреде-
лению (7.1.2), и является математическим ожиданием.
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Свойства математического ожидания.
1) Ec = c.
2) E[cX] = cEX.
3) E [X − EX] = 0.
4) Для произвольных случайных величин X и Y , определен-

ных на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,U , P ),
имеет место равенство E[X + Y ] = EX + EY .

5) Пусть X и Y — независимые случайные величины, опреде-
ленные на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,U , P ).
Тогда EX Y = EX EY .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Свойства 1) и 2) с очевидностью
вытекают из (7.1.1):

Ec =

+∞∫

−∞
C p(x) dx = C

+∞∫

−∞
p(x) dx = C.

E[cX] =

+∞∫

−∞
C x p(x) dx = C

+∞∫

−∞
x p(x) dx = cEX.

Поясним, однако, что постоянная c рассматривается как слу-
чайная величина, которая с вероятностью, равной 1, принимает
значение c. Но тогда свойство 1) устанавливается и по формуле
(7.1.2): Ec = c · 1 = c.

Для доказательства свойства 3) обозначим EX = m и введем
случайную величину Y = X − m. Имеем:

EY =

+∞∫

−∞
(x−m) p(x) dx =

+∞∫

−∞
x p(x) dx−m

+∞∫

−∞
p(x) dx = m−m = 0 .

Замечание. Напомним, что значение EX имеет смысл цен-
тра распределения случайной величины. Центр распределения
можно перенести в начало координат, введя случайную величи-
ну X−EX, поэтому она и называется центрированной случайной
величиной.

Доказательство свойств 4) и 5) проведем в пункте 9.5.
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7.2. Моменты. Дисперсия и среднее квадратическое
отклонение

Понятие момента широко используется в механике (статиче-
ские моменты, моменты инерции). Как уже отмечалось, стати-
ческий момент мог быть интерпретирован как математическое
ожидание. Но и моменты высших порядков используются в ка-
честве числовых характеристик теории случайных величин.

Определение 7.2.1. Начальным моментом αr порядка r
случайной величины X называется математическое ожидание
случайной величины Xr:

αr = EXr =

∞∫

−∞
xr p(x) dx.

Для дискретной случайной величины, заданной законом
p(x) =

∑n
i=1 pi δ(x−xi), момент порядка r определяется по фор-

муле — αr =
∑

i x
r
i pi.

Как видим, момент первого порядка случайной величины X
совпадает с математическим ожиданием X.

На практике важны величины, характеризующие отклонение
случайной величины от ее среднего значения (математического
ожидания). Для этого применяются центральные моменты по-
рядка r:

µr = E [ (X − EX)r ] =
∫ ∞

−∞
(x − EX)r p(x) dx.

Из свойства 3) математического ожидания видим, что цен-
тральные моменты первого порядка всегда равны нулю. Но тогда
эти центральные моменты не могут быть характеристикой слу-
чайной величины. Поэтому следующей важнейшей характери-
стикой случайной величины является центральный момент вто-
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рого порядка, называемый дисперсией10 случайной величины:

DX = E
[
(X − EX)2

]
=

∞∫

−∞
(x − EX)2 p(x) dx.

Для дискретной случайной величины, заданной законом p(x) =
n∑

i=1
pi δ(x − xi), эта формула примет вид

DX =
∑

i

(xi − EX)2 pi.

Из определения дисперсии случайной величины видим, что
это число имеет размерность, равную квадрату размерности слу-
чайной величины, поэтому удобнее и нагляднее характеристика,
называемая средним квадратическим отклонением:

σX =
√

E [ (X − EX)2 ] .

При вычислении дисперсии часто удобнее применить формулу

DX = EX2 − E2X . (7.2.1)

Докажем эту формулу. Имеем:

DX = E[X2 − 2X EX + E2X ].

Теперь воспользуемся свойствами математического ожидания 4)
для суммы случайных величин и свойством 2) для произведения
на константу. В результате получим (7.2.1):

DX = E[X2 − 2EX EX + E2X] = EX2 − E2X .

Свойства дисперсии.
1) Dc = 0.
2) D[cX] = c2DX.

10От латинского dispersus — рассеянный, рассыпанный.
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3) Еcли X и Y — независимые случайные величины, опреде-
ленные на вероятностном пространстве (Ω,U , P ), то

D[X ± Y ] = DX + DY.

4) Если X и Y — независимые случайные величины, опреде-
ленные на вероятностном пространстве (Ω,U , P ), то

D[XY ] = DX DY + DX E2Y + DY E2X.

Д о к а з а т е л ь с т в а свойств 1) и 2) легко вытекают из
соответствующих свойств математического ожидания, и мы их
не приводим.

Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 3). Воспользовавшись
определением дисперсии и свойствами 3) и 4) математического
ожидания, имеем:

D[X±Y ] = E
[
((X ± Y ) − E[X + Y ])2

]
= E

[
((X − EX) ± (Y − EY ))2

]

= E
[
(X − EX)2

]±2E [(X − EX) (Y − EY )]+E
[
(Y − EY )2

]
,⇒

D[X ± Y ] = DX ± 2E [(X − EX) (Y − EY )] + DY.

Среднее слагаемое исчезает, т.к. математическое ожидание цен-
трированной случайной величины всегда равно нулю, и мы по-
лучаем утверждение свойства 3) дисперсии.

Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 4). Воспользовавшись
определением дисперсии и свойствами 3) и 4) математического
ожидания, имеем:

D[XY ] = E[XY −E[XY ]]2 = E[X2Y 2−2XY EXEY +E2XE2Y ] =

= EX2 EY 2 − 2E2X E2Y + E2X E2Y = EX2 EY 2 − E2X E2Y .

Теперь, воспользовавшись равенством ( 7.2.1), можем записать
EX2 = DX + E2X и EY 2 = DY + E2Y , откуда

D[XY ] =
(
DX + E2X

) (
DY + E2Y

) − E2X E2Y =

= DX DY + DX E2Y + DY E2X .
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7.3. Мода. Медиана

Определение 7.3.1. Модой случайной величины X (обо-
значение — µ(X)) называют то ее значение, которому соот-
ветствует наибольшая вероятность или плотность вероят-
ности.

Например, пусть дискретная случайная величина задана за-
коном распределения

X −2, 7 −2 −1, 3 0, 7 1, 7
P 0, 15 0, 35 0, 4 0, 12 0, 08

.

Из таблицы видим, что самая большая вероятность, равная
0,4, отвечает значению случайной величины X = −1, 3. Следо-
вательно, µ(X) = −1, 3 .

Определение 7.3.2. Медианой случайной величины X (обо-
значение — µe(X)) называют такое ее значение X = x, при
котором P (X < x) = P (X > x), т.e. S1 =

∫ x0

−∞ p(x) dx =∫ +∞
x0

p(x) dx = S3.

Ясно, что для симметричной случайной величины мода, ме-
диана и математическое ожидание — одно и то же значение, яв-
ляющееся центром симметрии. Но в общем случае эти значения
(точки) не совпадают.

§ 8. Основные законы распределения

8.1. Равномерное распределение

Определение 8.1.1. Случайная величина называется рас-
пределенной равномерно на интервале (a, b), если плотность
распределения на этом интервале постоянна.

Предположим, что

p(x) =
{

0, x /∈ (a, b)
C, x ∈ [a, b].
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Поскольку
∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1 =

∫ ∞

−∞
C dx = C(b − a) ,

то C = 1
b−a , следовательно,

p(x) =
{

0, x /∈ (a, b)
1

b−a , x ∈ [a, b].

Найдем функцию распределения равномерно распределенной
случайной величины.

1) Пусть x ≤ a, тогда

F (x) =
∫ x

−∞
p(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0.

2) Пусть x ∈ [a, b], тогда

F (x) =
∫ x

−∞
p(t) dt =

∫ x

a

1
b − a

dt =
t

b − a

∣∣∣∣
x

a

=
x − a

b − a
.

3) Пусть x > b, тогда

F (x) =
∫ x

−∞
p(x) dx =

∫ b

a

1
b − a

dx +
∫ x

b
0 dx = 1 .

Таким образом,

F (x) =





0, x < a;
x−a
b−a , x ∈ [a, b];
1, x > b.

Графики плотности p(x) и функции F (x) для равномерного
распределения изображены на рисунке 12.

Найдем математическое ожидание равномерно распределен-
ной случайной величины. Имеем:

EX =
∫ b

a
x p(x) dx =

∫ b

a
x

1
b − a

dx =
x2

2(b − a)

∣∣∣∣
b

a

=
a + b

2
.



Случайные величины. Функции распределения 89

Рис. 12

Итак, математическое ожидание равномерно распределенной
на отрезке [a, b] случайной величины X совпадает с серединой
отрезка [a, b].

Теперь найдем дисперсию. Чтобы воспользоваться формулой
(7.2.1), вычислим EX2. Имеем:

EX2 =
1

b − a

∫ b

a
x2 dx =

b3 − a3

3(b − a)
=

1
3
(b2 + ab + b2) .

Теперь, согласно формуле (7.2.1), получаем:

DX =
1
3
(b2 + ab + b2) −

(
a + b

2

)2

=
(b − a)2

12
.

Для среднеквадратического отклонения получаем формулу:

σX =
b − a

2
√

3
.

Отметим также, что в силу симметрии равномерно распреде-
ленной случайной величины относительно математического ожи-
дания мода и медиана совпадают с математическим ожиданием.

Приведем формулу для определения вероятности попадания
случайной величины в отрезок [α, β] ∈ [a, b]:

P (α < X < β) =
∫ β

α

dx

b − a
=

β − α

b − a
.
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8.2. Нормальное распределение

Вначале докажем равенство (интеграл Эйлера-Пуассона)

1√
2π

∫ ∞

−∞
e

−x2

2 dx = 1 . (8.2.1)

Для этого заметим, что

J =
∫

R2

e−
x2+y2

2 dxdy =
[∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx

]2

.

С другой стороны, интеграл J легко вычисляется в полярных
координатах x = r cos ϕ y = r sin ϕ, r2 = x2 + y2 ∈ [0,∞), ϕ ∈
[0, 2π]:

J =
∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
r e−

r2

2 dr =

=
∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
e−

r2

2 d

(
r2

2

)
= 2π .

Отсюда следует (8.2.1).
Как мы знаем, любая функция p, для которой

∫
R1

p(x) dx = 1,
может служить функцией распределения некоторой случайной
величины. Используя замену x−a

σ = t, а затем равенство (8.2.1)
для произвольного a и σ > 0, получаем:

1√
2π σ

∫ ∞

−∞
e−

(x−a)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt = 1 .

Определение 8.2.1. Случайная величина, заданная плот-
ностью распределения

p(x) =
1√

2π σ
e−

(x−a)2

2σ2 , (8.2.2)

называется нормальной (часто говорят "распределенной по нор-
мальному закону" или подчиняется закону распределения Гаус-
са)(рис.13).
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Рис. 13

Нормальное распределение относится к числу наиболее часто
используемых на практике и теоретически изучаемых распреде-
лений. Применяется оно для приближенного описания многих
случайных явлений, происходящих достаточно часто как в тех-
нических процессах, так и в психолого-педагогических, социаль-
ных, экономических и других реальных ситуациях, в которых
на результат воздействует большое число факторов, среди кото-
рых нет явно выделяющихся. Например, при изучении рассеяния
снарядов при стрельбе из артиллерийского орудия случайными
факторами являются колебания воздуха, неодинаковость снаря-
дов и др.

Нормальное распределение определяется двумя параметра-
ми: a и σ . Достаточно знать эти параметры, чтобы задать нор-
мальное распределение. На рисунке 14 наглядно показан геомет-
рический смысл параметров a и σ. Прямая x = a – ось симмет-
рии кривой Гаусса. Большему значению σ соответствует более
"крутая" кривая Гаусса. Определим вероятностный смысл этих
параметров.

Математическое ожидание. EX = a .

Доказательство. Действительно, по определению матема-
тического ожидания имеем:

EX =
∫ ∞

−∞
x p(x) dx =

1√
2π σ

∫ ∞

−∞
x e−

(x−a)2

2σ2 dx .
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Рис. 14.

Произведем замену переменной x−a
σ = t, получим:

EX =
1√
2π

∫ ∞

−∞
(σt + a) e−

t2

2 dt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
σt e−

t2

2 dt +
1√
2π

∫ ∞

−∞
a e−

t2

2 dt .

Здесь первый интеграл от нечетной функции, понимаемый в
смысле главного значения, и равен нулю, а второй вычисляет-
ся по формуле (8.2.1), и мы получаем:Ex = a. Таким образом,

если плотность определяется функцией p(x) = 1√
2π σ

e−
(x−a)2

2σ2 ,

то EX = a .

Дисперсия. DX = σ2.
Доказательство. Имеем:

DX = E
[
(X − EX)2

]
=

∫ ∞

−∞
(x − EX)2 p(x) dx.

Подставим сюда функцию распределения (8.2.2) и произведем
замену переменной x−a

σ = t, тогда

DX =
1√
2π σ

∫ ∞

−∞
(x − a)2 e−

(x−a)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
(σt)2 e−

t2

2 dt =

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
t e−

t2

2 d

(
t2

2

)
.
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Интегрируя по частям и полагая u = t,

v =
∫

e−
t2

2 d

(
t2

2

)
= −e−

t2

2 ,

получим:

DX =
σ2

√
2π

(
−t e−

t2

2

∣∣∣∣∞−∞ +
∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt

)
= σ2 .

Таким образом,

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , =⇒ DX = σ2 .

Функция распределения и функция Лапласа. По опре-
делению функции распределения

F (x) = P{X < x} =
∫ x

−∞
p(t) dt .

Для случайной величины, распределенной нормально, с плотно-
стью (8.2.2), получим:

F (x) =
1√
2πσ

∫ x

−∞
e−

(t−a)2

2σ2 dt .

Произведем замену переменной t−a
σ = y, тогда

F (x) =
1√
2π

∫ x−a
σ

−∞
e−

y2

2 dy =
1√
2π

(∫ 0

−∞
+

∫ x−a
σ

0

)
e−

y2

2 dy .

Первый интеграл вычисляется по формуле (8.2.1) и равен
√

2π
2 ,

а второй — неопределенный интеграл называется функцией Ла-
пласа

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

y2

2 dy .

Таким образом,

F (x) =
1
2

+ Φ
(

x − a

σ

)
.
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Как известно, вероятность попадания случайной величины в
интервал (α, β) вычисляется по формуле

P{α < X < β} = F (β) − F (α) .

Отсюда

P{α < X < β} = Φ
(

β − a

σ

)
− Φ

(
α − a

σ

)
. (8.2.3)

Правило трех сигм. Случайная величина X, распределен-
ная по нормальному закону c дисперсией σ2, откланяется от
своего математического ожидания EX = a на расстояние боль-
ше чем 3σ крайне редко.

Более точно:

P{|X − a| < 3σ} ≈ 0, 9973 . (8.2.4)

Это практическое правило, т.е. если Вы столкнулись с такой
случайной величиной, то можете утверждать, что все практиче-
ские реализации ее находятся в области {X = x ∈ [ a − 3σ, a +
3σ ] }.

Вначале докажем более общее утверждение:

P{|X − a| < ε} = 2Φ
( ε

σ

)
(8.2.5)

Для д о к а з а т е л ь с т в а (8.2.5) заметим, что

|X − a| < ε ⇐⇒ a − ε < X < a + ε, =⇒
=⇒ P{|X − a| < ε} = P{a − ε < X < a + ε} .

Теперь воспользуемся равенством (8.2.3) и получим (8.2.5).
Полагая в (8.2.5) ε = tσ, получим:

P{|X − a| < tσ} = 2Φ(t). (8.2.6)

По таблице функций Лапласа (см. например [5]) находим:
при t = 1 P{|X − a| < σ} = 2Φ(1) ≈ 0, 6827;
при t = 2 P{|X − a| < 2σ} = 2Φ(2) ≈ 0, 9545,
при t = 3 P{|X − a| < 3σ} = 2Φ(3) ≈ 0, 9973.

откуда и вытекает правило трех сигм (8.2.4).



Случайные величины. Функции распределения 95

8.3. Показательное распределение

Определение 8.3.1. Непрерывную случайную величину,
плотность распределения которой определяется выражением

p(x) =
{

λ e−λx , x ≥ 0
0 , x < 0,

(8.3.1)

называют случайной величиной, распределенной по показатель-
ному (экспоненциальному) закону.

Это распределение часто наблюдается при изучении сро-
ков службы различных устройств (электронных, механических),
времени безотказной работы различных систем или элементов
систем. Параметр λ обычно называют интенсивностью отка-
зов.

Функция распределения определяется интегрированием
(8.3.1):

F (x) =
{

1 − e−λx , x ≥ 0
0 , x < 0.

(8.3.2)

Графики плотности p(x) и функции F (x) показательного рас-
пределения приведены на рисунке 15.

Рис. 15

Интегрированием по частям легко определяются математи-
ческое ожидание и дисперсия:

EX =
1
λ

, DX =
1
λ2

.

Соответственно среднее квадратическое отклонение σ = 1
λ .
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8.4. Биномиальное распределение

Хорошо известна формула Бинома (называется также "фор-
мула бинома Ньютона")

(p + q)n =
n∑

k=0

Ck
npk qn−k, Ck

n =
n!

k! (n − k)!
.

Полагая здесь p > 0, q > 0, p + q = 1, получим:

n∑

k=0

Ck
npk qn−k = 1 .

Но тогда число Ck
npk qn−k представляет вероятность того, что

в схеме испытаний Бернулли событие, появляющееся в каждом
испытании с вероятностью p и не происходящее с вероятностью
q = 1− p, в n испытаниях появится ровно k раз. Поэтому преды-
дущая формула примет вид

1 =
n∑

k=0

Pn(k) .

Определение 8.4.1. Дискретная случайная величина, заданная
законом распределения

X x1 x2 x3 . . . xn

P pn(1) pn(2) pn(3) . . . pn(n)
,

где вероятности pn(k) определены по формуле Бернулли:

pn(k) = P{X = k} = Ck
npk qn−k , Ck

n =
n!

k! (n − k)!
,

называется распределенной биномиально. Вид биномиального
распределения для различных значений p представлен на ри-
сунке 16.

Биномиальное распределение — это одно из самых распро-
страненных дискретных распределений. Чаще всего встречается
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Рис. 16

на практике, например, при изучении таких явлений, как стати-
стический контроль качества продукции, поскольку любой тех-
нологический процесс производства математически представля-
ет собой схему испытаний Бернулли; число людей в выборке,
имеющих данную группу крови, и т.д.

Без доказательства приведем формулы для математического
ожидания, дисперсии и среднеквадратического отклонения:

EX = np, DX = npq = np(1 − p), σX =
√

npq .

Отметим также, что, как это следует из локальной и инте-
гральной теоремы Лапласа, биномиальное распределение при-
ближается к нормальному с ростом n или при малых значениях
p или q.

8.5. Распределение Пуассона

Распределение Пуассона — это дискретное распределение,
являющееся одним из важных предельных случаев биномиаль-
ного распределения, когда вероятность наступления интересую-
щего события в единичном испытании очень мала (p → 0), но
число испытаний, производимых в единицу времени, достаточно
велико (n → ∞). Таким образом, при росте n и фиксированном
значении произведения np = λ > 0 биномиальное распределение
сводится к распределению Пуассона.

Определение 8.5.1. Распределением Пуассона называется
распределение вероятностей между целыми неотрицательны-
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ми числами, когда на долю числа m приходится вероятность

P (m,λ) =
λm

m!
e−λ , λ > 0 , m = 0, 1, 2, . . . ; (8.5.1)

Формула (8.5.1) задает распределение вероятностей на мно-
жестве целых неотрицательных чисел, так как P (m,λ) > 0 для
всех m = 0, 1, . . . и

∑∞
m=0 P (m,λ) = 1.

Доказательство последнего равенства опирается на разложе-
ние в ряд Маклорена функции eλ :

∞∑

m=0

λm

m!
= eλ

для любого λ > 0.
Определение 8.5.2. Дискретная случайная величина, за-

данная законом распределения

X x1 x2 . . . xm . . .
P p(1) p(2) . . . p(m) . . .

,

где вероятности p(m) определены по формуле:

p(m) = P{X = m} =
λm

m!
e−λ , λ > 0 , m = 0, 1, 2, . . . ,

называется распределенной по Пуассону с параметром λ > 0.
Вид распределения Пуассона для различных значений λ > 0
представлен на рисунке 17.

Читателю предлагаем самостоятельно с использованием ука-
занного выше разложения доказать формулы математического
ожидания, дисперсии и среднеквадратического отклонения слу-
чайной величины, распределенной по Пуассону:

EX = λ, DX = λ, σX =
√

λ .

Параметр λ пуассоновского распределения равен одновремен-
но математическому ожиданию и дисперсии случайной величи-
ны X, имеющей изучаемое распределение. В этом состоит осо-
бенность данного распределения, которая используется на прак-
тике.
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Рис. 17

Распределение Пуассона играет важную роль в приложени-
ях теории вероятностей и математической статистики, в теории
массового обслуживания, страховании, теории надежности, тео-
рии связи, ядерной физике или физике элементарных частиц и
т.п. — всюду, где в течение определенного времени может про-
исходить случайное число редких событий. Хорошо описывается
формулой Пуассона процесс радиоактивного распада, например,
радия. Этот процесс заключается в превращении ядра атома ра-
дия в ядро атома радона с испусканием альфа-частицы. Распад
каждого отдельного ядра происходит независимо от состояния
других ядер, и вероятность такого распада в единицу времени
есть величина постоянная. Примерами случайных величин, рас-
пределенных по Пуассону в технике, являются число сбоев на
автоматической линии; число отказов технического устройства
высокой надежности, работающего в нормальном режиме, при
многократном применении; число поврежденных ячеек в LCD-
матрице, образующихся при долговременном интенсивном ис-
пользовании ноутбука и др.

8.6. Геометрическое распределение

Геометрическое распределение в теории вероятностей — рас-
пределение дискретной случайной величины X, равной коли-
честву испытаний в схеме Бернулли до наблюдения первого
«успеха». Основными параметрами геометрического распределе-
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ния являются число m – число «неудач» до первого «успеха»,
m = 0, 1, 2, 3 . . . ; p – вероятность «успеха»; q = 1 − p — вероят-
ность «неудачи».

Определение 8.6.1. Дискретная случайная величина, за-
данная законом распределения

X x1 x2 . . . xm . . .
P p(1) p(2) . . . p(m) . . .

,

где вероятности p(m) определены по формуле:

p(m) = P{X = m} = pqm,

0 < p < 1; q = p − 1; m = 0, 1, 2, . . . , называется распреде-
ленной по геометрическому закону.

Вероятности p(m) образуют геометрическую прогрессию с
первым членом p и знаменателем q : p, qp, q2p, q3p, . . . . По этой
причине распределение называют геометрическим. Легко убе-
диться, что ряд сходится и сумма его равна единице. Действи-
тельно, сумма ряда есть сумма членов бесконечной геометриче-
ской прогрессии со знаменателем меньшим единицы, тогда сум-
ма его:

p + qp + q2p + q3p + . . . =
p

1 − q
=

p

p
= 1.

Найдем числовые характеристики случайной величины X,
распределенной по геометрическому закону. С этой целью вос-
пользуемся аппаратом производящих функций.

Определение 8.6.2. Производящей функцией для случайной
величины X называется функция вида

ϕ(z) =
∑

k=0

pkz
k,

где z – произвольный параметр (0 < z ≤ 1).
Беря первую производную по z от производящей функции и

положив в ней z = 1, имеем:

ϕ′(z) =
∞∑

k=0

kpkz
k−1,
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ϕ′(1) =
∞∑

k=0

kpk = EX.

Таким образом, математическое ожидание неотрицательной
целочисленной случайной величины равно первой производной
ее производящей функции ϕ(z) при z = 1.

Аналогично можно установить, что дисперсия случайной ве-
личины определяется равенством:

DX = ϕ′′(1) + ϕ′(1) − (ϕ′(1))2.

Математическое ожидание. EX = q
p .

Доказательство. Действительно, запишем производящую
функцию для случайной величины X, распределенной по гео-
метрическому закону:

ϕ(z) =
∞∑

m=0

p(qz)m = p

∞∑

m=0

(qz)m =
p

1 − qz
,

т.е.
ϕ(z) =

p

1 − qz
.

Далее последнее выражение дифференцируем по z, имеем:

ϕ′(z) =
pq

(1 − qz)2.

Отсюда находим математическое ожидание:

EX = ϕ′(1) =
pq

(1 − q)2
=

pq

p2
=

q

p
.

Дисперсия. EX = q
p2 .

Доказательство. Беря вторую производную по z от произ-
водящей функции для случайной величины X, распределенной
по геометрическому закону, имеем:

ϕ′′(z) =
2pq2

(1 − qz)3
=

2pq2

p3
=

2q2

p2
.
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Далее находим дисперсию изучаемой случайной величины
X :

DX =
2q2

p2
+

q

p
− q2

p2
=

2q2 + qp − q2

p2
=

q2 + qp

p2
=

q(q + p)
p2

=
q

p2
.

И, значит, σX =
√

q
p .

Примерами случайных величин, имеющих геометрическое
распределение, являются следующие: число испытаний прибора
до первого отказа; число циклов обзора радиолокатора до обна-
ружения объекта; количество включений телевизионного прием-
ника до его первого выхода из строя; число запусков жесткого
диска до образования первых повреждений физической поверх-
ности нулевого трека; число подключений Flash-памяти к USB
порту до первого повреждения прошивки интерфейсного кон-
троллера и др.

§ 9. Системы случайных величин

9.1. Понятие системы случайных величин

Ясно, что на одном и том же вероятностном простран-
стве (Ω,U , P ) можно задать несколько случайных величин
X1, X2, . . . Xn. Тем самым на пространстве (Ω,U , P ) определен
случайный вектор X = (X1, X2, . . . Xn), возможные значения
которого (или реализация случайной величины) есть n-мерный
вектор x̂ = (x1, x2, . . . xn). Удобно интерпретировать этот вектор
в виде точки в n-мерном евклидовом пространстве точек Rn.

Определение 9.1.1. Несколько случайных величин X =
(X1, X2, . . . Xn), распределенных совместно на одном и том же
вероятностном пространстве (Ω,U , P ), называется системой
случайных величин, размерности n. Обозначение X[n].

¦ Пример 1. Станок-автомат штампует стальные плитки.
Пространство элементарных событий Ω = {A1 ="плитка стан-
дартная" , A2 ="плитка нестандартная"}. Роль случайных вели-
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чин могут выполнить размеры плитки: X1 — длина, X2 — шири-
на, X3 — высота. Таким образом, определена 3-х мерная система
случайных величин X[3]. Если контролируется еще и масса плит-
ки m = X4, мы получим 4-х мерную систему случайных величин
X[4] = (X1, X2, X3, X4).

Определение 9.1.2. Законом распределения системы слу-
чайных величин называется любое соотношение, устанавлива-
ющее связь между возможными значениями случайных вели-
чин и их вероятностями.

Так же, как и в одномерном распределении, закон распре-
деления может быть задан в различных формах. В дискрет-
ном случае в виде "многомерных" таблиц (см. таблицу 7.1 для
X[2] = (X, Y )), функций распределения и плотности распреде-
ления систем случайных величин.

Определение 9.1.3. Функцией распределения системы слу-
чайных величин называется вероятность совместного выпол-
нения неравенств X1 < x1, X2 < x2, . . . , Xn < xn:

F (x1, x2, . . . , xn) = P{X1 < x1, X2 < x2, . . . , Xn < xn} .

Определение 9.1.4. Пусть функция распределения F си-
стемы случайных величин X[n] в некоторой области D ∈ Rn

является n раз непрерывно дифференцируемых функций, т.е.
F ∈ Cn(D). Плотностью вероятности системы X[n] называ-
ется смешанная производная порядка n от функции распределе-
ния:

p(x1, x2, . . . , xn) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1 ∂x2 . . . ∂xn
.

Вероятностный смысл этой функции заключается в следую-
щем. Если через dx1, dx2, . . . , dxn обозначить дифференциалы
независимых переменных и придать им смысл размеров некото-
рого n-мерного параллелепипеда ∆B ∈ D, одна из вершин кото-
рого — точка x = (x1, x2, . . . , xn), то

P{X[n] ∈ B} = p(x1, x2, . . . , xn) dx1 dx2 . . . dxn .

Подробнее мы рассмотрим эти понятия на примере 2-х мер-
ных случайных величин.
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9.2. Функция распределения системы X[2]

Простейшая система X[2] = {X, Y } состоит из двух случай-
ных величин X и Y . Ее можно рассматривать как координаты
случайной точки (x, y) на плоскости с декартовой системой ко-
ординат xOy.

Определение 9.2.1. Функцией распределения системы
двух случайных величин X и Y называется вероятность
совместного выполнения неравенств X < x, Y < y:

Рис. 18

F (x, y) = P{X < x, Y < y} .

Геометрическая интерпретация:
вероятность того, что случайная
точка на плоскости xOy попадет в
квадрант плоскости с вершиной в
точке (x, y), лежащий левее и ниже ее
(рис. 18).

Вероятность того, что случайная
точка на плоскости попадет в какую-либо полуплоскость (по из-
вестной функции распределения F ) находится по формулам, со-
ответственно

P{X[2] = (X,Y ) : X < x} = lim
y→∞F (x, y) = F (x,∞) = F1(x) ,

P{X[2] = (X,Y ) : Y < y} = lim
x→∞F (x, y) = F (∞, y) = F2(y) .

(9.2.1)
Вероятность того, что случайная точка на плоскости попадет

в какую-либо точку прямоугольника

{X[2] = (X, Y ) : (x1 < X < x2, y1 < Y < y2)}

(по известной функции распределения F ) определяется по фор-
муле

P{x1 < X < x2, y1 < Y < y2} = F (x2, y2) − F (x2, y1)−

−F (x1, y2) + F (x1, y1) . (9.2.2)
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Доказательство равенства (9.2.2). Множество точек пря-
моугольника A1(x1, y1), A2(x2, y1), A3(x2, y2), A4(x1, y2) обозна-
чим через B (рис. 19). Множество точек квадранта с вершиной
в точке (xi, yj) удобно обозначить {xi, yj}. Так, что P{xi, yj} —
вероятность, что точка (X, Y ) ∈ {xi, yj} . Имеем:

{x2, y2} = B + {x2, y1} + {x1, y2} .

Согласно аксиоме A3

P{x2, y2} = P{B} + P ({x2, y1} + {x1, y2}) .

Второе слагаемое найдем по теореме сложения

P ({x2, y1} + {x1, y2}) = P{x2, y1} + P{x1, y2} − P{x1, y1} .

Учитывая, что P{xi, yj} = F (xi, yj) , получаем утверждение
(9.2.2).

Рис. 19

Свойства функции распределения F (x, y).
1. F (x, y) является неубывающей по каждому из аргумен-

тов.
2. F (x,−∞) = F (−∞, y) = F (−∞,−∞) = 0 .

3 F (+∞, +∞) = 1 .

Доказательства свойств 1-3 вытекают непосредственно из
определения функции распределения, и мы их опустим.
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9.3. Плотность вероятности системы X[2]

Пусть в области D, принадлежащей плоскости xOy, функ-
ция распределения вероятности некоторой случайной величи-
ны представляет собой дважды непрерывно дифференцируемую
функцию F (x, y), т.е. F (x, y) ∈ C2(D). Средней плотностью
вероятности попадания случайной величины в некоторый пря-
моугольник ∆D с размерами ∆x и ∆y, принадлежащими об-
ласти D, является отношение вероятности попадания слу-
чайной величины X[2] в ∆D к площади этого прямоугольника:
P (X[2]∈∆D)

∆x ∆y . Плотностью распределения случайной величины в
точке естественно назвать предел (если он существует)

p(x, y) = lim
∆y→0

(
lim

∆x→0

P{X[2] ∈ ∆Dj}
∆x ∆y

)
.

Существование этого предела в данном случае обеспечено
тем, что F (x, y) ∈ C2(D). В самом деле, согласно свойству 5
функции F (x, y) имеем:

P{X ∈ [ x, x + ∆x ], Y ∈ [ y, y + ∆y]} =

= F (x + ∆x, y + ∆y) − F (x, y + ∆y) − (F (x + ∆x, y) − F (x, y)) .

Применяя формулу Лагранжа "конечных приращений получим:

P{X ∈ [ x, x + ∆x ], Y ∈ [ y, y + ∆y ]} = F ′
x(ξ1, y + ∆y)∆x−

−F ′
x(ξ2, y + ∆y)∆x ,

где ξ1 и ξ2 — соответствующие средние точки из интервала (x, x+
∆x). Ясно, что

ξ1

ξ2

}
→ x

при ∆x → 0 . Поэтому

lim
∆x→0

P{X[2] ∈ ∆Dj}
∆x ∆y

=
1

∆y

[
F ′

x(x, y + ∆y) − F ′
x(x, y)

]
.



Случайные величины. Функции распределения 107

Снова применяя формулу Лагранжа (по y) и переходя к пределу
при ∆y → 0, получим равенство

p(x, y) =
∂2F (x, y)

∂y ∂x
,

которое примем за определение плотности распределения веро-
ятности случайной величины X[2] по известной функции распре-
деления вероятности F (x, y) этой случайной величины.

Если плотность на некотором прямоугольнике D постоянна
p(x, y) = p0, то из определения средней плотности имеем:

P{X[2] ∈ D} = p0 ∆x ∆y ,

где 4x и 4y стороны прямоугольгика D.

Предположим, что нам известна плотность p(x, y) распреде-
ления некоторой случайной величины и что

(i) функция p(x, y) интегрируема по Риману в области D.

Тогда для приближенного вычисления вероятности попада-
ния случайной величины X[2] в в область D можно применить
следующий процесс: область D разбиваем на достаточно мелкие
части ∆Dj , в каждой из которых фиксируется произвольная точ-
ка (xj , yj), а плотность на этом участке разбиения приближенно
считается постоянной, равной p(xj , yj), и тогда

P{X[2] ∈ D} =
n∑

n=1

P{X[2] ∈ ∆Dj} ≈
n∑

n=1

p(xj , yj) |∆Dj | .

Здесь последнее выражение представляет собой сумму Римана
для двойного интеграла по области D, который существует в
виду условия (i), и поэтому точное значение искомой вероятности
находится по формуле

P{X[2] ∈ D} =
∫

D

p(x, y) dxdy .
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Теперь необходимо отметить следующее. Мы определили
плотность распределения случайной величины X[2] как смешан-
ную производную от функции распределения F (x, y) при усло-
вии, что F ∈ C2(D). Это условие может быть нарушено. На-
пример, функция распределения представляет собой (неглад-
кую) склейку нескольких функций. Но тогда и функция плотно-
сти p(x, y) представляет собой также склейку соответствующих
функций и не может быть получена (в произвольной точке) как
смешанная производная от функции распределения. Более об-
щим является следующее определение плотности распределения
вероятности случайной величины X[2].

Определение 9.3.1. Функция p(x, y) называется плотно-
стью распределения вероятности случайной величины X[2], ес-
ли вероятность попадания случайной величины в произвольную
область G плоскости xOy вычисляется по формуле

P{X[2] ∈ G} =
∫

G

p(x, y) dxdy .

В этом определении функция p как функция точ-
ки (x, y), определена почти всюду, т.е. с точностью
до множества точек с нулевой лебеговой мерой.

Свойства плотности распределения случайной вели-
чины функции

Установите самостоятельно следующие свойства функции p:
1. p(x, y) ≥ 0;

2.
∞∫

−∞

∞∫
−∞

p(x, y) dx dy = 1 ;

3.
x∫

−∞

y∫
−∞

p(x, y) dx dy = F (x, y) ;

4.
x∫

−∞

∞∫
−∞

p(x, y) dx dy = F1(x) ;
∞∫

−∞

y∫
−∞

p(x, y) dx dy = F2(y) ;

5.
∞∫

−∞
p(x, y) dy = p1(x) ;

∞∫
−∞

p(x, y) dx = p2(y) ;

6. F ′
1(x) = p1(x) ; F ′

2(y) = p2(y) .
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Следует обратить внимание, что функции F1 и F2, опреде-
ленные в равенствах (9.2.1) и определенные в свойстве 4, имеют
один и тот же вероятностный смысл (вероятность попасть в по-
луплоскость), поэтому совпадают.

9.4. Зависимые и независимые случайные величины

Определение 9.4.1. Условным законом распределения од-
ной случайной величины, входящей в систему, называется за-
кон, найденный при условии, что другая случайная величина из
этой же системы приняла определенное значение.

Из определения следует, что условная функция вероятности
и условная плотность вероятности равны соответственно:

F (x/y) = P{X < x/Y = y} , p(x/Y = y) =
dF (x/Y = y)

dx
.

(9.4.1)
Если функция распределения F (x/y) дифференцируема, то

условная плотность распределения вероятности определяется
равенством

p(x/Y = y) =
dF (x/Y = y)

dx
.

Случайные величины X, Y , определенные на одном и том же
вероятностном пространстве (Ω,U , P ), называются независимы-
ми, если их функция совместного распределения представлена в
виде произведения функций, зависящих только от x и только от
y:

F (x, y) = F1(x) F2(y) . (9.4.2)

Теорема 9.4.1. Если X и Y случайные величины, опреде-
ленные на вероятностном пространстве (Ω,U , P ), независимы,
то

P{x1 < X < x2 , y1 < Y < y2} = P{x1 < X < x2}P{y1 < Y < y2} .

Доказательство. Используя формулу (9.2.2) и определение
(9.4.2.) вероятности попадания случайной величины X[2] в пря-
моугольник, получаем:

P{x1 < X < x2 , y1 < Y < y2} = F (x2, y2)−F (x1, y2)−F (x2, y1)+
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+F (x1, y1) = F1(x2) F2(y2) − F1(x1) F2(y2) − F1(x2) F2(y1)+

+F1(x1) F2(y1) = F2(y2) [F1(x2) − F1(x1)]+F2(y1) [F1(x2) − F1(x1)] =

= [F1(x2) − F1(x1)] [F2(y2) − F2(y1)] =

= P{x1 < X < x2}P{y1 < Y < y2}.
Доказательство закончено.

Теорема 9.4.2. Для того чтобы случайные величины X и Y ,
определенные на вероятностном пространстве (Ω,U , P ), были
независимы, необходимо и достаточно, чтобы их совместная
плотность распределения вероятности представлялась в виде
произведения функций, зависящих только от x и только от y:

p(x, y) = p1(x) p2(y) . (9.4.3)

Доказательство. 1. Н е о б х о д и м о с т ь. Если X и Y —
независимые случайные величины, то согласно теореме 9.4.1

P{x1 < X < x2, y1 < Y < y2} = P{x1 < X < x2}P{y1 < Y < y2}.
Отсюда следует равенство

∫

D

(x, y) dx dy =

x2∫

x1

p1(x) dx

y2∫

y1

p2(y) dy ,

где D = {(x, y) : x1 < X < x2 , y1 < Y < y2}. Поскольку верши-
ны этого прямоугольника произвольны, а функции, входящие в
полученное равенство непрерывны, то отсюда следует равенство
(9.4.3).

2. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполняется равенство

p(x, y) = p1(x) p2(y) .

Интегрируя его по квадранту {(x, y) : X ∈ (−∞, x) , Y ∈
(−∞, y)}, получим (9.4.2.):

F (x, y) = F1(x) F2(y) ,

отсюда независимость случайных величин X и Y следует по
определению. Доказательство закончено.
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9.5. Моменты, математическое ожидание, диспер-
сия системы X[2]

Пусть p(x, y) — плотность распределения случайной вели-
чины X[2] = (X, Y ). Как нам уже известно, моментами случай-
ной величины (одномерной) называется математическое ожида-
ние степени случайной величины. Для X[2] моментом поряд-
ка (α, β) называется математическое ожидание произведения
степеней случайных величин:

[Xα, Y β].

Выделим моменты порядков (1, 0), (0, 1) и (2, 0) и (0, 2) (это
соответственно математическое ожидание и дисперсия).

Определение 9.5.1 Математическим ожиданием случай-
ных величин X и Y , входящих в систему X[2], называются сле-
дующие значения

EX =
∑

i,j

xi p(xiyj), EX =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
x p(x, y) dxdy =

+∞∫

−∞
x p1(x) dx ;

EY =
∑

i,j

yj p(xiyj), EY =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
y p(x, y) dxdy =

+∞∫

−∞
y p2(y) dy

для дискретных и непрерывных случайных величин соответ-
ственно. Здесь введены плотности распределений p1(x) и p2(y)
случайных величин X и Y, входящих в систему X[2]:

p1(x) =

+∞∫

−∞
p(x, y) dy, p2(y) =

+∞∫

−∞
p(x, y) dx .

Докажем свойства математического ожидания 4) и 5), сфор-
мулированные в пункте 7.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 4): E[X + Y ] = EX + EY.
Достаточно доказать свойство для непрерывных случайных

величин. Поскольку случайные величины X и Y распределены
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на одном вероятностном пространстве (Ω,U , P ), то и случайная
величина X + Y распределена на этом же вероятностном про-
странстве, поэтому

E[X + Y ] =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
(x + y) p(x, y) dxdy =

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
x p(x, y) dxdy +

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
y p(x, y) dxdy .

Исходя из определения математического ожидания для случай-
ных величин, входящих в систему X[2], получаем свойство 4).

Д о к а з а т е л ь с т в о 5): E[XY ] = EX · EY. Доста-
точно доказать свойство для непрерывных случайных величин.
Поскольку случайные величины X и Y распределены на одном
вероятностном пространстве (Ω,U , P ), то и случайная величина
X + Y распределена на этом же вероятностном пространстве,
поэтому

E[XY ] =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
x y p(x, y) dxdy .

Для независимых случайных величин X и Y плотность распре-
деления p(x, y) = p1(x) p2(y). Поэтому

E[XY ] =

+∞∫

−∞
x p1(x)

+∞∫

−∞
y p2(y) dxdy = EY · EY.

Таким образом, для независимых случайныx величин X, Y , рас-
пределенных на одном вероятностном пространстве (Ω,U , P ), по-
лучаем свойство 5): E[XY ] = EX EY .

Пусть X[2] = (X, Y ). Введем обозначение для центрирован-
ных случайных величин, соответственно Xc = X − EX, Yc =
Y − EY .
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Определение 9.5.2. Дисперсией случайных величин X и Y ,
входящих в систему X[2], называются следующие значения

DX = E[X2
c Y 0

c ] = E[X2
c ] , DY = E[X0

c Y 2
c ] = E[Y 2

c ] .

В пункте 7.2 для независимых случайных величин X и Y ,
входящих в систему X[2], мы доказали свойство D[X + Y ] =
DX+DY . Для произвольных (X, Y ) = X[2] имеем (см. параграф
7.2, доказательство свойства 3 дисперсии)

D[X + Y ] = DX + DY + 2E [(X − EX)(Y − EY )] .

Причем здесь третье слагаемое равно нулю для независимых слу-
чайных величин X и Y , поэтому неравенство нулю выражения

E [(X − EX)(Y − EY )] 6= 0

есть признак наличия зависимости между X и Y . Математиче-
ское ожидание произведения центрированных случайных вели-
чин (X − EX) и (Y − EY ) называется корреляционным момен-
том E [Xc Yc] (моментом связи) или ковариацией11 случайных
величин X, Y , входящих в систему X[2].

9.6. Ковариация случайных величин. Коэффициент
корреляции

Пусть случайные величины X и Y определены на вероят-
ностном пространстве (Ω,U , P ). Ковариацией случайных вели-
чин X и Y называется математическое ожидание произведения
(X − EX) (Y − EY ):

cov(X, Y ) = E [(X − EX) (Y − EY )] .

Свойства
1) cov (X,Y) =cov(Y,X);

11От английского covariation - совместная вариация, абсолютный пока-
затель совместного рассеяния значений двух случайных величин. Может
рассматриваться как двумерный аналог дисперсии.
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2) cov(X,X)= DX ;
3) ковариация независимых случайных величин равна ну-

лю;
4) D[

∑n
i=1 ciXi ] =

∑n
i,j=1 ci cj cov(Xi, Xj) ;

5) |cov(X, Y )| ≤ √
DX DY .

Доказательство. Свойства 1), 2) и 3) с очевидностью выте-
кают из определения функции cov.

Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 4). Рассмотрим случайную

величину Y =
n∑

i=1
ci · Xi. Имеем: EY =

n∑
i=1

ci · EXi . Тогда

D

[
n∑

i=1

ci Xi

]
= E[(Y − EY )2] =

= E




n∑

i=1

ci(Xi − EXi )
n∑

j=1

cj(Xj − EXj )


 =

= E

n∑

i,j=1

ci cj(Xj − EXj )(Xi − EXi ) =

=
n∑

i,j=1

ci cj E [(Xj − EXj )(Xi − EXi )] =
n∑

i,j=1

ci cj cov(Xi Xj ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 5). Применяя свойства
дисперсии и свойства 3) и 2), получим:

0 ≤ D[ c1 X + c2 Y ]2 = c2
1 DX + c2

2 DY + 2c1 c2 cov(X, Y ) .

Выражение справа рассматриваем как квадратичную форму от
c1, c2. Знакоопределенность квадратической формы говорит о
том, что дискриминант квадратного трехчлена (относительно c1

или c2) не положителен, т.е. c2
2 cov2(X, Y )−c2

2DX DY ≤ 0 , откуда
следует утверждение свойства 4).

Свойство 4) дает основание рассматривать в качестве количе-
ственной характеристики зависимости случайных величин сле-
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дующее отношение, которое называется коэффициентом кор-
реляции12 случайных величин X и Y :

K(X, Y ) =
cov(X,Y )√

DX DY
.

Свойства коэффициента корреляции.
1) |K(X, Y )| ≤ 1 ;
2) если X и Y — независимые случайные величины, то

K (X, Y ) = 0 ;
3) если случайные величины связаны линейной зависимо-

стью, то |K(X, Y )| = 1 .
Доказательство. Свойства 1) и 2) с очевидностью вытекают

из соответствующих свойств ковариации случайных величин.
Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 3). Пусть Y = AX + B.
Имеем:

cov(X, Y ) = E [(X − EX) (Y − EY )] =

= E [(X − EX) (AX + B − E[AX + B])] =

= E [(X−EX) (AX − E[AX])] = AE
[
(X − EX)2

]
= A DX .

Учитывая, что (см. свойства дисперсии)

D[AX + B] = D[AX] + DB = A2DX,

получим утверждение свойства 3).

§ 10. Предельные теоремы теории вероятно-
стей

Выделяются две группы предельных теорем.
12От латинского correlatio - взаимосвязь, относительный показатель ли-

нейной взаимосвязи между случайными переменными.
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Первая группа предельных теорем получена на основе нера-
венства Чебышева и включает в себя теоремы Чебышева, Мар-
кова, Бернулли, Пуассона. Эта группа теорем обычно называет-
ся законом больших чисел. Практический смысл этого закона:
средний результат массовых случайных явлений практически
перестает быть случайным, весьма устойчив, является зако-
номерным и его можно прогнозировать.

Вторая группа предельных теорем (рассматривается в схе-
ме испытаний Бернулли) состоит из теоремы Лапласа и теоре-
мы Муавра-Лапласа и объединяется под общим названием цен-
тральная предельная теорема. Практический смысл этой теоре-
мы в том, что закон распределения суммы достаточно большого
числа случайных величин приближается к нормальному закону
распределения.

Предельные теоремы имеют важное значение в теории веро-
ятностей, являются по существу связующим звеном между тео-
рией вероятностей и статистикой как теорией, изучающей зако-
номерности случайных явлений при массовом наблюдении над
ними.

Ниже будут рассмотрены совокупность предложений, кото-
рые с вероятностью, близкой к единице, утверждают, что наступ-
ление некоторого события зависит от совокупности неограничен-
ного числа случайных событий (факторов), каждое из которых
оказывает на него незначительное влияние, то есть результат по-
чти не зависит от случая. Этот общий принцип носит название
— закон больших чисел 13.

Перейдем к формулировке и доказательству некоторых тео-
рем закона больших чисел, используя метод Чебышева, осно-
ванный на точном установлении общих свойств математических

13Исторически первое такое предложение было сформулировано Я. Бер-
нулли и опубликовано после его смерти в 1713 году. В 1837 году С. Пуас-
сон доказал аналогичную теорему в более широких условиях. В 1866 году
русский математик П.Л. Чебышев в работе "О средних величинах" изме-
нил концепцию Я. Бернулли, перейдя от рассмотрения случайных событий
к независимым случайным величинам. Позже А.А. Марковым были полу-
чены более общие результаты, в том числе применимость закона больших
чисел к суммам зависимых величин.
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ожиданий и на использовании оценки распределений случайных
величин.

10.1. Неравенство Чебышева

Предположим, что задано вероятностное пространство
(Ω,U , P ), на котором определена случайная величина X.

Теорема 10.1.1 (Неравенство Чебышева). Пусть для слу-
чайной величины X существует математическое ожидание
EX и дисперсия DX , тогда для любого ε > 0

P {|X − EX| ≥ ε} ≤ DX

ε2
. (10.1.1)

Доказательство проведем для непрерывной случайной ве-
личины, заданной плотностью распределения p(x). В этом слу-
чае вероятность попасть в любой интервал (a, b) определяется
интегралом от плотности по отрезку [a, b]. Поэтому, обозначая
m = EX, имеем:

P{|X − m| ≥ ε} =
∫

{x:|x−m|≥ε}

p(x) dx . (10.1.2)

С другой стороны,

DX =

+∞∫

−∞
|x − m|2 p(x) dx ≥

∫

{x:|x−m|≥ε}

|x − m|2 p(x) dx .

Это неравенство только усилится, если величину |x − m|2 заме-
нить на ε2:

DX ≥ ε2

∫

{x:|x−m|≥ε}

p(x) dx .

Воспользуемся равенством (10.1.2), тогда

DX ≥ ε2 P{|X − m| ≥ ε},
откуда следует (10.1.1). Доказательство закончено.
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Следствие. Неравенство Чебышева, записанное в виде

P {|X − m| < ε} ≥ 1 − DX

ε2
, (10.1.3)

дает нижнюю границу отклонения любой случайной величины
от своего математического ожидания. Это неравенство подтвер-
ждает правильность выбора дисперсии в качестве меры рас-
сеивания значений случайной величины вокруг своего матема-
тического ожидания. В самом деле, с уменьшением дисперсии
необходимо уменьшать ε, чтобы нижняя граница вероятности
(= 1 − DX

ε2 ) отклонения случайной величины от своего матема-
тического ожидания не изменилась.

Теперь вернемся к правилу трех сигм. Положим в (8.2.5) ε =
kσ при k = 1, 2, 3. Получим, что вероятности того, что случайная
величина выйдет за пределы kσ от математического ожидания
имеет следующие верхние границы:

при k = 1 P{|X − m| > σ} ≤ 1;
при k = 2 P{|X − m| > 2σ} ≤ 1/4;
при k = 3 P{|X − m| > 3σ} ≤ 1/9.

Из этих соотношений мы видим, что правило 3σ, полученное
ранее только для нормального распределения, распространяется
для произвольных случайных величин.

Правило 3σ (общий случай). Вероятность того, что от-
клонение случайной величины от своего математического ожи-
дания будет по абсолютной величине больше чем 3σ, не может
быть больше 1/9, т.е. практически мала.

Правило 3σ применяется в общем случае, когда закон распре-
деления случайной величины неизвестен, а известны только m
и σx, при этом отрезок с границами m± 3σx считается отрезком
практически возможных значений случайной величины.

В большинстве случаев, эта вероятность значительно меньше
1/9. Так для нормального закона она равна 0,003 (см. правило
3σ для нормального распределения).

Отметим, что неравенство Чебышева имеет практическое
значение только при относительно больших ε.
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Действительно, пусть ε = 1
2

√
Dx, тогда

P

{
|X − m| ≥ 1

2

√
Dx

}
≤ Dx

Dx/4
= 4 .

Но ясно, что вероятность любого события не может быть боль-
ше 1. Если же ε = 10

√
Dx, то P

{|X − m| ≥ 10
√

Dx

}
= Dx

100Dx
=

0, 001. Это уже неплохая оценка вероятности.

10.2. Теорема Чебышева

Все изучаемые далее случайные величины рассматриваются
на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,U , P ).

Теорема 10.2.1. Пусть X1, X2, . . . , Xn — попарно незави-
симые случайные величины и

lim
n→∞

1
n2

n∑

n=1

DXi = 0 . (10.2.1)

Тогда для любого ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1 . (10.2.2)

Доказательство. Согласно неравенству Чебышева (10.1.1),
имеем:

P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

ε2
D

[∑n
i=1 Xi

n

]
.

Так как случайные величины X1, X2, . . . , Xn попарно независи-
мы, то согласно свойствам дисперсии, получим:

P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

ε2 n2

n∑

i=1

DXi → 0, n → ∞ .

Но тогда вероятность противоположного события стремится к
единице, т.е. справедливо равенство (10.2.2). Доказательство за-
кончено.
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Теорема (10.2.1) справедлива и для зависимых случайных ве-
личин. Приведем формулировку этой теоремы без доказатель-
ства.

Теорема 10.2.2 (Теорема Маркова). Пусть последователь-
ность X1, X2, . . . , Xn состоит из зависимых случайных вели-
чин и

lim
n→∞

1
n2

n∑

n=1

DXi = 0 .

Тогда для любого ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1 .

Теорема 10.2.3 (Обобщенная теорема Чебышева). Ес-
ли X1, X2, . . . , Xn — попарно независимые случайные величи-
ны с математическими ожиданиями EX1, EX2, . . . , EXn и
∀i DXi < C , то для любого ε > 0

lim
n→∞P

(∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1 . (10.2.3)

Доказательство. Согласно неравенству (10.1.1)

P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

≤ 1
ε2 n2

n∑

i=1

DXi ≤ 1
ε2 n2

nC → 0

при n → ∞ . Но тогда вероятность противоположного события
стремится к единице, т.е. справедливо равенство (10.2.3). Дока-
зательство закончено.

Обобщенная теорема Чебышева является одной из важней-
ших в группе теорем — закона больших чисел. Она устанавли-
вает связь между средним арифметическим наблюдаемых зна-
чений случайной величины и ее математическим ожиданием.

Пределы в теоремах (10.2.2) и (10.2.3) удобно формулиро-
вать, используя понятие сходимости по вероятности.
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Определение 10.2.1. Последовательность случайных вели-
чин X1, X2. . . . , Xn сходится по вероятности к величине a,(
Xn

p−→ a
)

, если для любого ε > 0 lim
n→∞P{|Xn − a| < ε} = 1 .

10.3. Закон больших чисел

Здесь мы рассмотрим одну из простейших и вместе с тем
наиболее важных форм закона больших чисел.

Предварительно проведем следующие вспомогательные рас-
суждения.

Имеется случайная величина X c математическим ожидани-
ем EX = m и с дисперсией DX = d. Производится n опытов, в
каждом из которых эта случайная величина может принять од-
но из своих значений. Через Xi обозначим случайную величину
— реализация случайной величины X в i-ом опыте. Предполо-
жим, что произведено n опытов, и рассмотрим новую случайную
величину Y — среднее арифметическое этих величин:

Y =
∑n

i=1 Xi

n
.

Ясно, что все случайные величины Xi имеют те же числовые
характеристики, что и случайная величина X. Найдем матема-
тическое ожидание и дисперсию для Y . Имеем:

EY =
1
n

n∑

i=1

EXi =
1
n

n∑

i=1

m =
1
n

nm = m,

DY =
1
n2

n∑

i=1

DXi =
1
n2

n∑

i=1

d =
1
n2

nd =
d

n
.

Из этих вспомогательных рассуждений получим следующие вы-
воды:

— математическое ожидание "средней" случайной величины
Y не зависит от числа опытов и равно математическому ожида-
нию наблюдаемой случайной величины X.

— дисперсия "средней" случайной величины Y неограничен-
но убывает с увеличением числа опытов (чем больше опытов,
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тем меньше отклонение (разброс) значений случайной величины
X от своего математического ожидания).

Последнее требование как раз и содержится в теореме Чебы-
шева. Теперь сформулируем закон больших чисел.

При достаточно большом числе независимых опытов сред-
нее арифметическое наблюдаемых значений случайной величи-
ны сходится по вероятности к ее математическому ожида-
нию:

lim
n→∞P

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Xi

n
− m

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

Или среднее арифметическое реализаций случайных величин
сходится по вероятности к ее математическому ожиданию
при неограниченном увеличении числа опытов, т.е.

(∑n
j=1 Xj

n

)
p−→ m.

Точная формулировка закона больших чисел:
Теорема 10.3.1 (Теорема Хинчина). Если X1, X2, . . . , Xn —

одинаково распределенные и попарно независимые случайные ве-
личины, имеют конечную дисперсию DXi = σ2 < ∞ и матема-
тическое ожидание EXi = m, то для любого ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
− m

∣∣∣∣ < ε

}
= 1 . (10.3.1)

Доказательство с очевидностью вытекает из теоремы Че-
бышева,

т.к.
∑n

i=1 EXi

n = n a
n = m .

Теорема 10.3.2 (Теорема Бернулли). Пусть µn — число по-
явлений события A в схеме испытаний Бернулли и P (A) = p,
тогда для любого ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ε
}

= 1 . (10.3.2)

Доказательство. Обозначим через Xi случайную величину,
равную
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{
1, если в i-ом испытании событие A произошло
0, если в i-ом испытании событие A не произошло.

Тогда µn =
∑n

i=1 Xi. Кроме того,

m = a = E[Xi ] = 1 p + 0 (1 − p) = p , (∀ i = 1, 2, 3, . . .) .

Отсюда

P
{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ε
}

= P

(∣∣∣∣
∑n

i=1 Xi

n
− a

∣∣∣∣ < ε

)
.

Теперь утверждение (10.3.2) следует из равенства (10.3.1).
Доказательство закончено.
Как было отмечено выше, теорема Бернулли является исто-

рически первой и важнейшей формой закона больших чисел.
Она устанавливает связь между частотой события µn

n и ее ве-
роятностью p: относительная частота µn

n появления события A в
каждом испытании стремится к вероятности этого события при
неограниченном увеличении количества испытаний. Рассмотрим
далее обобщение теоремы Бернулли — теорему Пуассона, допус-
кающую в отличие от теоремы Бернулли зависимость вероят-
ности появления события P (A) = pi от номера испытания. Эту
теорему приведем в качестве упражнения.

¦ Пример.
Теорема 10.3.3 (Теорема Пуассона). При неограниченном

увеличении числа независимых испытаний в переменных усло-
виях частота события A сходится по вероятности к среднему
арифметическому вероятностей pi появления события A в i-ом
испытании:

lim
n→∞P

(∣∣∣∣
µn

n
−

∑n
i=1 pi

n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1 .

Указание. Используйте случайную величину Xi, введенную
при доказательстве теоремы Пуассона, и обобщенную теорему
Чебышева.
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10.4. Усиленный закон больших чисел

Пусть X1, X2, . . . , Xn — последовательность случайных ве-
личин с конечной дисперсией. Если дисперсии равномерно огра-
ничены, то при n → ∞ имеет место закон больших чисел

(∑n
i=1 Xi

n

)
p−→ a

или говорят, что последовательность случайных величин
{Xn, n ≥ 1} удовлетворяет закону больших чисел.

Прежде чем дать формулировку усиленного закона больших
чисел, определим еще один вид сходимости — сходимость с ве-
роятностью единица (или сходимость почти наверное).

Определение 10.4.1. Последовательность случайных вели-
чин X1, X2. . . . , Xn сходится почти наверное к случайной вели-
чине X,

(
Xn

п.н.−→ X
)

, если

P{ lim
n→∞Xn = X} = 1.

Усиленным законом больших чисел14 называют утвер-
ждения, в которых сходимость по вероятности заменяется схо-
димостью с вероятностью единица. Таким образом, если в уси-
ленном законе больших чисел говорят о поведении всей после-
довательности сумм в целом, то в обычном законе больших чи-
сел речь идет лишь об отдельных суммах. При этом отдельно
рассматривают случаи, когда случайные величины {Xn, n ≥ 1}
распределены одинаково и имеют произвольное распределение.

Сформулируем некоторые теоремы усиленного закона боль-
ших чисел для последовательности случайных величин.

14Впервые был сформулирован и доказан в 1909 году французским ма-
тематиком Э. Борелем (1871–1956) для схемы Бернулли в случае p = 1

2
.

Ф. Кантели установил достаточные условия усиленного закона больших чи-
сел для независимых случайных величин в терминах вторых и четвертых
центральных моментов слагаемых. Дальнейшее расширение условий прило-
жимости усиленного закона больших чисел было осуществлено А.Я. Хинчи-
ным (ввел термин "усиленный закон больших чисел"), А.Н. Колмогоровым
и Ю.В. Прохоровым.
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Теорема 10.4.1 (Теорема Кантелли). Пусть X1, X2. . . . , Xn

— последовательность независимых случайных величин с ко-
нечным четвертым моментом и такие, что для некоторого
C = const

E|Xn − EXn|4 ≤ C, n ≥ 1.

Тогда при n → ∞
(∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

)
п.н.−→ 0 . (10.4.1)

Теорема 10.4.2 (Теорема Колмогорова). Пусть
X1, X2. . . . , Xn — последовательность независимых случайных
величин с конечным вторым моментом, т.е DXn = σ2 < ∞ и
выполнено условие (Колмогорова)

∞∑
n

DXn

n2
< ∞.

Тогда при n → ∞
(∑n

i=1 Xi

n
−

∑n
n=1 EXi

n

)
п.н.−→ 0 . (10.4.2)

Замечание 10.4.1. Условие Колмогорова
∑∞

n
DXn
n2 < ∞ яв-

ляется достаточным, но не необходимым для справедливости
усиленного закона больших чисел.

В теории известно много примеров последовательностей неза-
висимых случайных величин, для которых имеет место усилен-
ный закон больших чисел, но условие Колмогорова не выполнено
(см. [17], стр. 154.).

В случае, если случайные величины взаимно независимы и
одинаково распределены, для подчинения их усиленному закону
больших чисел нет необходимости существования второго мо-
мента. Необходимым и достаточным условием для применимо-
сти усиленного закона больших чисел для такой последователь-
ности случайных величин является существование математиче-
ского ожидания.
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Теорема 10.4.3 (Теорема Колмогорова). Пусть
X1, X2. . . . , Xn — последовательность независимых, оди-
наково распределенных случайных величин с E|Xn| < ∞. Тогда
при n → ∞ (∑n

i=1 Xi

n

)
п.н.−→ m, (10.4.3)

где m = EXn.

Замечание 10.4.2. В схеме Бернулли для числа успехов име-
ет место не только закон больших чисел µn

n

p−→ p , но и уси-
ленный закон больших чисел µn

n
п.н.−→ p .

Замечание 10.4.3. Утверждение теоремы можно сформули-
ровать следующим образом. Пусть X1, X2. . . . , Xn — последова-
тельность независимых, одинаково распределенных случайных
величин, для которых

(∑n
i=1 Xi

n

)
п.н.−→ C ,

где C — конечная константа. Тогда E|Xn| < ∞ и C = EXn.

Замечание 10.4.4. Если математическое ожидание суще-
ствует, но не обязательно конечно, то утверждение теоремы
(10.4.3) остается в силе.

Доказательства сформулированных выше теорем читатель
может найти, например, в следующих книгах: [4], [16].

Закон больших чисел и усиленный закон больших чисел име-
ют большое не только теоретическое и методологическое значе-
ние для науки, но и огромную, прежде всего, практическую цен-
ность. Они используются при математическом изучении явле-
ний природы, физических, химических, технических процессов,
а также тех или иных общественных явлений. Проиллюстрируем
действие законов следующим схематическим примером.

¦ Пример 1. Рассмотрим отрезок проводника (пусть это бу-
дет кусок медной проволоки) определенного сечения. Заранее
нельзя сказать, с какой скоростью и в каком направлении будут
двигаться отдельные свободные электроны, так как их движе-
ние хаотично. Но если рассмотреть поведение электронов при
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определенных условиях — наложение внешнего электрического
поля на проводник, то можно рассчитать долю свободных элек-
тронов, которые будут двигаться в определенном направлении.
Именно поведение совокупности действия свободных электро-
нов, а не каждого в отдельности определяет основное свойство
проводника — проводимость электрического тока. Возможность
проводимости тока определяется количеством свободных элек-
тронов, проходящих за единицу времени через единицу площади
сечения проводника. Количество электронов, проходящих через
сечение, меняется в зависимости от случая, однако в силу дей-
ствия закона больших чисел — сила тока остается постоянной
величиной. Это "уравнивающее" влияние закона больших чисел
выполняется с высокой точностью. Отсутствие тока в провод-
нике в обычных условиях (без наложения электрического поля)
можно объяснить с позиций усиленного закона больших чисел.
Определенная доля свободных электронов проходит через задан-
ное сечение в определенный момент времени в одном направле-
нии, другая доля — в противоположном. Из курса физики из-
вестно, что оба эти направления компенсируются. Действие раз-
личных случайных факторов вызывает небольшое отклонение
в ту или иную сторону, однако суммарное поведение свободных
электронов становится вполне закономерным, тока в проводнике
не может быть.



Глава 3

Элементы теории
случайных процессов

Следуя исторической концепции, с тем чтобы объяснить воз-
никновение и развитие основных положений теории вероятно-
стей, дадим краткое обоснование появлению новой теории — тео-
рии случайных процессов. В результате дальнейшего изучения
реальных процессов, но теперь уже во времени, многие ученые,
в том числе физики, биологи, инженеры и другие, подошли к
весьма важной проблеме. Теория вероятностей предлагала им в
качестве математического аппарата лишь средства, изучавшие
стационарные состояния. Необходима же была теория, которая
изучала случайные величины, зависящие от одного или несколь-
ких непрерывно изменяющихся параметров. В XX веке пробле-
ма достигла своей зрелости, вызвав эвристическое направление
в поисках ее решения.

Начало общей теории случайных процессов было положено
работами советских математиков А. Н. Колмогоровым (1903–
1987), А. Я. Хинчиным (1894–1959), Е. Е. Слуцким (1880–
1948), Н. Винером (1894–1965). Однако у них были предше-
ственники — П. Лаплас, Л. Башелье, Ж. Пуанкаре, А.А. Мар-
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ков.Колмогоровым было дано систематическое и строгое постро-
ение основ теории стохастических процессов без последействий
(процессов марковского типа). В работах А.Я. Хинчина была
создана теория стационарных процессов. Н. Винер в середине
двадцатых годов при изучении броуновского движения ввел в
рассмотрение процесс, получивший название винеровского про-
цесса. Работы Е. Е. Слуцкого (1880–1948) посвящены изучению
теории случайных функций. В наши дни теория случайных про-
цессов занимает центральное место не только в теории вероят-
ностей, но также в естествознании, в инженерном деле, в эко-
номике, в организации производства, в теории связи, в теории
массового обслуживания и др..

Прежде чем перейти к изучению элементов теории случай-
ных процессов, рассмотрим некоторые задачи, которые явились
исходным пунктом новой теории.

1. Изучение процесса диффузии

Рассмотрим поведение какой-нибудь молекулы газа или жид-
кости. Эта молекула в случайные моменты сталкивается с други-
ми молекулами и меняет при этом направление движения и ско-
рость. Состояние молекулы, таким образом, подвержено случай-
ным изменениям и представляет собой ничто иное, как случай-
ный процесс, который определяется шестью параметрами - тре-
мя координатами и тремя компонентами скорости. Как быстро
протекает процесс диффузии, по каким законам, когда образую-
щая смесь становится однородной? На все эти вопросы дает ответ
статистическая теория диффузии1, в основе которой лежит тео-
рия случайных процессов. Подобные задачи возникают в химии
при изучении химических реакций. Теория случайных процес-
сов дает ответы на вопросы: какая часть молекул уже вступила
в реакцию, какова особенность протекания реакции во времени
и др.?

1Попытка изучения средствами теории вероятностей явления диффузии
была предпринята в 1914 г. двумя известными физиками — М. Планком
(1858–1847) и А. Фоккером (1887–1972).
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2. Изучение явлений, протекающих по принципу
радиоактивного распада

Многочисленные наблюдения показывают, что распад от-
дельных атомов происходит в случайно взятые моменты времени
и расположение этих моментов, если количество распадающего-
ся вещества не превосходит некоторого определенного критиче-
ского предела, не зависит друг от друга. Для изучения процесса
радиоактивного распада весьма важно определить вероятность
того, что за определенный промежуток времени распадается то
или иное число атомов. Аналогично происходят многие другие
процессы: процесс броуновского движения, который определяет
число броуновских частиц, оказавшихся в данный момент в опре-
деленной области пространства. Изучением таких процессов за-
нимается статистическая теория броуновского движения2. Или
различные процессы массового обслуживания, например, чис-
ло вызовов от абонентов, поступающих на телефонную станцию,
количество обращений в банкоматы, терминалы оплаты сотовой
связи и др., базовой основой которых является также теория слу-
чайных процессов.

3. Исследования, связанные с фондовой биржей
Одним из способов ограничения массы денег, обращающих-

ся в стране, является использование различных векселей, рас-
писок и других ценных бумаг, которые монопольно выпускают-
ся государством. Известно, что акции ликвидны, то есть могут
быть проданы на рынке — превращены в ту или иную валюту.
Как правильно выбрать стратегию биржевой игры на основе про-
шлых данных о ценах закрытия, как проследить динамику цен
акций за какой-то период, как удачно выбрать момент покуп-

2Теория броуновского движения, исходящая из теоретико-вероятностных
предпосылок, была разработана в 1905 г. двумя известными физиками М.
Смолуховским (1872–1917) и А. Эйнштейном (1879–1955). Основные положе-
ния их трудов использовались неоднократно как при изучении физических
явлений, так и в различных инженерных задачах. В частности, именно с
этих работ, а также с работ Эрланга, проявился широкий интерес к процессу
Пуассона. Впрочем, сам Пуассон ввел в рассмотрение только распределение
Пуассона, но он заслужил, чтобы его имя произносилось и при изучении
случайных процессов, связанных с его распределением.
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ки и продажи акций? На эти вопросы также дает ответ теория
случайных процессов.

§ 11. Введение в теорию случайных процес-
сов

11.1. Определение случайного процесса

В курсе теории вероятностей основой аксиоматики явля-
ется понятие вероятностного пространства (Ω,U , P ), где Ω—
пространство элементарных событий, U— σ-алгебра подмно-
жеств Ω, называемая событиями, P— вероятностная мера на U .
Случайной величиной X, принимающей значения в множестве
B, называется любая функция X : Ω → B, измеримая отно-
сительно U . Обычно за множество B принимают B = Z, или
B = R1, или B = Rn (в случае векторных случайных величин
или геометрических вероятностей). В теории случайных процес-
сов используется та же конструкция и практически та же терми-
нология, определенная для случайных величин3. Введем понятие
случайного процесса, базирующегося на аксиоматике теории ве-
роятностей.

Определение 11.1.1. Случайным процессом {X(t, ω)} на-
зывают последовательность или совокупность случайных ве-
личин, заданных на вероятностном пространстве (Ω,U , P ), за-
висящих от параметра t, t ∈ T ( t интерпретируется как вре-
мя).

3Только в качестве множества B выбирается множество более сложной
структуры. Например, если B = Zz или B = Rz, то случайная величина
X принимает значения в пространстве целочисленных или действительных
последовательностей, и говорят, что X— случайный процесс с дискретным
временем.
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Определение 11.1.2. Реализацией (траекторией) случай-
ного процесса называется неслучайная функция, полученная при
фиксированном ω0 ∈ Ω . Совокупность всех возможных реали-
заций называют ансамблем реализаций данного случайного про-
цесса.

Определение 11.1.3. Сечением случайного процесса назы-
вается случайная величина X(t0, ω), полученная при фиксиро-
ванном t0 ∈ T.

Таким образом, случайный процесс можно рассматривать ли-
бо как совокупность случайных величин X(t), зависящих от па-
раметра t, либо как совокупность реализаций процесса X(t). При
этом для определения случайного процесса необходимо задавать
вероятностную меру в пространстве реализаций процесса.

11.2. Классификация случайных процессов

Основные признаки, по которым различаются случайные
процессы, касаются природы пространства состояний (обозна-
чаемого через E), временного параметра T и отношений зависи-
мости между случайными величинами.

Определение 11.2.1. Пространство состояний — это про-
странство, которому принадлежат все возможные значения,
принимаемые всеми случайными величинами X(t) или Xt. Ес-
ли E совпадает с R, то процесс {X(t)} называется действи-
тельным случайным процессом. Если E — евклидово k-мерное
пространство, то процесс {X(t)} является k-мерным.

Определение 11.2.2. Если T = {0, 1, 2, ..}, то {X(t)} явля-
ется процессом с дискретным временем. Если T = [0;∞), то
{X(t)} — процесс с непрерывным временем.

¦ Пример 1. Любой выборочный контроль продукции будет
относиться к случайным процессам с дискретными состояниями
(e1 — годная, e2 — негодная продукция) и дискретным временем
(t1, t2 -время проверки). С другой стороны, случай отказа любой
машины можно отнести к случайным процессам с дискретными
состояниями, но непрерывным временем. Регистрацию темпера-
туры воздуха в определенные моменты времени можно отнести к
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случайному процессу с непрерывным состоянием и дискретным
временем, в свою очередь случайный процесс изменения напря-
жения в электросети питания ЭВМ является примером случай-
ного процесса с непрерывным состоянием и временем.

Важной чертой случайного процесса {X(t)} является зависи-
мость между случайными величинами X(t). Характер этой зави-
симости определяется заданием совместных функций распреде-
лений для каждого конечного семейства X(t1), X(t2), . . . . В тео-
рии случайных процессов выделяют различные широкие классы
случайных процессов, которые могут и пересекаться. Опишем
некоторые классические типы случайных процессов, характери-
зующиеся различными видами зависимости между X(t), t ∈ T.

1. Марковские процессы
Являются самым крупным направлением в теории случай-

ных процессов.
Случайный процесс {X(t)} называется марковским, если вы-

полняется условие Маркова: ∀t1 < t2 < . . . < tn справедливо
соотношение

P{X(tn) = en/X(t1) = e1, X(t2) = e2, . . . , X(tn−1) = en−1} =

= P{X(tn) = en/X(tn−1) = en−1}, где e1, e2, . . . , en ∈ E.

Для 3-х моментов времени ti < tj < tk условие Маркова при-
мет вид:

P{X(tk) = ek/X(tj) = ej , X(ti) = ei} = P{X(tk) = ek/X(tj) = ej}.
Таким образом, будущее состояние системы зависит от про-

шлого только через настоящее. Марковские процессы являются
естественным обобщением детерминированных процессов, рас-
сматриваемых в классической физике. В детерминированных
процессах состояние системы в момент времени t0 однозначно
определяет ход процесса в будущем; в марковских процессах со-
стояние системы в момент времени t0 однозначно определяет рас-
пределение вероятностей хода процесса при t > t0, причем ника-
кие сведения о ходе процесса до момента времени t не изменя-
ют это распределение. Марковские процессы получили широкое
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применение в статистическом контроле качества продукции, в
теории массового обслуживания, в теории надежности, в теории
планирования.

2. Стационарные случайные процессы
Являются вторым по значимости классом случайных процес-

сов.
Случайный процесс {X(t)}, t ∈ T ≤ R1 называется стаци-

онарным в узком смысле, если совместные распределения се-
мейств X(t1+h), X(t2+h), . . . , X(tn+h) и X(t1), X(t2), . . . , X(tn)
одинаковы при всех n > 0 и всех t1, t2, . . . , tn ∈ T, т.е. многомер-
ная функция распределения не зависит от начала отсчета или от
сдвига всех сечений вправо или влево на один и тот же интервал
времени.

Случайный процесс {X(t)}, t ∈ T ≤ R1 называется ста-
ционарным в широком смысле, если его математическое ожи-
дание и дисперсия не зависят от времени, а ковариационная
функция зависит только от разности моментов времени, т.е.
B(t, t + h) = B(h), где B(t, t + h) = cov(X(t, ω), X(t + h, ω)).

Узкое и широкое определения стационарности не тождествен-
ны. Случайные процессы, стационарные в узком смысле, всегда
стационарны в широком смысле, но не наоборот. Схема стацио-
нарных случайных процессов с хорошим приближением описы-
вает многие реальные явления, сопровождающиеся неупорядо-
ченными флуктуациями. Так, например, пульсации силы тока
или напряжения в электрической цепи (электрический "шум")
можно рассматривать как стационарный случайный процесс, ес-
ли эта цепь находится в стационарном режиме, т.е. если все ее
макроскопические характеристики и все условия, вызывающие
протекание через нее тока, не меняются во времени; пульсации
скорости в точке турбулентного течения представляют собой ста-
ционарный случайный процесс, если не меняются общие условия,
порождающие рассматриваемое течение (т.е. течение является
установившимся), и т.д.. Выделение понятия стационарного слу-
чайного процесса и получение первых относящихся к нему ма-
тематических результатов, как было отмечено выше, являются
заслугой Е.Е. Слуцкого и относятся к концу 20-х и началу 30-х
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гг. XX века. В дальнейшем важные работы по теории стационар-
ных случайных процессов были выполнены А.Я. Хининым, А.Н.
Колмогоровым, Г. Крамером, Н. Винером и др.

3. Мартингалы
В последние десятилетия интенсивно ведутся исследования

класса случайных процессов, которые называются мартингала-
ми 4. Общность этого класса определяется тем, что на характер
зависимости между случайными величинами накладываются до-
вольно слабые условия, выражаемые в терминах условных мате-
матических ожиданий.

Пусть {X(t)}, t ∈ T — действительный случайный процесс с
дискретным или непрерывным параметром T. Случайный про-
цесс {X(t)} называется мартингалом, если для ∀t1 < t2 < . . . <
tn+1, ti ∈ T справедливо E{X(tn+1)/X(t1) = e1, . . . , X(tn) =
en} = en, для всех допустимых значений e1, e2, . . . , en, то есть
условное математическое ожидание мартингала в следующий
момент времени равно его значению в предыдущий момент вре-
мени. Иными словами, мартингал — это процесс без сноса (в том
смысле, что его математическое ожидание в следующий момент
времени совпадает со значением в текущий момент).

¦ Пример 2. Если X(t) описывает состояние капитала игро-
ка в момент t, то по определению мартингала средняя величина
его капитала в момент tn+1 при условии, что в момент tn он рас-
полагал капиталом en , равно en, независимо от того, каков был
его капитал в предшествующие моменты времени.

В математической теории мартингалов основную роль игра-
ют моменты остановки ν. В математических моделях финансо-
вого рынка процесс {X(t)} может описывать, например, цену
акций в момент t, а случайный момент ν соответствовать мо-
менту продажи пакета его владельцем. Мартингалы с успехом
применяются в генетике, теории потенциала, стохастических ин-
тегралах и т.д.

4Французский финансовый математик Л. Башелье создал общую мате-
матическую теорию безобидных игр — мартингал, которая позднее, после
исследований Ж. Вилле, П. Леей, Д. Дуба (1910–2004) и др., стала одним
из важнейших классов стохастических процессов.
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4. Процесс с независимыми приращениями
Именно с изучения данного класса возникла теория случай-

ных процессов. Вначале изучались винеровские процессы (про-
цессы броуновского движения5), затем более общие процессы с
независимыми приращениями.

Случайный процесс {X(t)}, ti ∈ T ≤ R1 — процесс с незави-
симыми приращениями, если его приращения на неперекрываю-
щихся отрезках не зависят друг от друга: для ∀t0 < t1 < . . . <
tn ∈ T приращения случайных величин X(t1) − X(t0), X(t2) −
X(t1), . . . , X(tn) − X(tn−1), независимы.

Примерами процессов с независимыми приращениями явля-
ются процесс броуновского движения (процесс с независимыми
приращениями, для которых распределение величины X(t+h)−
X(t), t ≥ 0, h > 0 является гауссовым), процесс Пуассона (стоха-
стически непрерывный процесс с независимыми приращениями,
если X(t) − X(s), ∀t, s ≥ 0, s < t), безгранично делимые распре-
деления и др.

§ 12. Математический аппарат дискретных
марковских цепей

Цепь Маркова — одна из первых строго математически
обоснованных моделей случайных процессов. Такой процесс был

5Представляет собой модель движения маленькой частицы, взвешенной
в жидкости или газе и совершающей хаотическое движение в результате
столкновения с молекулами окружающей среды. Впервые такое явление на-
блюдал голландский натуралист (известен как изобретатель микроскопа)
Антони ван Левенгук (1632–1723) в 1670 году, изучая поведение частицы
пыльцы в водном растворе под микроскопом. Английский ботаник Р. Броун
(1773–1858) в 1828 г. подробно описал свойства этого движения. Математи-
чески строгую теорию броуновского движения построил в 1923 г. Н. Винер
(1894–1964), однако значение его работы было понято после создания акси-
оматической теории вероятностей А.Н. Колмогоровым.
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впервые рассмотрен в работе А.А. Маркова (1856–1922), посвя-
щенной анализу последовательности гласных и согласных букв в
русском тексте. Общая теория марковских процессов и их клас-
сификация была дана А.Н. Колмогоровым в 1930 году. Его ис-
следования дали логически безупречную математическую осно-
ву общей теории марковских процессов. В настоящее время тео-
рия марковских процессов и ее приложения широко применяют-
ся в самых различных областях наук: в механике, физике, химии
и др. Благодаря сравнительной простоте и наглядности матема-
тического аппарата, высокой достоверности и точности получае-
мых решений, особое внимание марковские процессы приобрели
у специалистов, занимающихся исследованием операций и тео-
рией принятия оптимальных решений.

12.1. Классификация марковских случайных про-
цессов

Марковские процессы различаются состояниями во времени
и в пространстве. В отношении состояния процесса во времени
различают два типа марковских процессов: с дискретным време-
нем и непрерывным временем.

Определение 12.1.1. Марковским случайным процессом с
дискретным временем называется такой процесс, у которого
переходы из одного состояния в другое возможны в строго опре-
делённые, заранее заданные моменты времени t1, t2, . . . , tk, на-
зываемые шагами процесса. Такой процесс называется цепью
Маркова или процессом с дискретным параметром T , который
может быть процессом с конечным или бесконечным множе-
ством состояний.

Определение 12.1.2. Марковским случайным процессом с
непрерывным временем называется такой процесс, у которого
переход из одного состояния в другое возможен в любой момент
времени t.

Случайные процессы, в том числе марковские, могут быть
с дискретным числом состояний. В этом случае они называют-
ся дискретными случайными процессами. Число состоя-
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ний является счётным конечным или бесконечным. И выделя-
ют класс непрерывных случайных процессов, для которых
возможно бесконечное множество состояний.

Рис. 20

12.2. Вероятностные характеристики цепей Марко-
ва

Пусть E = {e0, e1, . . . , ek, . . .} — некоторое конечное или
счетное множество. Рассмотрим последовательность случайных
величин {Xn}, n = 0, 1, . . . , которые принимают значения из
заданного множества с вероятностями Pk(n) = P{Xn = ek},
k = 0, 1, . . . . Таким образом, Xn — случайная величина с дис-
кретным (конечным или счетным) множеством состояний E.
Случайную последовательность {Xn}, n = 0, 1, . . . указанного
типа называют дискретной цепью.
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Определение 12.2.1. Случайная последовательность {Xn}
называется дискретной цепью Маркова 6, если она являет-
ся дискретной цепью и обладает марковским свойством, т.е.
для любых n ≥ 1 и любых элементов e0, e1, . . . , en множе-
ства E выполнено P{Xn = en/Xn−1 = en−1, . . . , X0 = e0} =
P{Xn = en/Xn−1 = en−1}.

Из определения следует, что дискретная цепь Маркова яв-
ляется частным случаем марковского процесса. Будем считать,
что пространство E — измеримое множество, в котором все од-
ноточечные множества также измеримы. Если в момент n ≥ 0
произошло событие {Xn = ek}, то говорят, что цепь Маркова на-
ходится в состоянии ek . Если же известно, что для всех n ≥ 1
выполнено {Xn−1 = ek} и {Xn = ek+1}, то говорят, что цепь на
n–м шаге перешла из состояния ek в состояние ek+1. Если E име-
ет конечное число состояний, то соответствующая цепь Маркова
называется конечной.

Определение 12.2.2. Вероятность случайной величины Xn

попасть в состояние j , если известно, что Xn−1 находится
в состоянии i , называется одношаговой переходной вероятно-
стью и обозначается pij .

По определению: pij = P{Xn = j/Xn−1 = i}, i, j ∈ E.

Определение 12.2.3. Матрица P, элементами которой
являются вероятности перехода pij , называется переходной
матрицей цепи Маркова {Xn} за один шаг.

P =




p11 p12 . . . p1n

p21 p22 . . . p2n

. . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn


 .

6Для последовательности испытаний в 5.1. было введено определение це-
пи Маркова. В данном разделе меняется только терминология для изучения
цепей Маркова в различных приложениях. Выражение "результатом n-го
испытания оказалось событие En" заменяется на следующее — "в момент
времени n система находится в состоянии En"; термин "условная вероят-
ность pij" заменяется на термин "вероятность перехода системы из состоя-
ния Ei в состояние Ej".
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Переходная матрица обладает свойствами:
1) 0 ≤ pij ≤ 1, для любыхi, j = 0, 1, . . .
2)

∑n
j=0 pij = 1, ∀i = 0, 1, . . .

Матрица, удовлетворяющая свойствам 1,2, называется сто-
хастической. Стохастические матрицы, удовлетворяющие до-
полнительному условию — суммы элементов в каждом столбце
равны 1, называются дважды стохастическими.

Определение 12.2.4. Цепь Маркова называется однород-
ной, если для всех n ≥ 1 переходные вероятности не зависят
от номера испытания (шага), т.е. остаются постоянными в
ходе процесса: pij(n) = pij .

Определение 12.2.5. Вероятность pk(n) = P{Xn =
ek}, ek ∈ E называется вероятностью состояния ek в момент
времени n ≥ 0. Вектор p(n) = (p0(n), p1(n), . . .) называется рас-
пределением вероятностей состояний цепи Маркова {Xn} в мо-
мент n ≥ 0.

Очевидно, что p(n) удовлетворяет при каждом n < ∞ усло-
вию нормировки:

∑∞
k=0 pk(n) = 1. Компоненты вектора p(n) по-

казывают, какие из возможных состояний цепи Маркова в мо-
мент n являются наиболее вероятными, а какие нет. Процесс
полностью определен, если задана матрица переходных вероят-
ностей и вероятности начальных состояний. Таким образом, пара
(P, p(0)) полностью описывает вероятностную структуру одно-
родной цепи Маркова.

Действительно, пусть P{X0 = e0} = pi0 .
По определению условной вероятности имеем:

P{X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn = en} =

= P{Xn = en/X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn−1 = en−1}×
×P{X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn−1 = en−1}.

Но по определению марковского процесса:

P{Xn = en/X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn−1 = en−1} =

= P{Xn = en/Xn−1 = en−1} = pin−1in .



Элементы теории случайных процессов 141

Используя последние два равенства, получим:

P{X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn = en} =

= P{Xn = en/X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn−1 = en−1} · pin−1in .

Используя индукцию, окончательно имеем:

P{X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xn = en} = pi0

n∏

k=1

pik−1ik (12.2.1)

или в векторной форме: p(n) = p(0)Pn.

Замечание 12.2.1. Если p
(m)
kj (n) = P{Xn+m = ej/Xn = ek}

— вероятность перехода их состояния ek в состояние ej за m ≥ 1
шагов, то для однородной цепи Маркова имеем:

p(n + m) = p(n)Pm.

Первая задача в теории цепей Маркова состоит в определении
вероятности перехода из состояния i в состояние j за m шагов.
Пусть {Xn} — цепь Маркова с матрицей переходных вероятно-
стей P и множеством состояний E . Матрица переходных веро-
ятностей определяет вероятности перехода за 1 шаг. Пользуясь
формулой (11.2.1), можно найти вероятности переходов за m ша-
гов P{Xn+m = j/Xn = i} = p

(m)
ij , суммируя вероятности по всем

возможным значениям .
Теорема 12.2.1. Для однородной цепи Маркова с матрицей

переходных вероятностей P при любом m ≥ 1 справедливо ра-
венство: P(m) = Pm.

Доказательство. Так как по формуле полной вероятности
при ∀k ∈ {1, 2, . . . , m − 1} и ∀i, j ∈ E

p
(m)
ij =

n∑

r=1

p
(k)
ir p

(m−k)
rj (12.2.2)

то согласно (12.2.2) между матрицей с различными индекса-
ми существует соотношение P(m) = P(k)P(m−k).
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В частности, при m = 2 находим, что

P(2) = P(1)P(1) = (P(1))2 = P2,

при m = 3 :

P(3) = P(1)P(2) = (P(1))3 = P3.

И при ∀m получим: P(m) = Pm.
Доказательство (12.2.1) закончено.
Допустим, что в системе протекает марковский дискретный

процесс с дискретным временем. Пусть 1, 2, . . . , n — возможные
состояния системы и t1, t2, . . . , tk — шаги, в которые система мо-
жет переходить из состояния в состояние, то есть имеем цепь
Маркова.

Определение 12.2.6. Цепь Маркова называется неоднород-
ной, если переходные вероятности (хотя бы одна) зависят от
номера испытания (шага) k.

В этом случае переходные вероятности будем обозначать
pij(k). Тогда матрица переходных вероятностей будет зависеть
от k:

P(k) =




p11(k) p12(k) . . . p1n(k)
p21(k) p22(k) . . . p2n(k)

. . . . . . . . . . . .
pn1(k) pn2(k) . . . pnn(k)


 .

Для неоднородной цепи Маркова вектор распределения веро-
ятностей состояний определяется как

(p1(k), p(
2k), . . . , pn(k)) = (p1(k − 1), p2(k − 1), . . . , pn(k − 1))P(k)

(12.2.3)
Так же для неоднородной цепи имеет место следующая формула:

(p1(k), p2(k), . . . , pn(k)) = (p1(0), p2(0), . . . , pn(0))P(1)P(2) · · · P(k)

(12.2.4)
Вероятности состояний pi(k) i = 1, 2, . . . неоднородной

цепи Маркова на каждом шаге вычисляются либо по ре-
куррентной формуле (12.2.3), либо по формуле (12.2.4), где
(p1(0), p2(0), . . . , pn(0)) — вектор начального распределения ве-
роятностей состояний системы.
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12.3. Примеры цепей Маркова

Большое число физических, биологических и экономических
явлений описываются цепями Маркова.

¦ Пример 1. Пространственно-однородные цепи Мар-
кова

Пусть дискретная случайная величина ξ принимает неотри-
цательные целочисленные значения, причем P{ξ = i} = pi , и
pi ≥ 0 и

∑n
i=1 pi = 1. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . — результаты неза-

висимых наблюдений случайной величины ξ.

а) Определим процесс {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . , положив
Xn = ξn, где X0 = ξ0 задано. Матрица переходных вероятно-

стей этого процесса имеет вид

P =




p0 p1 . . . pn

p0 p1 . . . pn

. . . . . . . . . . . .
p0 p1 . . . pn


 .

У P все строки одинаковы, следовательно, случайная вели-
чина Xn+1 не зависит от случайной величины Xn.

б) Определим процесс {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . , положив Xn =
Sn, где Sn = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn. Считаем, что S0 = 0. Найдем
матрицу переходных вероятностей.

P{Xn+1 = j/Xn = i} = P{ξ1+· · ·+ξn+1 = j/ξ1+· · ·+ξn} = P{ξn+1} =

=
{

pj−i, j ≥ i,
0, j < i

.

P =




p0 p1 p2 p3 . . .
. . . p0 p1 p2 . . .
. . . . . . p0 p1 . . .
. . . . . . . . . p1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .




.

Процесс {Xn} образует ЦМ.
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¦ Пример 2. Одномерные случайные блуждания
Пусть η1, η2, . . . — независимые одинаково распределенные

случайные величины. P{ηk = 1} = p, P{ηk = −1} = q, а по-
следовательность {ξt} строится по правилу

ξt = max{ξt−1 + ηt, 0}, t = 0, 1, 2 . . .

и называется случайным блужданием на множестве неотрица-
тельных целых чисел с отражающим экраном в 0.

P{ξt+1 = i + 1/ξt = i} = p,

P{ξt+1 = i − 1/ξt = i} = q = 1 − p, i ≥ 1,

P{ξt+1 = 0/ξt = 0} = q.

P =




q p 0 0 . . .
q 0 p 0 . . .
0 q 0 p . . .
0 0 q 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




.

¦ Пример 3. Модель Эренфестов для процесса диф-
фузии

Эта модель представляет собой цепь с n + 1 состояниями и
возможными переходами только в состояния, соседние справа и
слева. Тогда переходные вероятности определяются равенства-
ми:

pk,k+1 = 1 − k

n
, pk,k−1 =

k

n
.

Цепь имеет две физические интерпретации. Подробно рас-
смотрим первую модель, названную по имени Пауля и Татьяны
Эренфестов. Ученые физики описали мысленный эксперимент,
при котором перемещали n частиц по двум сосудам. В каждый
момент времени t = 0, 1, . . . случайно, равновероятно и независи-
мо от предыстории выбирается одна из n частиц и перемещается
в другой сосуд. Пусть ξt — число частиц в первом сосуде в момент
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t. Состоянием процесса считается число частиц (0, 1, 2, . . . , n) в
первом сосуде, и переходные вероятности имеют вид:

P{ξt+1 = k − 1/ξt = k} =
k

n
, P{ξt+1 = k + 1/ξt = k} = 1 − k

n
.

Тогда

P =




0 1 0 0 . . . 0 0 0 0
1
n 0 1 − 1

n 0 . . . 0 0 0 0
0 2

n 0 1 − 2
n . . . 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 − 2

n 0 2
n 0

0 0 0 0 . . . 0 1 − 1
n 0 1

n
0 0 0 0 . . . 0 0 1 0




.

Следовательно, эксперимент Эренфестов описывается цепью
Маркова. Со второй интерпретацией, представляющей случай-
ное блуждание, в которой вероятность перемещения изменяется
при изменении положения (диффузия при наличии центральной
силы), читатель подробно может познакомиться в книге [18].

¦ Пример 4. Ветвящиеся процессы7

Предположим, что организм в конце своего времени жизни
производит случайное число ξ потомков согласно распределению
вероятностей

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, 2, . . . ,

7В 1873–1874 г. Гальтон и де Кандоль указали на ряд примеров исчезно-
вения фамилий английских лордов. Ими возможно впервые был поставлен
вопрос: какова вероятность исчезновения популяции с течением времени?
Модель такой ситуации была предложена и частично решена священником
Ватсоном в 1874 г.. Полный анализ модели, которая сегодня называется
ветвящимся процессом, был закончен Стефансом в 1930 г. Сам же термин
"ветвящиеся процессы" был введен А.Н. Колмогоровым. Бурное развитие
теории ветвящихся процессов началось с известных работ А.Н. Колмогорова
— "Ветвящиеся случайные процессы" , "Вычисление финальных вероятно-
стей" , выполненных совместно с его учениками Н.А. Дмитриевым и Б.А.
Севастьяновым.
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где pk ≥ 0,
∑∞

k=0 pk = 1. В свою очередь потомки независимо
друг от друга в конце своего времени жизни производят потом-
ство, согласно того же распределения. Процесс {Xn} — марков-
ская цепь, где Xn — численность популяции в n–ом поколении.
Действительно, если задано значение, например, X0 = 1, то мат-
рица переходных вероятностей определяется

pij = P{Xn+1 = j/Xn = i} = P{ξ1 + ξ2 + · · · + ξi = j},

где ξ1 + ξ2 + · · · + ξi —общее число потомков.
Подобные процессы служат не только для математическо-

го описания роста популяции, но и других явлений, связанных
с ветвением, например, распространение инфекции, химические
или ядерные реакции и др..

12.4. Классификация состояний цепей Маркова

Будем рассматривать только однородные цепи Маркова.
Пусть E — множество состояний цепи Маркова, pij = P{Xn =
j/X0 = i} — вероятность перехода за n шагов из состояний i в
состояние j; f

(n)
ii = P{Xn = i,Xn−1 6= i, . . . , X1 6= i/X0 = i} —

вероятность первого возвращения за n шагов в состояние i.
Определение 12.4.1. Состояние i ∈ E называется несу-

щественным, если найдется j ∈ E, такое что p
(m)
ij > 0 для

некоторого m ≥ 1, но p
(n)
ji = 0 для всех n ≥ 1. В противном

случае состояние i называется существенным.
¦ Пример 1. В цепи Маркова с матрицей переходных веро-

ятностей

P =




α β γ
0 1 0
0 0 1


 ;

α + β + γ = 1, α, β, γ > 0

состояние e1 несущественно: p
(n)
11 = αn → 0;

p
(n)
12 = (1 − p

(n)
11 )

β

β + γ
; p

(n)
13 = (1 − p

(n)
11 )

γ

β + γ
.



Элементы теории случайных процессов 147

Определение 12.4.2. Состояние i называется поглощаю-
щим, если pii = 1.

В примере 1 состояния e2 и e3 - поглощающие.
Определение 12.4.3. Состояния i, j ∈ E называются со-

общающимися, если найдутся такие m,n ≥ 1, что p
(m)
ij > 0 и

p
(n)
ji > 0.

Обозначение i ↔ j.

Свойства:
1) рефлексивность: i ↔ i;
2) симметричность: если i ↔ j, то j ↔ i;
3) транзитивность: если i ↔ j и j ↔ k, то i ↔ k.

Из свойств 1–3 следует, что все множество состояний E мож-
но разбить на классы эквивалентности. Состояния объединяются
в один класс, если они сообщаются друг с другом.

Определение 12.4.4. Цепь Маркова, состоящая из одно-
го класса сообщающихся состояний, называется неразложимой.
Если она содержит более одного класса сообщающихся состоя-
ний, то она разложима.

¦ Пример 2. Пусть цепь Маркова имеет следующую матри-
цу переходных вероятностей:

P =




1
2

1
2

... 0 0 0
1
4

3
4

... 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
... 0 1 0

0 0
... 1

2 0 1
2

0 0
... 0 1 0




=
( P1 0

0 P2

)
.

Состояния цепи Маркова распадаются на 2 класса сообщаю-
щихся состояний: {e1, e2} и {e3, e4, e5}. В зависимости от началь-
ного состояния процесс развертывается либо только в первом
классе состояний и его переходы описываются подматрицей P1,
либо только во втором классе и его переходы описывается под-
матрицей P2.
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Определение 12.4.5. Пусть di — НОД чисел

{n ≥ 1 : pn
ii > 0}.

Состояние i называется периодическим с периодом di, если

di > 1.

В противном случае состояние — апериодическое.
¦ Пример 3. Пусть

P =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 .

Тогда P(2) =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 , P(3) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , P4 = P

и т.д.
Следовательно,

p
(n)
i,j =

{
1, если n ≡ j − i(mod 3);
0, в остальных случаях .

Примем без доказательства следующие утверждения:
1. Если i ←→ j, то d(i) = d(j).
Это утверждение определяет период как характеристику

класса сообщающихся состояний.
2. Если состояние i имеет период d(i), то ∃N < ∞ и

p
(nd(i))
ij > 0 для всех n > N.

Этим утверждается, что возвращение в состояние i может
происходить во все достаточно далёкие моменты времени, крат-
ные периоду d(i).

Определение 12.4.6. Существенное состояние i ∈ E назы-
вается возвратным, если ∃n < ∞ такое что P{Xn = i/X0 =
i} = 1, и невозвратным, если P{Xn = i/X0 = i} < 1.

Определение 12.4.7. Существенное состояние i ∈ E назы-
вается возвратным нулевым, если p

(n)
ii → 0 при n → ∞.
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Определение 12.4.8. Неразложимая цепь Маркова называ-
ется апериодической, если все её состояния апериодические.

Для неразложимой цепи Маркова справедливы свойства:
а) если хотя бы одно состояние возвратно, то и все другие

возвратны;
б) если хотя бы одно состояние нулевое, то все другие состо-

яния нулевые;
в) если хотя бы одно состояние имеет период d > 1, то и все

остальные периодичны с периодом d.

Таким образом, неразложимая цепь Маркова будет аперио-
дической, если хотя бы одно из её состояний — апериодическое.

Теорема 12.4.1(критерий возвратности). Состояние i явля-
ется возвратным тогда и только тогда, когда

pi =
∞∑

n=1

p
(n)
ii = ∞.

Доказательство. Пусть νn = f
(n)
ii — вероятность впервые

вернуться из состояния i в состояние i через n шагов, тогда
ωn =

∑n
m=0 f

(m)
ii f

(n−m)
ii — вероятность любым способом вернуть-

ся в состояние i через n шагов (вначале через m шагов, а затем
через оставшиеся (n−m) шагов). С учётом введенных обозначе-
ний по формуле полной вероятности можно записать:

ωn = ν0ωn + ν1ωn−1 + · · · + νnω0,

и пусть ν0 = 0, ω0 = 1. Обратимся к производящим функциям:

V (z) =
∞∑

m=0

νmzm, W (z) =
∞∑

n=0

νnzn, 0 ≤ z ≤ 1.

Полученные соотношения между коэффициентами выража-
ют равенство

W (z) − ω0 = W (z)V (z), ω0 = 1.
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Отсюда W (z) = 1/(1 − V (z)). По определению возвратности со-
стояния i следует, что

ν =
∞∑

m=0

νm = lim
z→1

V (z) = 1.

Тогда
lim
z→1

W (z) = lim
z→1

1
1 − V (z)

= ∞.

Но

lim
z→1

W (z) = lim
z→1

∞∑

n=0

ωnzn =
∞∑

n=0

ωn

и, таким образом, возвратность состояния i равносильна тому,
что ряд

∑∞
n=0 ωn расходится, где ωn =

∑∞
n=1 p

(n)
ii .

Доказательство (12.4.1) закончено.
¦ Пример 4. Рассмотрим одномерное случайное блуждание

по целочисленной решётке i = 0,±1,±2, . . . . За каждый период
частица с вероятностью p перемещается на единицу вправо и с
вероятностью q — на единицу влево. Очевидно, что p

(2n+1)
ii = 0,

а
p
(2n)
ii = Cn

2npnqn =
(2n)!
n!n!

pnqn.

Используя формулу Стирлинга n! ∼ √
2πnnne−n, получаем:

p
(2n)
ii =

(pq)n22n

√
πn

→ 0 приn → ∞,

то есть все состояния нулевые. Применяя критерии возвратно-
сти, заключаем, что при симметричном случайном блуждании,
т.е. когда p = q = 1

2 , то p
(2n)
ii ∼ 1√

πn
и ряд

∑∞
n=1 p

(2n)
ii = ∞,

все состояния возвратны. Таким образом, одномерное случайное
блуждание возвратно тогда и только тогда, когда p = q = 1

2 .
Если p 6= q, то

∑∞
n=1 p

(2n)
ii < ∞, то каждое состояние i является

невозвратным.
Теорема 12.4.2. Если исходное состояние i является воз-

вратным, то система с вероятностью 1 за бесконечно много
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число шагов бесконечно много раз возвращается в i. Если это со-
стояние является невозвратным, то за бесконечное число ша-
гов система с вероятностью 1 лишь конечное число раз побы-
вает в состоянии i.

12.5. Предельная теорема для конечных цепей Мар-
кова

Существенной характеристикой случайных процессов явля-
ется их поведение при n → ∞. Рассмотрим однородную цепь
Маркова.

Теорема 12.5.1 (Теорема Маркова)8. Если при некотором
n < ∞ все элементы матрицы положительны, то существуют
такие постоянные числа pj , j ∈ {1, 2, . . . , n}, что независимо
от индексов i имеют место равенства limn→∞ p

(n)
ij = pj , где∑k

i=1 pj = 1, pj > 0.

Физический смысл теоремы следующий: вероятность систе-
мы находится в состоянии j, практически не зависит от того, в
каком состоянии она находилась в далёком прошлом.

Определение 12.5.1. Распределение вероятностей p∗j , j =
0,±1, . . . ,

∑
j p∗j = 1 называют стационарным для однородной

цепи Маркова Xn, n ≥ 0, если при заданном начальном распре-
делении в последующие моменты времени распределение веро-
ятностей pj(n) = P{Xn = j} остаётся неизменным при всех
n ≥ 0 : pj(n) = p∗j или в общем виде p∗j = p∗jP.

Определение 12.5.2. Цепь Маркова, удовлетворяющая
условиям теоремы Маркова, называется эргодической9, а рас-
пределение вероятностей p∗ = (p0, p1, . . .) — стационарным рас-
пределением цепи Маркова.

Примем без доказательства следующую теорему.

8Следует отметить, что с доказательством теоремы читатель может озна-
комиться в книге [4].

9Синонимом термина "эргодическое состояние" является "возвратное,
ненулевое, апериодическое состояние". Иногда эргодическим называют лю-
бое возвратное состояние (см. [18].)
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Теорема 12.5.2. Для того чтобы конечная цепь Маркова
была эргодической, необходимо и достаточно, чтобы она была
неразложимой и апериодичной.

§ 13. Дискретный случайный марковский
процесс

В 1931 г. была опубликована статья А.Н. Колмогорова "Об
аналитических методах в теории вероятностей" , где были за-
ложены основы теории марковских процессов. Получены урав-
нения (прямые и обратные), которые управляют вероятностями
перехода. Общая теория марковских процессов была создана в
30–40 гг. работами А.Н. Колмогорова, В. Феллера, В. Деблина,
П. Леви и др.

13.1. Вероятностные характеристики марковских
процесов

Пусть {X(t)}, t ≥ 0 — случайный процесс, принимающий
значения при каждом t из множества E. Далее без ограничения
общности будем считать, что ik = k, k = 0, 1, . . .

Определение 13.1.1. Случайная функция {X(t)}, t ≥ 0,
принимающая значения из множества E, называется марков-
ским процессом с непрерывным временем и дискретным мно-
жеством значений, если для любых элементов 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤
. . . ≤ tn−1 ≤ s ≤ t и значений i1, i2, . . . , in−1, i, j ∈ выполнено

P{X(t) = j/X(s) = i, X(tn−1) = in−1, . . . , X(t1) = i1} =

= P{X(t) = j/X(s) = i.}

Определение 13.1.2. Вероятностью перехода марковского
процесса {X(t)} называется функция

pi,j(s, t) = P{X(t) = j/X(s) = i}, где i, j ∈ E, 0 ≤ s ≤ t.
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Замечание. Из определения следуют свойства вероятностей
перехода:

1.
∑

j∈E pij(s, t) = 1 для всех i ∈ E.
2. pii(t, t) = 1 для всех i ∈ E.
3. pij(t, t) = 0 для всех i 6= j.
Возможные значения процесса {X(t)}, то есть элементы мно-

жества E, называют также состояниями процесса {X(t)}. Поэто-
му pij(s, t) — вероятность перехода из состояния i в момент s в
состояние j в момент t, i, j ∈ E.

Определение 13.1.3. Вероятностью i–того состояния в
момент времени t ≥ 0 называется величина

pi(t) = P{X(t) = i}, где i ∈ E.

Очевидно, что
pi(t) ≥ 0,

∑

i∈E

pi(t) = 1.

Между переходными вероятностями и вероятностями состояний
имеется связь.

Теорема 13.1.1. Пусть 0 ≤ s ≤ u ≤ t, тогда

pij(s, t) =
∑

k

pik(s, u)pkj(u, t),

pi(t) =
∑

k

pk(s)pki(s, t).

Доказательство. Доказывается по формуле полной вероят-
ности.

Замечание. Равенства, сформулированные в теореме
(13.1.1), называются уравнениями Колмогорова-Чепмена.

Определение 13.1.4. Марковский процесс {X(t)} называ-
ется однородным, если pij(s, s + t) = pij(0, t), для всех i, j ∈
E, s, t ≥ 0.

Предположим, что при каждом s ≥ 0 переходная плотность
дифференцируема по t при любых i, j ∈ E.
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Определение 13.1.5. Интенсивностью (плотностью веро-
ятности) перехода λij(t) ≥ 0 из состояния i в состояние j в
момент t ≥ 0 называется величина

λij(t) = lim
h→0

pij(t, t + h)
h

, i 6= j.

¦ Пример 1. Показать, что интенсивности переходов одно-
родного процесса не зависят от времени.

Р е ш е н и е. В силу однородности pij(t, t + h) = pij(0, h),
поэтому

λij(t) = lim
h→0

pij(0, h)
h

= λij(0) = const.

Далее мы будем рассматривать только однородные процессы,
вследствие этого

λij(t) = λij , pij(s, s + t) = pij(t).

13.2. Система дифференциальных уравнений Кол-
могорова

Наибольший практический интерес при исследовании процес-
сов описанного типа представляет вычисление вероятностей его
состояния в любой момент t ≥ 0, если задано начальное распре-
деление вероятностей состояния p(0).

Теорема 13.2.1. Пусть {X(t)} марковский процесс, причем
для всех пар состояний i и j определены плотности вероят-
ностей λij и λji. Тогда вероятности состояний системы pi(t)
удовлетворяют системе уравнений Колмогорова:

{
∂pi
∂t = −pi(t)

∑n
k=1
k 6=i

λik +
∑n

k=1
k 6=i

pk(t)λki

∑n
i=1 pi(t) = 1.

Доказательство.
Используем равенство Колмогорова-Чепмена, а именно

pi(t) =
∑

k

pk(s)pki(s, t) (13.2.1)
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и используем определение интенсивности переходов, тогда

pki(h) = λkih + 0(h), k 6= i.

Учитывая, что
∑

k pik(h) = 1, получим

pii(h) = 1 −
n∑

k=1
k 6=i

pik(h) = 1 −
n∑

k=1
k 6=i

λikh + 0(h).

Подставляя последние два условия в равенство (13.2.1), имеем:

pi(t + h) = pi(t)(1 −
n∑

k=1
k 6=i

λikh) +
n∑

k=1
k 6=i

pk(t)λkih + 0(h)

или, что то же самое,

pi(t + h) − pi(t)
h

= −
n∑

k=1
k 6=i

λikpi(t) +
n∑

k=1
k 6=i

pk(t)λkih +
0(h)
h

.

Для завершения доказательства достаточно перейти к пределу
при h → 0

∂pi

∂t
= −pi(t)

n∑

k=1
k 6=i

λik +
n∑

k=1
k 6=i

pk(t)λki, i ∈ E,

или
{

∂pi

∂t = −pi(t)
∑n

k=1
k 6=i

λik +
∑n

k=1
k 6=i

pk(t)λki

∑n
i=1 pi(t) = 1.

(13.2.2)

Доказательство (13.2.1) закончено.
Полученные уравнения (13.2.2) называются дифференциаль-

ными уравнениями Колмогорова.
Замечание. Система (13.2.2) не является линейно независи-

мой, т.е она является избыточной и имеет единственное решение
при каждом p(0) = {p0(0), p1(0), . . .}.
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Для практического составления уравнений Колмогорова
удобно пользоваться графическим представлением процесса в
виде стохастического графа.

Правило.

Рис. 21

Вершинами графа являются состояния
процесса. Стрелками указываются воз-
можные переходы, а рядом с каж-
дой стрелкой записывается соответству-
ющая интенсивность перехода. В левой
части каждого уравнения стоит дробь
∂pk
∂t , в правой части столько слагаемых, сколько стрелок связа-
но с состоянием ik. Слагаемые берутся со знаком "плюс" , ес-
ли стрелка направлена к состоянию, и со знаком "минус" , если
стрелка выходит из состояния ik.

Каждое слагаемое равно произведению интенсивности пере-
хода, отмеченной на стрелке, на вероятность того состояния, из
которого стрелка выходит (рис. 21).





∂p1

∂t = −λ12p1 + λ21p2
∂p2

∂t = −λ21p2 + λ12p1

p1 + p2 = 1.

¦ Пример 1. Двухпроцессорная вычислительная система
предназначена для обработки простейшего потока задач, посту-
пающих с интенсивностью λ . Производительность процессоров
одинакова. Задача случайным образом принимается на обслужи-
вание процессором. Если оба процессора заняты, пользователь
получает отказ. Постройте граф функционирования данной си-
стемы и запишите систему дифференциальных уравнений Кол-
могорова по размеченному графу, если интенсивность решения
задач первым процессором равна µ1, вторым — µ2.

Р е ш е н и е. Рассмотрим возможные состояния системы,
которые определяются состояниями процессоров: i0 — оба про-
цессора простаивают; i1 — первый процессор занят решением
задач, второй простаивает; i2 — второй процессор занят, первый
простаивает; i3 — оба процессора заняты решением задач.

Граф функционирования системы имеет вид (рис. 22):
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Рис. 22

По графу запишем систему линейных дифференциальных
уравнений А.Н. Колмогорова:





∂p0

∂t = −2λp0 + µ2p2 + µ1p1
∂p1

∂t = µ2p3 + λp0 − λp1 − µ1p1
∂p2

∂t = λp1 + λp2 − µ2p3 − µ1p3
∂p3

∂t = µ1p3 + λp0 − µ2p2 − λp2∑3
i=0 pi = 1,

или 



∂p0

∂t = −2λp0 + µ1p1 + µ2p2
∂p1

∂t = λp0 − p1(λ + µ1) + µ2p3
∂p2

∂t = λp1 + λp2 − p3(µ2 + µ1)
∂p3

∂t = λp0 − p2(µ2 + λ) + µ1p3∑3
i=0 pi = 1.

13.3. Эргодические свойства однородных марков-
ских случайных процессов

Определение 13.3.1.Марковский процесс {X(t)}, t ≥ 0 на-
зывается эргодическим, если для любого начального распределе-
ния вероятностей состояний pk(0), k ∈ E предельные вероят-
ности limt→∞ pk(t) = p̃k, k ∈ E, причем {p̃k, k ∈ E} не зависят
от {pk(0), k ∈ E} и удовлетворяют условию p̃k ≥ 0,

∑
k p̃k = 1.
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При этом распределение вероятностей {p̃k, k ∈ E} называется
стационарным распределением процесса X(t).

Если выполнены условия, указанные в определении (13.3.1),
то распределение {p̃k, k ∈ E} существует и удовлетворяет алгеб-
раическим уравнениям Колмогорова:

{ −p̃i(t)
∑n

k=1
k 6=i

λik +
∑n

k=1
k 6=i

p̃k(t)λki = 0
∑n

i=1 p̃i(t) = 1,
(13.3.1)

причем решение системы единственно.
Замечание 13.3.1. Система уравнений (13.3.1) получается

из системы дифференциальных уравнений (13.2.2), если поло-
жить ∂pi

∂t = 0, pi(t) = p̃i, i ∈ E.
Замечание 13.3.2. Система (13.3.1) справедлива, если

{X(t)} имеет конечное число сообщающихся состояний.
¦ Пример 1. Рассмотрим простейшую задачу теории массо-

вого обслуживания — задачу о функционировании одноканаль-
ной системы обслуживания с отказами, на вход которой посту-
пает простейший поток заявок с интенсивностью λ (заявка, за-
ставшая канал занятым, покидает систему), а интенсивность об-
служивания заявки равна величине µ. Определим предельные
вероятности состояний рассматриваемого процесса.

Р е ш е н и е. В данном случае система имеет два возмож-
ных состояния: i1 — канал свободен; i2 — канал занят (рис. 23).

Рис. 23

Математическая модель данного процес-
са массового обслуживания имеет вид:





∂p1

∂t = −λp1 + µp2
∂p2

∂t = −µp2 + λp1

p1 + p2 = 1,

Зададим начальное распределение
p(0) = {α, 1 − α}. Подставляя p1 = 1 − p2 в первое уравнение
системы, получаем:

{
∂p1

∂t = −λp1 + µ(1 − p1)
p1(0) = α.
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Решим задачу Коши для линейного неоднородного уравнения

p1(t) =
(

α − µ

µ + λ

)
e−(λ+µ)t +

µ

µ + λ
.

В силу того, что µ+λ > 0, e−(λ+µ)t → 0 при t → ∞, получаем по
определению

p̃1 = lim
t→∞ p1(t) =

µ

µ + λ
.

Аналогично получаем:

p̃2 = lim
t→∞ p2(t) =

λ

µ + λ
.

Итак,

p̃ =
(

µ

µ + λ
;

λ

µ + λ

)
.

Замечание 13.3.3. Полученные результаты можно вывести,
если воспользоваться не определением, а системой дифференци-
альных уравнений (13.2.2):





−λp̃1 + µp̃2 = 0
−µp̃2 + λp̃1 = 0
p̃1 + p̃2 = 1

Решив систему, получим те же результаты (рис. 24).

Рис. 24
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13.4. Пуассоновский процесс

Пусть {X(t)}, 0 ≤ t < ∞ — марковский процесс, прини-
мающий неотрицательные целочисленные значения. Обозначим
X(t) — число появления события за время t, P (t; t+h) — вероят-
ность появления хотя бы одного события на промежутке времени
[t; t + h]. Предположим, что при каждом t существует постоян-
ная λ(t) = limh→0

P (t,t+h)
h , которая называется интенсивностью

процесса.
Определение 13.4.1.Простейшим потоком событий назы-

вается целочисленный марковский процесс, удовлетворяющий
следующим условиям:

1) {X(t)} — однородный или стационарный процесс, то
есть его приращение зависит от величины приращения аргу-
мента P{X(t + h) − X(t) = k} = P{X(h) = k}, ∀t, h ≥ 0.

2) {X(t)} — ординарный процесс, то есть события в пото-
ке следуют строго одно за другим и не происходят вместе

P{X(t + h) − X(t) = 1} = λh + 0(h),

P{X(t + h) − X(t) > 1} = 0(h).

3) {X(t)} — процесс без последействий, то есть случайные
величины {X(t1), X(t2)−X(t1), . . .} независимы в совокупности.

Замечание 13.4.1. Ординарный процесс без последействий
называется пуассоновским процессом.

Из свойства 2 получим два важных следствия:
a) P{X(t + h) − X(t) = 0} = 1 − P{X(t + h) − X(t) ≥ 1} =

1 − λh + 0(h).
б) P{X(0) = 0} = 1.

Действительно, P{X(t + h) − X(t) = 0} = P{X(h) = 0} =
1 − λh + 0(h), если h = 0, то P{X(0) = 0} = 1.

Условие 2, 2а, 2б с учетом условия 3 в обычных обозначениях
можно записать в виде:
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pik(h) =





0, i > k
λh + 0(h), k − i = 1
1 − λh + 0(h), k − i = 0
0(h), k − i > 1.

В соответствии с условием граф состояний имеет вид (рис. 25):

Рис. 25

Составим по графу уравнения Колмогорова




∂p0

∂t = −λp0
∂p1

∂t = −λp1 + λp0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂pk
∂t = −λpk + λpk−1∑

k pk(t) = 1.

Начальные условия p(0) = {1, 0, 0, . . . , 0} имеют вид, обуслов-
ленный следствием (б).

Для решения системы уравнений Колмогорова рассмотрим
производящую функцию ϕ(z, t), |z| ≤ 1.

ϕ(z, t) = EzW (t) =
∞∑

k=0

zkpk(t), |z| ≤ 1.

Очевидно, что ϕ(z, t) удовлетворяет условию уравнения
{

∂ϕ
∂t = −λϕ + zλϕ
ϕ(z, 0) = z0p0(0) + zp1(0) + . . . = 1.

Получим:
ϕ(z, t) = ce−(λ−λz)t,

ϕ(z, 0) = c = 1,

ϕ(z, t) = e−(λ−λz)t = e−λt

(
1 + λzt + zk (λt)k

k!
+ . . .

)
,
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следовательно, pk(t) = e−λt (λt)k

k! .

В полученном выражении X(t) = λt — среднее число появле-
ния события за время (0; t).

Таким образом, при каждом t случайная величина X(t) рас-
пределена по закону Пуассона с параметром λt.

Замечание 13.4.2. Процесс Пуассона не имеет ни стацио-
нарного, ни предельного распределения, так как

lim
t→∞ pk(t) = p̃k = 0, ∀k, и следовательно

∞∑

k=0

p̃k 6= 1.

Один и тот же математический объект можно интерпрети-
ровать по-разному. Пуассоновский процесс мы определили как
ординарный процесс с независимыми приращениями. Если же
элементы скачков процесса (пуассоновский процесс принимает
только целые значения и его траектории — монотонно неубываю-
щие ступенчатые функции) отождествить с точками на действи-
тельной оси, то можно будет считать, что пуассоновский про-
цесс — это совокупность случайных точек на прямой или поток
моментов наступления событий на оси времени. Поясним ска-
занное. Пусть система подвержена мгновенным изменениям, ко-
торые могут быть обусловлены такими событиями, как распад
физической частицы, телефонный вызов и др.. Все изменения
подобны друг другу, и мы интересуемся только их общим чис-
лом. Каждое такое изменение и фиксируется на временной оси,
нас же интересует случайное распределение точек на действи-
тельной оси.

Рассмотрим распределение промежутков между моментами
событий в пуассоновском потоке с интенсивностью λ > 0. Пусть
τk — случайная величина, характеризующая длину интервала
времени, в течение которого процесс изменяет свое состояние с
”k − 1” на ”k”-ое.

Теорема 13.4.1 . Если {X(t)} — однородный пуассоновский
процесс с интенсивностью λ, то распределение промежутков
времени τk между моментами его скачков независимо и имеет
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показательное распределение с функцией распределения

Fτk
(t) =

{
1 − e−λt, t > 0
0, t ≤ 0.

Доказательство.

Fτk
(t) = P{τk < t} = 1 − P{τk ≥ t},

так как τk = tk − tk−1, то при τk ≥ t получим:

P{τk ≥ t} = P{X(tk−1 + t)−X(tk−1) = 0} = P{X(t) = 0} = e−λt.

Следовательно,

Fτk
(t) = 1 − P{τk ≥ t, } =

{
1 − e−λt, t > 0
0, t ≤ 0.

Доказательство (13.4.1) закончено.
Независимость случайной величины τk от поведения пуассо-

новского процесса {X(t)} на полуоси (0;∞) следует из независи-
мости приращений X(t) на непересекающихся интервалах. Диф-
ференцируя по t, легко находим плотность вероятности

pτk
(t) =

{
λe−λt, t > 0
0, t ≤ 0.

Пусть случайная величина tk — момент времени, в который
процесс из ”k − 1” состояния переходит в ”k”-ое состояние.

Теорема 13.4.2 Если {X(t)} — однородный пуассоновский
процесс с интенсивностью λ, то распределение моментов вре-
мени tk имеет распределение Эрланга

ptk(t) =

{
λe−λt(λt)k−1

(k−1)! , t > 0
0, t ≤ 0.

Доказательство.
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Сумма tk =
∑k−1

m=0 e−λt (λt)m

m! представляет суммарное время
ожидания k-ого события; она имеет функцию распределения

Ftk(t) = P{tk < t} = P{X(t) ≥ k} = 1 − P{X(t) < k} =

= 1 −
k−1∑

m=0

e−λt (λt)m

m!
, t > 0.

Дифференцируя по t, находим плотность вероятности

F ′
tk

(t) = ptk(t) = λe−λt

(
1 +

λt

1!
+ . . . +

(λt)k−1

(k − 1)!

)
− e−λt×

×
(

λ +
2λt

2!
λ + . . . +

(k − 1)(λt)k−2

(k − 1)!
λ

)
= λe−λt (λt)k−1

(k − 1)!
, t > 0.

Полученное гамма-распределение называют распределением
Эрланга.

13.5. Процесс чистого рождения

Простейшим обобщением пуассоновского процесса является
процесс чистого рождения, если допустить зависимость вероят-
ности осуществления события в данный момент от числа собы-
тий, которые уже произошли. Например, воспроизведение жи-
вых организмов, когда при соответствующих условиях — изоби-
лии пищи, отсутствии смертности, отсутствии миграции и т.д.,
вероятность рождения в данный момент прямо пропорциональна
размеру популяции. Определим процесс чистого рождения как
марковский процесс {X(t)}, t ≥ 0, удовлетворяющий постула-
там:

1) P{X(t + h) − X(t) = 1/X(t) = k} = λkh + 01(h), h → 0;
2) P{X(t+h)−X(t) = 0/X(t) = k} = 1−λkh+02(h), h → 0;
3) P{X(t + h) − X(t) < 0/X(t) = k} = 0, k ≥ 0;
4) X(0) = 0 —число рождений в момент t = 0.
Если h > 0 и n ≥ 1, то по формуле полной вероятности,

марковскому свойству и постулату 3 имеем:

pn(t + h) =
∞∑

k=0

pk(t)P{X(t + h) = n/X(t) = k} =
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=
∞∑

k=0

pk(t)P{X(t + h) − X(t) = n − k/X(t) = k} =

=
∞∑

k=0

pk(t)P{X(t + h) − X(t) = n − k/X(t) = k} =

=
n∑

k=0

pk(t)P{X(t + h) − X(t) = n − k/X(t) = n}.

При k = 0, 1, . . . , n − 2 имеем:

P{X(t + h) − X(t) = n − k/X(t) = k} ≤

≤ P{X(t + h) − X(t) ≥ 2/X(t) = k} = 01(h) + 02(h)

или
P{X(t + h) − X(t) = n − k/X(t) = k} ≤

≤ P{X(t + h) − X(t) ≥ 2/X(t) = k} = 03(h).

Таким образом,

pn(t + h) = pn(t)[h − λnh + 02(h)] + pn−2(t)[λn−1h + 01(h)]+

+
n−2∑

k=0

pk(t)03(h)

или

pn(t+h)−pn(t) = pn(t)[−λnh+02(h)]+pn−1(t)[λn−1h+01(h)+0n(h)].

Деля на h и переходя к пределу при h → 0, получим:
{

∂p0(t)
∂t = λ0p0(t)

∂pn(t)
∂t = −λnpn(t) + λn−1pn−1(t)

с начальными условиями p0(0) = 1, pn(0) = 0, h > 0. Проведя
последовательное интегрирование, получим:

p0(t) = λ0p0(t),
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p1(t) =
λ0

λ1 − λ0

[
e−λ0t − e−λ1t

]
,

p2(t) =
λ0λ1

λ1 − λ0

[
1

λ2 − λ0
(e−λ0t − e−λ1t) +

1
λ2 − λ1

(e−λ1t − e−λ2t)
]

.

Можно выписать и общее решение, убедившись, что pk(t) ≥ 0.
Однако, если λk растут слишком быстро при росте k, может слу-
чится, что

∑∞
k=0 pk(t) < 1.

При каких условиях происходит быстрый рост λk, дает сле-
дующая теорема ( [18], стр. 456).

Теорема 13.5.1 (Феллера.) Для того, чтобы при всех зна-
чениях t решения pk(t) уравнений чистого рождения удовлетво-
ряли соотношению

∑∞
k=0 pk(t) = 1, необходимо и достаточно,

чтобы
∑∞

k=0
1
λk

= ∞.
Доказательство.
1. Рассмотрим частичную сумму ряда

∑∞
k=0 pk(t)

sn(t) = p0(t) + p1(t) + · · · + pn(t).

Из уравнений размножения вытекает, что

s′n(t) = −λnpn(t),

тогда

1 − sn(t) = λn

∫ t

0
pn(τ)dτ (13.5.1.)

Так как все члены суммы sn(t) неотрицательны, то при каждом
фиксированном t сумма sn(t) с возрастанием n не убывает. Обо-
значив

lim
n→∞(1 − sn(t)) = µ(t),

имеем

λn

∫ t

0
pn(τ)dτ ≥ µ(t),

и, следовательно,
∫ t

0
sn(τ)dτ ≥ µ(t)

(
1
λ0

+
1
λ1

+ · · · + 1
λn

)
.
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Так как при любом t, n имеет место неравенство sn(t) ≤ 1, то

t ≥ µ(t)
(

1
λ0

+
1
λ1

+ · · · + 1
λn

)
.

Если ряд
∑∞

k=0
1
λk

расходится, то из последнего неравенства вы-
текает, что µ(t) = 0, ∀t, следовательно,

lim
n→∞(1 − sn(t)) = 0,

и, следовательно,

sn(t) =
∞∑

k=0

pk = 1.

2. Обратно. Из (13.5.1) ясно, что

λn

∫ t

0
pn(τ)dτ ≥ 1

и ∫ t

0
sn(τ)dτ ≤

(
1
λ0

+
1
λ1

+ · · · + 1
λn

)
.

В пределе при n → ∞ получаем:

∫ t

0
(1 − µ(t))dτ ≤

∞∑

k=0

1
λk

.

Если µ(t) = 0, ∀t, то
∫ t
0 (1 − 0)dτ = t, так как t произвольно,

то
∑∞

k=0
1
λk

расходится.

13.6. Процесс рождения и гибели

Одно из очевидных обобщений процессов чистого рождения
состоит в том, чтобы позволить процессу {X(t)} как возрастать,
так и убывать, например, из-за гибели членов популяции. Таким
образом, если в момент времени t процесс находится в состоянии
i, он может через некоторый случайный отрезок времени перейти
в любое из соседних состояний i + 1 или i− 1. Возникающие при
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этом "процессы гибели и рождения" могут рассматриваться как
процессы с непрерывным временем, служащие аналогами слу-
чайных блужданий. Стохастический граф процесса представлен
на рисунке 26.

Рис. 26

Мы предположим, что {X(t)} является марковским процес-
сом с состояниями i0, i1, i2, . . . и, что его вероятности перехода
pij(t) стационарны. Кроме того предположим, что pij(t) удовле-
творяют постулатам:

1) pi,i+1(h) = λih + 0(h), i ≥ 0;
2) pi,i−1(h) = µih + 0(h), i ≥ 1;
3) pi,i(h) = 1 − (λi + µi)h + 0(h), i ≥ 0;
4) pii(0) = δij ;
5) µ0 = 0, λ0 > 0, µi, λi > 0, i = 1, 2, . . . .
Рассуждениями, подобными тем, которые были проведены

выше, можно получить систему уравнений Колмогорова, управ-
ляющую процессом гибели и размножения.





∂p0(t)
∂t = −λ0p0(t) + µ1p1(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂pk(t)

∂t = −(λk + µk)pk(t) + µk+1pk+1(t) + λk−1pk−1(t).
(13.6.1)

Вопрос о существовании и единственности решения системы
(13.6.1.) совсем не прост. Сформулируем свойства решений диф-
ференциальных уравнений10.

Теорема 13.6.1. Если λn ≥ 0 и µn ≥ 0, то существу-
ет положительное решение системы дифференциальных урав-

10Первое доказательство теоремы существования и критерия единствен-
ности было приведено в работе американского ученого Уильяма Феллера в
1940 г. Подробнее читатель может ознакомиться в учебнике [18].
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нений процесса гибели и рождения, такое что
∑

pk(t) ≤ 0. Если
коэффициенты ограничены (или возрастают достаточно мед-
ленно), то это решение единственно и удовлетворяет условию∑

pk(t) = 0.

Можно доказать, что при t → 0 пределы существуют, не за-
висят от начального состояния i и удовлетворяют уравнениям
Колмогорова, где правая часть равна нулю, т.е.





−λ0p̃0(t) + µ1p̃1(t) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−(λk + µk)p̃k(t) + λk−1p̃k−1(t) + µk+1p̃k+1(t)∑

k p̃k = 1.



Дополнение №1

δ-распределение Дирака

Это понятие введено в двадцатых годах прошлого столетия
крупнейшим английским физиком-теоретиком Полем Дираком
(1902–1984), основателем квантовой механики для описания воз-
мущений (масса, объем, заряд) в столь малом объеме, что его
можно было бы принять за точку. Достаточно простые рассуж-
дения, приводящие к этому понятию, можно найти в его книге
"Принципы квантовой механики" [6], и суть их в следующем.
Представим себе единичную массу, "размазанную" в окрестно-
сти нуля с плотностью

δε(x) =
{ 6= 0, |x| ≤ ε

2
= 0 |x| > ε

2

,

∫ ∞

−∞
δε(x) dx = 1 .

Но тогда равенство lim
ε→0

∞∫
−∞

δε(x) dx = 1 представляет собой при-

нятый за истинный факт, что, как бы мы ни сжимали "носитель
массы" , сама масса должна оставаться постоянной, равной еди-
нице. А теперь попытаемся представить себе некую предельную
"δ-функцию" δ(x), такую, что (см. [6])





∞∫
−∞

δ(x) dx = 1

δ(x) = 0 , x 6= 0.

(1)

Примеров функций δε можно привести множество. Вот один
из них:

δε(x) =
{

1
ε , |x| ≤ ε

2
0, |x| > ε

2

,

∫ ∞

−∞
δε(x) dx =

1
ε

ε = 1 , ∀ε > 0.

(2)
Однако никак не удается привести пример самой δ-функции. На-
пример, если попытаться перейти к пределу при ε → 0, то мы
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придем к выражению lim
ε→0

δε(x) = δ0(x) =
{ ∞, x = 0

0, x 6= 0
, кото-

рое следует назвать противоречивым (лучше сказать "бессмыс-
ленным") по следующей причине. Исходя из физических сооб-

ражений, мы должны предположить, что
∞∫

−∞
δ0(x) dx = 1, но в

математическом анализе такой интеграл известен, определен как
несобственный и обязан быть равным нулю:

∫ ∞

−∞
δ0(x) dx = lim

ε→0

−ε∫

−∞
δ0(x) dx + lim

η→0

−∞∫

η

δ0(x) dx = 0 ,

поскольку на участках интегрирования под знаком предела
подынтегральная функция постоянна и равна нулю. Таким об-
разом, математические рассуждения привели к противоречию с
физическим смыслом.

Ясно, что определение δ-функции (1) вызвало мощную кри-
тику (а спустя 50 лет стало ясно, что это определение привело
к революции в математике, т.к. дало возможность по-другому
осмыслить основы дифференциального и интегрального исчис-
ления). П. Дирак, пытаясь уйти от критики, в [6] написал сле-
дующее: "Дельта-функция δ(x) не является функцией в соот-
ветствии c обычным математическим определении функции,
когда требуется, чтобы функция имела определенное значение
для любого значения аргумента. Чтобы отметить отличие от
обычного определения функции, можно назвать такую величи-
ну, как δ(x), присоединенной функцией. Таким образом, δ(x) не
является такой величиной, которую можно было бы использо-
вать повсюду в математическом анализе; ее применение долж-
но быть ограничено некоторыми простыми типами матема-
тических выражений, для которых это применение, наверняка,
не приведет к противоречиям".

Последней фразой П.Дирак как бы запретил использовать δ-
функцию в математическом анализе(!). Сейчас мы можем ска-
зать, что δ-функция прочно вошла в математический анализ
и в его приложения (главным образом в теорию интегральных



172 Дополнение №1

и дифференциальных уравнений), а П. Дирак в своем опре-
делении (1) установил "физический смысл" интеграла от δ-
распределения равенством

∫ ∞

−∞
δ(x) dx = lim

ε→0

∫ ∞

−∞
δε(x) dx = 1.

Для описания взаимодействия с "точечным возмущени-
ем"(т.е. с δ-функцией, иногда говорят, "импульсом") в [6] приме-
няется следующая схема. Сначала рассматривается лишь "раз-
мазанная плотность" , а затем, после получения результата, надо
перейти к пределу (если он существует), когда диаметр области,
заполненной "размазанной плотностью" , стремится к нулю. Та-
кой подход приводит к результатам, которые удается проверить
на практике, и поэтому часто используется в соответствующих
задачах. Надо сказать, что и с математической точки зрения
эта схема дает очень разумный результат. Действительно, пусть
математические преобразования с плотностью δε(x) привели к
интегральному выражению

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
δε(x) f(x) dx

с непрерывной функцией f(x). Применяя первую теорему о сред-
нем ( [10], стр. 459) и обозначив соответствующую среднюю точ-
ку в интервале (−ε/2, ε/2) через ξε, получим:

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
δε(x) f(x) dx = lim

ε→0
f(ξε)

∫ ∞

−∞
δε(x) dx = lim

ε→0
f(ξε) = f(0).

(3)
Эти рассуждения позволяют определить действие (неведомой)
δ-функции равенством

∫ ∞

−∞
f(x) δ(x) dx = f(0) . (4)

Здесь мы видим главное, что отличает δ(x) от обычных функций.
Дельта-функция Дирака — это не функция в обычном смысле,
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а функционал (распределение), ставящий в соответствие каж-
дой локально интегрируемой функции, непрерывной в окрест-
ности нуля, ее значение в начале координат: (δ, ϕ) = ϕ(0). В
современной литературе именно этот функционал и называет-
ся δ-распределением Дирака. Интегральная форма (4) равенства
(δ, ϕ) = ϕ(0) должна пониматься в смысле цепочки равенств
(3). (Сам Дирак в [6] трактовал равенство (4) как свойство δ-
функции, которая определена равенствами (1)).

Приведенные выше рассуждения дают основание положить

(δ, f)=
∫ ∞

−∞
δ(x) f(x) dx=f(0) (δ ∗ f)=

∫ ∞

−∞
δ(y−x) f(y) dy=f(y).

Дифференцирование распределений

Распределение f над классом пробных функций {ϕ} опреде-
ляется в виде (f, ϕ) =

∫ +∞
−∞ f(x) ϕ(x) dx. Класс пробных функций

обычно подбирается по условию задачи. Наиболее распростра-
ненными являются классы D = D(R1) — множество бесконечно
дифференцируемых функций с конечным носителем и S = S(R1)
— множество бесконечно дифференцируемых функций убываю-
щих вместе со всеми производными при |x| → ∞ быстрее любой
степени |x|−1. Соответствующие классы распределений обозна-
чаются D′ и S′ (подробности см. в учебнике [3]).

Если регулярное распределение f ∈ D′(R1) задается диффе-
ренцируемой функцией f = f(x), интегрированием по частям,
получим

∫ ∞

−∞
f ′(x) ϕ(x) dx = f(x)ϕ(x)|∞−∞ −

∫ ∞

−∞
f(x) ϕ′(x) dx =

= −
∫ ∞

−∞
f(x) ϕ′(x) dx .

Здесь выражение слева при ϕ ∈ D(R1) (или ϕ ∈ S(R1)) имеет
смысл для любой локально интегрируемой функции f, (порож-
дающей медленно растущее распределение из S′(R1)). Это дало
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основание ввести следующее определение производной от рас-
пределения.

Определение. Производной от распределения f ∈ D′(R1)
(или f ∈ S′(R1)) называется функционал

f ′ = (f ′, ϕ) = −(f, ϕ′). (5)

По индукции определяется производная порядка m:

(fm, ϕ) = (−1)m(f, ϕm).

Определение (1) позволяет находить производные распреде-
лений, задаваемых недифференцируемыми функциями. Напри-
мер, пусть f(x) дифференцируема везде за исключением точки
x0, где она претерпевает разрыв первого рода. Обозначим через
[f ]x0 скачок функции f(x) в точке x0: [f ]x0=f(x0+0) − f(x0−0).
В этом случае производная от f в смысле распределений есть
функционал

f ′ = {f ′(x)}+[f ]x0 δ(x−x0), (6)

где {f ′} — (классическая) производная от f(t) в тех точках, где
она дифференцируема. Действительно, интегрируя по частям,
получим:

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′) = −
∫ ∞

−∞
f(x) ϕ′(x) dx =

= −
(∫ x0

−∞
+

∫ ∞

x0

)
f(x) ϕ′(x) dx = (f(x0+0) − f(x0 − 0)) ϕ(x0)+

+

∞∫

−∞
{f ′(x)}ϕ(x) dx=(h δ(x−x0)+{f ′(x)}, ϕ).

В случае если функция имеет конечное или счетное множество
точек разрыва первого рода в точках xi и скачок функции в этих
точках равен hi, то производная соответствующего функционала
определяется соотношением:

f ′ = {f ′(x)}+
∑

i

hi δ(x−xi), (7)
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где {f ′(x)} производная функции f(x) в точках x 6= xi. В частно-
сти функция Хевисайда связана с δ – распределением следующей
формулой Θ′(t) = δ(t), где производная понимается в смысле
определения (5). Аналогично Θ′(t − τ) = δ(t − τ) , ∀τ ∈ R1 .



Дополнение №2. Таблицы

Значения плотности нормального распределения

p(x) =
1√
2π

e−
x2

2

Таб.1
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Значения функции Лапласа

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

y2

2 dy

Таб. 2
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Значения функции вероятности распределения
Пуассона

pk(λ) =
λk

k!
e−λ

Таб. 3
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Значения плотности и функции показательного рас-
пределения

p(x) = λe−λx, x ≥ 0, F (x) = 1 − λe−λx, x ≥ 0

Таб. 4



Список литературы

1. Богачев Б.М., Сысоев В.В. Теория вероятностей. Воронеж,
ВГТА, 2000, с. 134.

2. Борель Э. Вероятность и достоверность (перев. с франц.).
М.: Наука. 1964.

3. Владимиров В.С. Уравнения математической физики. М:
Наука, 1971, c. 512.

4. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей: Учебник. М.: Эди-
ториал УРСС, 2001, с. 320.

5. Гнеденко Б.В. Очерк по теории вероятностей: М.: Эдиториал
УРСС, 2001, с. 88.

6. Дирак П. Принципы квантовой механики. М.:Наука, 1979,
c.480.

7. Жевержеев В.Ф., Кальницкий Л.А., Сапогов Н.А. Специаль-
ный курс высшей математики для втузов.М: Высшая школа,
1970, c. 416.

8. Ильин В.А., Куркина А.В. Высшая математика. Издатель-
ство московского университета, 2004, c. 379.

9. Краснов М.Л., Киселев А.И., Макаренко Г.И. Функции ком-
плексного переменного. Операционное исчисление. Теория
устойчивости. М: Наука, 1971, с. 254.



Список литературы 181

10. Кудрявцев В.С. Курс математического анализа. Т.1-2., М:
Высшая школа, 1981, c. 687(1).

11. Мостеллер Ф.,Руке Р., Томас Дж. Вероятность. М.: Мир,
1969, с. 432.

12. Никольский С.М. Курс математического анализа. Т.1-2. М.:
Наука, 1973, c. 431.

13. Нейман Ю. Вводный курс теории вероятности и математи-
ческой статистики. М: Наука. 1969, с. 448.

14. Рихтмайер Р. Принципы современной математической физи-
ки. М: Мир. 1982, c. 486.

15. Розанов Ю.А. Лекции по теории вероятностей. М: Наука.
1962, c. 120.

16. Севастьянов Б.А. Курс теории вероятностей и математиче-
ской статистики. Москва-Ижевск: Институт компьютерных
исследований, 2004, с. 272.

17. Стоянов Й. Контрпримеры в теории вероятностей. М.: Изд-
во "Факториал" , 1999, с. 288.

18. Фелллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложе-
ния. т.1. М: Мир, 1984, c. 493.

19. Чистяков В.П. Курс теории вероятностей М: Наука. 1982, c.
255.

20. Чудесенко В.Ф. Сборник заданий по специальным курсам
высшей математики. М: Высшая школа, 1983, c. 112.

21. Шварц Л. Математические методы для физических наук. М:
Мир, 1965, c. 405.

22. Шилов Г.Е. Математический анализ. Специальный курс.
М.:ГИФМЛ. 1961, c. 436.


